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Resumen

Actualmente, existe un creciente interés por incorporar en la ensefianza de conceptos fisicos y matematicos en
ingenieria el uso de nuevas tecnologias. Se destacan paquetes informaticos para calculos simbdlicos, animaciones y
ambientes gréaficos; en la actualidad algunas fuentes bibliograficas resaltan el estudio de fisica clésica, ecuaciones
diferenciales y analisis numérico usando los sistemas asistidos por computador. En este trabajo, se presenta la solucion
exacta de la ecuacion diferencial parcial de una membrana vibrante dependiente del tiempo y su simulacién en Maple
y MatLab. Esta simulacion puede ser utilizada como herramienta didéctica para el estudio del fendmeno fisico de
propagacion de ondas en una membrana circular; asi mismo puede utilizarse para despertar el interés por el estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales y sus aplicaciones.
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Abstract

Currently, there is growing interest in incorporating in the teaching of physical and mathematical concepts in
engineering the use of new technologies. It highlights software packages for symbolic calculations, animations and
graphics environments, and at currently some literature sources emphasize the study of classical physics, differential
equations and numerical analysis using computer assisted systems. In this study, presents the exact solution of the
time dependent partial differential equations of vibrating membrane and its Maple and MatLab simulation. This
simulation can be used as a teaching tool for studying the physics of wave propagation in a circular membrane,
similarly can be used to spark interest in the study of partial differential equations and their applications.

Keywords: Wave equation, simulation, CAS, boundary conditions.
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I. INTRODUCCION

Los sistemas asistidos por computador (CAS) han sido
utilizados durante décadas, actualmente hacen parte del
proceso de ensefianza y aprendizaje en las aulas; con los
CAS los estudiantes se concentran en los conceptos y
técnicas involucradas en la solucién de problemas.
Actualmente en el mercado existen CAS, tales como
Mathematica, Matlab, Mathcad, Maple que se utilizan como
herramientas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
[1].

La vida moderna va ligada a la computacion, asi, la
ciencia, ingenieria, economia, sociologia, medicina entre
otras ramas del saber, estan siendo soportadas por las
herramientas que entrega el software [2]. Debido a esto, las
técnicas de algebra computacional han ido creciendo en
importancia y aplicabilidad; esta clase de técnicas se puede
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reformular como algoritmos constructivos que se utilizan
para aplicar técnicas simbolicas a diversos problemas, en
este sentido, los sistemas informaticos modernos juegan un
papel importante [3].

El modelamiento, es un método utilizado por la ciencia y
es de gran importancia para la formacion de una vision del
mundo cientifico. Los modelos son a menudo una
descripcion que utilizan las matematicas l6gico- formales
que junto al desarrollo de la informatica gana nuevas
posiciones en los diversos campos de la actividad humana y
es cada vez mas utilizado en el estudio de la realidad [4].
Por tanto, el modelamiento de procesos con ayuda de
herramientas de simulacion, permite automatizar procesos,
incrementar la productividad, mejorar la calidad en los
productos terminados y disminuir los factores de riesgo [5].
La fisica es una ciencia natural a base de experimentos, la
aplicacion efectiva de la tecnologia multimedia en la
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ensefianza de la fisica universitaria puede cambiar la forma
de la informacion, para que los alumnos puedan participar
activamente en multiples actividades a través de los medios
de comunicacién [6]. Las ecuaciones diferenciales
desempefian un papel primordial en muchas ramas de la
ciencia y la ingenieria. La ecuacion de onda es un ejemplo
tipico, la cual modela problemas como la vibracion de
cuerdas, vibraciones en una barra longitudinal fijada en los
extremos, la propagacion de las ondas sonoras, ondas
electromagnéticas [7].

El analisis de las vibraciones en los sistemas mecéanicos
es de gran interés para muchos investigadores, el estudio de
la dindmica de estructuras parecidas a membranas es
importante para modelar las vibraciones en diferentes
disciplinas de ingenieria incluyendo los dispositivos
biomédicos [8]. El estudio de las soluciones con
comportamiento oscilatorio de las ecuaciones diferenciales,
ademas de su interés teorico, es importante desde el punto
de vista de las aplicaciones [9]; diferentes ejemplos se han
resuelto mediante formulas de diferencia finita y el criterio
de estabilidad [10].

La solucion numérica de ecuaciones hiperbolicas en
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas es de gran
importancia en muchos campos de la ingenieria y de las
ciencias [11]. Para muchas aplicaciones fisicas los sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales los datos incluyen no
solo las condiciones iniciales, sino también las condiciones
de frontera. Uno de los temas cruciales en una frontera es la
determinacion de la cantidad correcta y el tipo de
condiciones de contorno que debe o puede ser impuesta para
producir un problema bien planteado [12].

En este trabajo, se presenta la solucion exacta de la
ecuacion diferencial parcial de una membrana vibrante
dependiente del tiempo y su simulacién en Maple y MatLab.
La simulacion, puede ser empleada como herramienta
didactica para el estudio de propagacion de ondas.

1. REPRESENTACION MATEMATICA
A. Deduccion de la ecuacion

Al realizar un anélisis de las fuerzas que actlan sobre una
pequefia porcion de la membrana como se observa en la
Figura 1, se deduce la ecuacidon diferencial que gobierna el
movimiento de la membrana. Puesto que las deflexiones de
la membrana y los angulos de inclinacién son pequefios, los
lados de la porcidn son aproximadamente iguales a Ax y Ay;
la tension T es la fuerza por unidad de longitud. Por tanto,
las fuerzas que actlan sobre los lados de la porcion
equivalen a TAx y TAy, que son fuerzas tangentes a la
membrana.

a. Componente horizontal de las fuerzas. Al obtener la
proyeccion de las fuerzas sobre el eje horizontal, resultan
afectadas por el coseno del angulo de inclinacién, como son
angulos pequefios su coseno tiende a uno; por ende las
componentes horizontales de las fuerzas en lados opuestos
son iguales y se anulan. De tal forma, que se puede
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considerar el movimiento de la membrana como transversal;
es decir, que cada particula se mueve verticalmente.

Membrana

| T T+AT

]
]
]
1
]
]
]
'
]
]
1
T
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FIGURA 1. Andlisis de fuerzas que actGan en la vibracién de un
segmento de membrana.

b. Componente vertical de las fuerzas. La proyeccién de
las fuerzas sobre el eje vertical corresponde a:

TAySen g3,
y @)

—-TAySena.

Realizando la aproximacion para angulos pequefios Sen o =
Tan «, se tiene que la resultante de la fuerza vertical es:

TAy(Sen 8 —Senar) ~ TAy(tan 8 —tan )
TAy(tan f—tana) = @)
TAy[U X (X +AX, Y1 )_ Uy (X, Y, )]

Donde los subindices x denotan derivadas parciales y, y; y
Yy, son valores entre y y y+Ay. De forma similar, la
resultante de la componente vertical de las fuerzas que
actlan sobre los otros dos lados de la porcion de membrana
es:

TAX|u, (%, y +Ay)-u, (x,, )} @)
donde x; y X, son valores entre X y X+Ax.

c. Segunda ley de Newton aplicada en la ecuacion.
Aplicando la segunda ley de Newton, la suma de la
componente vertical de las fuerzas es igual al producto de la
masa p4A4 de esa porcion pequefia y la aceleracion azu/arz;

aqui p es la masa de la membrana no flexionada por unidad
de area 'y AA=AxAy es el area de esa porcion cuando no se
encuentra flexionada. Por tanto:
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o%u
PAXAY o =TAYu, (x+ Ay )-u, by, )] (4)
+TAx[uy(x1,y+Ay)—uy(x2,y)]
Donde la derivada del primer miembro se evalta en algin

punto adecuado correspondiente a esa porcion. Realizando
la division de la ecuacion 3 entre p4xAy se obtiene:

UX(X+AX, yl)_ux(xl yz)

u_T AX ®)
ot pl|, u, (X, y+Ay)-u,(x,,y) |
Ay

Y realizando la evaluacion cuando Ax y Ay tienden a cero,
se obtiene la ecuacion diferencial parcial

o' _ o Ou O (6)
ot? x? oy

La ecuacidn 6 se denomina la ecuacion bidimensional de
onda, donde la expresi6n entre paréntesis se denomina
laplaciano Pu de u'y por tanto al reescribirse toma la forma:

Z —=c*Vu. (7

B. Laplaciano en coordenadas polares

Es frecuente utilizar en problemas con valores en la frontera
para ecuaciones diferenciales parciales, un sistema de
coordenadas con respecto a las cuales la frontera de la
region bajo consideracion se simplifica segun su geometria.
Para las membranas circulares como los parches de un
tambor se emplean las coordenadas polares y son indicadas
por que dan la frontera de la membrana. La relacion de
transformacion esté definida por:

X =r Cosé, (8)
y =rSenéd.

Su uso requiere la transformacion del laplaciano de la
ecuacion de onda a estas nuevas coordenadas. Las derivadas
parciales se denotan por subindices y Uy, como funcion de
r, 6, t por la misma letra u, para simplificar. Al utilizar la
regla de la cadena se obtiene que:

ux =urrx +u69x' (9)

Al derivar la ecuacién 9 con respecto a x y aplicar la regla
del producto se obtiene la expresién:

Uy = (U,r,), +(U,8,), = (10)

:(Ur)x rx +urrxx +(u9)x6x +U9(9

XX 7
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Aplicando a los términos enunciados de la ecuacion 10 la
regla de la cadena se determina:
(ur)x :urrrx +ur69x'

y
(uH)x = uHrrx + uaaax-

(11

Para determinar las derivadas parciales r, y 6, es necesario
derivar las expresiones:

=t y?, (12)

6=Tan* .
X

Obteniéndose como resultado:

x X2+y2_r (13)
S (2 B 4
9X_1+(§)2( xzj rz’

Al derivar la ecuacién 13 se obtiene:

= 14

2 2
gxx :_y(_rT)rx = )iy

Las expresiones de las ecuaciones 11 y 14 se sustituyen en
la ecuacion 10 y suponiendo la continuidad de las derivadas
parciales primera y segunda, se tiene que Uy=Uy Y
simplificando se obtiene:

2 2

X Xy y
U, =—U,—2—=U,+—U
XX rz rr r3 ré r4 00 (15)
2
+y—3u,+2ﬁ4ug.
r r

Operando de forma similar para la otra derivada se tiene
que:

2 2
X

vy zyTurr +2ﬁ3ur6 + Tu%

r r r (16)
2

X

+—Uu +2ﬁu .
3 °r 4 70

r r

u

Al sumar las ecuaciones 15 y 16 se observa que el
laplaciano de uy, 5 en coordenadas polares toma la forma:

_d%u Llou 1 o%u (17)

Viu=—"—-+=""4+ .
or?2 ror r?o06°
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C. Membrana circular

Para una membrana circular, el movimiento de las
vibraciones se describen por intermedio de la ecuacion
bidimensional de onda, que expresada en coordenadas
polares adopta la siguiente estructura.

lou 1 2% ] (18)

ror

otz | or? r? 06°

o%u 2( o%u
c

En la Figura 2, se observa la membrana de radio R para la

que se determinaran las soluciones uyy que es radialmente

simétrica, es decir, que no depende de 6.

FIGURA 2. Membrana circular de radio R.

111. RESULTADOS

A continuacién se presenta la solucién de la ecuacion
diferencial para una membrana vibrante dependiente del
tiempo y su visualizacién grafica utilizando los sistemas
asistidos por computador como Maple y Matlab. En la
Figura 3 se puede apreciar que la deformaciéon de la
membrana en el punto P, evoluciona temporalmente y un
instante de tiempo posterior t se representa ComMo Uy, o).

X

FIGURA 3. Representacion grafica de una onda a través de la
membrana.
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Partiendo de la ecuacion de onda expresada en coordenadas
polares:

o? 10
2 or? Yot 5 Yoy

2
Wu(r,e,t) =C

(19)

62
Tz 597 Yren

Aplicando condiciones de geometria, donde la membrana es
circular y esta sujeta en el extremo de una circunferencia
bajo las siguientes condiciones:

Uggy = 0,
O<t<oo,

0<0<2r, (20)

U0 = f(r,a)'
ut(r,a,o) =00

Se emplea el método de separacion de variables, donde las
variables F, Q y W son funciones por determinar:

d? 02 o o?

a2 S0 20 SFn g7 T (1)
= + + .

CZG(I) F(r,e) F(r,g)r F(r,g)rz

Puesto que los términos derecho e izquierdo dependen de
variables diferentes, cada uno de ellos debe ser igual a una
constante. Como se espera que el movimiento de la

membrana sea constante se opta por asumir -A*> con 1>0.

d? o° o
=G 2 F 9
dtz O arz 0 Lo Fio)
c*Gyy Feo) Fro) ¥ (22)
62
F
2 ' (r.0)
Lo0° s =—A%
F(r,g) r

Asignando valor a la constante c>=1de la ecuacién 22 se
obtiene una ecuacion de la forma

d* 2 23
Para la ecuacidon 23 se propone una solucion de la forma:
G, =C,Sin(4,t)+C,Cos(4,t), (24)

Obteniéndose la ecuacion general e igualandose a cero:
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d? o?

a o 0
T _or? 0 SR
c’Gy Feo) Fro)l (25)

62

F
2 ' (r,0)
400 s—+A2=0.
F(ryé,)r

En la ecuacién 25 se determinan las variables con ayuda de
la sustitucion F»=Q W y dividiendo por 2> QW se
obtiene:

d? d d?
Sow, Sw, S.Q
2 VV(r) (r) 2 <(9)
) oL Qe r _0 (26)
> )
A" Q)W)

En la ecuacién 26 se realiza una expansién y factorizacion
adoptando la siguiente estructura

d? "
(drz W(r)j r°Q)
d (27)
21 i +(aw(r)er(0)
2 2 ’
A Q) Wi)'r q2
* 907 Q)W)

De la ecuacion 27 se despeja la ecuacion para la variable Q

== 28
W) (28)

Simplificando y separando variables e igualando a la
constante —n? en la ecuacién 28 se obtiene

2

_ 2
497 Qo TN Qe =0. (29)
Para la ecuacion 29 se propone una solucién de la forma:
Q) = C,Sin(n,8)+ C,Cos(n, ), (30)

Para obtener la ecuacion correspondiente a la variable W se
asume que A=1

d
mj +[er(r>] r+(rr —n?w,. G

2
rz(jrzw
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La ecuacion 31 corresponde a una ecuacion tipo Bessel,
donde se aplican las condiciones iniciales y la superposicién
Se expresa como:

u(r,ﬁ,t) = (32)
J,(k C .
nzz(;; (Kanr)Cos (ne)[+ B,,Cos(k,,ct)

Asumiendo que las condiciones iniciales enunciadas en la
ecuacion 20 son de la forma:

Heom = o @)
Uiro.0) = 0.
La ecuacidn 31 se reduce a una expresién de la forma:
i A, J,(k,r)Cos(k,ct), (34)
m=1
Por la condicién inicial:
1 o0
4 [H{Z A 000 1o ar)
A =0 dr. (39

m

3, (ke )
A. Solucién utilizando MAPLE

Para la simulacién grafica, se asignan a las constantes los
siguientes valores:

c=1,
Uir00) = Jo (214 I‘)+ %J 0 (8,65 r),
=0.

ut(r,a,o)

En la Figura 4 se observa la onda obtenida al realizar la
simulacion con ayuda del CAS Maple

FIGURA 4. Simulacién de una membrana vibrante.
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B. Solucién utilizando MATLAB

Para la simulacion se trabajé bajo las siguientes
condiciones:
Radio = 0,5,

Tension =1000,

Densidad = 0,01,

Condicion borde = fijas,

Condicion contorno de Dirichlet =bordes fijos,
h=1y r=0,

Especificacion PDE: c=1, a=0y d =1,
Parametros solucién : entre 0y 2000.

Parametros:

La simulacion obtenida para la membrana circular se
aprecia en la Figura 5. Donde la escala de color corresponde
a la escala de tiempo en donde el color azul claro localizado
hacia el borde indica los primeros instantes del movimiento,
en tanto que el color purpura localizado en la zona central
corresponde a un intervalo de tiempo posterior.

Lambda(1)=23.1511 Color: u

FIGURA 5. Simulacién de una membrana circular vibrante.

Una imagen bidimensional (2D) de la simulacion se observa
en la Figura 6, en la cual se pueden apreciar las crestas de
las ondas en la medida en que la onda se propaga, de otra
parte indica que la onda se origina en una regién central,
correspondiente al color azul claro caracteristico de los
primeros instantes de movimiento.

Lambda(1)23 1511 Color: u

FIGURA 6. Simulacién 2D de una membrana circular vibrante.
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En la Figura 7 se presenta la simulacion de la membrana en
una imagen tridimensional (3D), en la figura se puede
apreciar como la membrana al oscilar produce una onda que
presenta una evolucion espacio temporal, donde el eje
Z corresponde al tiempo y continua respetandose la escala
de color.

Lambda1)231511 Color u Height u

FIGURA 7. Simulacién 3D de una membrana circular vibrante.

IV. CONCLUSIONES

Los modos naturales de vibracién para una membrana
vibrante se rigen bajo la ecuacion de onda longitudinal
sujeta a condiciones de frontera y condiciones iniciales.

En la simulacién desarrollada se puede observar que al
aplicar una frecuencia externa a la membrana, esta es
excitada con la frecuencia natural de oscilacion del material
de la membrana.

Los sistemas asistidos por computador como Matlab y
Maple, son una herramienta valiosa para el desarrollo de
tecnologias en la ingenieria; ya que permiten la simulacién
de procesos mostrando posibles fallas y efectos para ser
previstos durante la implementacion de procesos
industriales.

Mediante la utilizacion de CAS se propone una forma
computacional para la solucién, modelamiento y simulacién
de fendmenos fisicos como el estudiado en el presente
trabajo, generando motivacion para el desarrollo de
posteriores trabajos en el area.
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