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Resumen
En el presente trabajo se lleva a cabo una inspeccion de las ecuaciones de onda electromagnética y de Helmholtz, a
través de un espacio-tiempo discreto. Ambas ecuaciones son resueltas en una dimension, adoptando dicho modelo.
Tanto las soluciones de la ecuacion de onda electromagnética como las de la ecuacion de Helmholtz quedan expresadas
en términos de las variables discretas de dicho modelo. En el limite cuando la longitud y el tiempo fundamental del
modelo tienden a cero, se recuperan las soluciones de ambas ecuaciones para el caso del espacio-tiempo continuo.

Palabras clave: Mecanica Cuéntica, Soluciones de Ecuaciones de Onda: Estados Ligados, Métodos de diferencia
finita.

Abstract
This work is carried out an inspection of the electromagnetic wave equations and Helmholtz through a discrete space-
time. Both equations are solved one dimension. Therefore the solutions of the electromagnetic wave equation as well as
that of Helmholtz equation are expressed in terms of discrete variables of the model. In the limit when the fundamental
length and time of the model tend to zero, we recover the solutions of both equations for the case of a continuum space-
time.

Keywords: Quantum Mechanics, Solutions of Wave Equations: Bound States, Finite Difference Methods.

PACS: 03.65.-w, 03.65.Ge, 02.70.Bf.

I. INTRODUCCION

Recientemente, a través de la literatura (ver [1]) se muestra
un realzado interés en investigar sobre la posibilidad de
existencia de las magnitudes fundamentales de espacio-
tiempo discreto. La posible existencia de un espacio-tiempo
de caracter cuantico permanece latente en las diversas
ramas de la fisica, por ejemplo, una cuyo interés ha crecido
de manera significativa es lo relacionado con las
investigaciones de una teoria sobre la gravedad cuéntica. La
investigacion tedrica sobre la gravedad cuéntica ha
generado muchos trabajos de investigacion, por ejemplo [2,
3, 4, 5, 6, 7], los cuales investigan los contextos de
cuantizacion con integral de trayectoria, teoria de cuerdas,
entre otras aproximaciones. También, en [8] se resuelve la
ecuacion de onda de Schrodinger para el caso de una
particula libre, en el limite no relativista, usando un modelo
de espacio-tiempo discreto. En ese trabajo se encuentran
resultados muy interesantes, por ejemplo, que tanto la
densidad de probabilidad como el flujo de probabilidad
para el caso de un espacio-tiempo discreto son radicalmente
diferentes con las correspondientes del estandar espacio-
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tiempo continuo, es decir, densidad y flujo de probabilidad
poseen una dependencia del pardmetro espacial y temporal,
proporcionandole ademas un caracter de no uniformidad.
Otra ecuacidon de onda, la cual resultaria interesante
investigar a través de un espacio-tiempo discreto, es la
correspondiente al campo electromagnético y la ecuacion
de Helmholtz. En el presente trabajo, se resuelven las
ecuaciones de onda electromagnética y de Helmholtz en
una dimension, para el caso de un modelo de espacio-
tiempo discreto. En la segunda seccion, se muestra la
solucién de ambas ecuaciones para el caso estandar de un
espacio-tiempo continuo, las cuales servirdn para comparar
con las soluciones en un espacio-tiempo discreto. En la
tercera seccion, se describe el modelo de espacio-tiempo
usado. En la cuarta seccion, aplicamos dicho modelo para
resolver la ecuacion de onda electromagnética
unidimensional. En una subseccion de la cuarta se analiza
el caso limite, el cual, permite recuperar la solucién para el
caso de un espacio-tiempo continuo. En la quinta seccion,
volvemos aplicar este modelo pero ahora para resolver la
ecuacion de Helmholtz unidimensional. En una subseccion
de la quinta se analiza el caso limite, mediante el cual, se
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recupera la soluciéon para el caso del espacio-tiempo
continuo. Por Ultimo, en la sexta seccidén se escriben las
conclusiones del trabajo.

Il. ECUACION DE ONDA
MAGNETICAY DE HELMHOLTZ

ELECTRO-

En cualquier libro de electrodinamica clasica, (ver por
ejemplo [9]) se describen las ecuaciones de Maxwell, de las
cuales, es siempre posible establecer la ecuacién de onda
electromagnética. Nos concentraremos a continuacion, en el
caso unidimensional y describiremos la forma usual en que
esta es resuelta en el caso de un espacio-tiempo continuo.
Entonces, la ecuacion de onda electromagnética
unidimensional se puede escribir como

920 (x,t) _ n_zazdv(x,t) .
0x2 cz a9tz 0. @

La funcién @(x, t), representa a el campo eléctrico o el
campo magnético unidimensional. Aplicando el método de
separacion de variables a la Ec. (1), con @=¢;(x)p,(t), se

separa la ecuacion en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias
d?pq(x) _
dxlz + a(pl(x) - 0! (2)
y
d?@,(t) | n? _
— -t zae:(0) =0. €)

donde « es la constante de separacién y su valor depende de
las condiciones fisicas establecidas para una situacion
especifica, n = +/ue es el indice de refraccion y c =
(uo€0)*/? es la velocidad de la luz. Las soluciones
generales de las Ecs. (2) y (3) se pueden escribir como

@1 (x) = Acos(vax) + Bsin(Vax), @)

@, (t) = C cos (% \/Et) + D sin (g \/Et). (5)
La solucién general de (1) puede escribirse, también, como
& = AeVH(et) 4 peme(xTt), (6)

En el vacio n = 1, la solucién general quedaria expresada
como

& = AeVF ) 1 gVl (7)

De manera similar, es conocido que si describimos
fendmenos periddicos en el tiempo, con frecuencia
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v = w/2m, entonces, la ecuacion de onda se reduce a la
ecuacion de Helmholtz

d?o(x)
dx?

0@ =0, ©

donde las soluciones son del tipo

P(x) = poe **, 9)
con
2 n’w? 5 5 2
k% = = kin® = kieu, (10)

donde kg es el nimero de onda en el espacio libre.

Enseguida, se realizard la descripcion del modelo de
espacio-tiempo discreto, el cual, posteriormente serd usado
para resolver las Ecs. (2), (3) y (8) del presente trabajo.

1. MODELO DE
DISCRETO

ESPACIO-TIEMPO

Para resolver la ecuacion de onda electromagnética y de
Helmholtz en un espacio-tiempo discreto, es necesario
primero, realizar la descripcion de dicho modelo. Este
modelo fue propuesto en [8], el cual, consiste en hacer
discreta la linea real (por ejemplo, el dominio x) en la forma

Ry = {jxlljx € Z}, (11)

donde A representa a una longitud “fundamental” no
especificada. Un ejemplo conocido en la fisica de escalas
muy pequefias, es la longitud de Planck, la cual es definida
como A, = /Gh/c3 = 1.6 X 10~35m. Por simplicidad, este
modelo expresa al dominio del tiempo discretizado como
T = A/c, donde c es la velocidad de la luz. Por lo tanto, el
dominio de tiempo discreto queda expresado como

R, = {j.tlj; € Z}. (12)

Tanto j, como j; representan a enteros arbitrarios. Ahora, el
limite continuo corresponde a jy—oo mientras que ji—x.
En forma similar para j; y jiz. Enseguida, aplicaremos este
simple modelo de espacio-tiempo discreto, para encontrar
el tipo de soluciones que pertenecen a las Ecs. (2), (3) y (8).

IV. ECUACION DE ONDA ELECTROMAG-
NETICA EN UN ESPACIO-TIEMPO DISCRETO

Al aplicar el modelo, descrito en la seccion anterior, a las
Ecs. (2) y (3), obtenemos dos ecuaciones en diferencias

A2, ) ,
S taeiGx) =0, (13)
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2’8 (jer) | n?

26,0 Tz 02Ger) =0, (14)

donde 4 es el operador diferencia, el cual, es definido
comunmente en cualquier libro de ecuaciones en diferencia,
por ejemplo ver [10]. Entonces, de [10] se tiene

A2l (j ) = (U + 2)4) — 208 (G + D) + 9¢, (15)
y
A28 (jet) = 0 ((e + 2)7) — 204((G + 1)7T) + 0F. (16)

Sustituyendo (15) y (16) en (13) y (14), obtenemos las
siguientes relaciones de recurrencias

9 (G + 2)2) = 208G + DA) + (1 + ad?) et = 0,
(7)

y

93(Ue +2)7) = 208(Ge + D7) + (1 + S ar?) o = 0.
(18)

Las Ecs. (17) y (18) son dos ecuaciones en diferencia,
homogéneas, de segundo orden y coeficientes constantes.
Estas ecuaciones se resuelven, haciendo uso de los métodos
estandar (ver por ejemplo [10]), obteniéndose las
soluciones respectivas

038G = ¢ (1+i20@)" + b (1-i2ev7)". (0)

Como se puede observar, la solucién de la ecuacion de onda
electromagnética unidimensional, para el caso de un
espacio-tiempo discreto, también muestra un caracter
oscilatorio.

Ahora, supongamos que la propagacion se realiza hacia
el lado del eje x positivo, entonces, la solucién general
puede quedar expresada como

j J
@A, jer) = A(1 + i)™ (1 - it tva) Y
Recordemos que @° representa a cualquiera de las
componentes unidimensionales, tanto del campo eléctrico

como del campo magnético.

A. Subseccion 1. PASO DEL CASO DISCRETO AL
CONTINUO

Ahora, se mostrard que en el limite cuando jy—o Y j—oo,
se obtiene la solucion en el caso de espacio-tiempo
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continuo. Tal paso se lleva a cabo, haciendo uso de la
aproximacion siguiente

(1 - %)n =e 9 conn — oo. (22)

Entonces, aplicando (22) a (21) se obtiene

(1+ iM)jX = eivax, (23)

Jx

.y Jjt o
(1 _i t‘L'jC a) —e ch/Et, (24)
t

cuando j,—oo Y ji—o0, respectivamente.
Por lo tanto, en el limite del continuo

D(x,t) = AeVTE), (25)

donde se observa, esta es la forma de la solucién de onda
estandar para el caso del espacio-tiempo continuo.

V. ECUACION DE HELMHOLTZ
UNIDIMENSIONAL EN UN ESPACIO
DISCRETO

Como se menciono en la segunda seccion, otra ecuacion de
cardcter importante en la fisica, es la ecuacion de
Helmholtz. Por lo tanto, al describir fendmenos periddicos
en el tiempo con frecuencia v = w/2m, entonces, la
ecuacion de onda se reduce a la ecuacion de Helmholtz

2 o n?w? o
V() +—-9(X) = 0. (26)
Al igual que en la ecuacion de onda, nos concentraremos en
el caso unidimensional, es decir, nos interesa resolver la Ec.
(8) para un espacio discreto. Entonces, primero cambiamos
el operador diferencial por el de diferencia y obtenemos

AZ da 2,2 i
s T @U) =0, @)

Haciendo uso de

A9 = %((x + 2)4) = 20%(Gr + DA) + 0%, (28)

A%(j, ) = A%, (29)
La Ec. (27) queda expresada como

n?w?i?

c2

9% (Ui + 22) = 204((r + D) + (1+255) 94 = 0.
(30)
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Esta Gltima ecuacién, es una ecuacién en diferencias de
segundo orden, lineal, homogénea y de coeficientes
constantes. Similarmente, esta ecuacion se resuelve a través
de métodos estandar para resolver ecuaciones en diferencia.
Entonces, la solucion a la ecuacion de Helmholtz
unidimensional en un espacio discreto queda como

PG = A(1+ i%ﬂ)]" +B (1 - i%/l)jx. (31)

De (10) podemos notar que k = nw/c, entonces, (31) se
puede expresar en términos del nimero de onda

043 ) = A(1 + ikA)x+B(1 — ikA)’x. (32)

Podemos observar en (32), también, un comportamiento
oscilatorio, similar al caso de la solucién en el espacio
contindio.

A. Subseccion 1. PASO DEL CASO DISCRETO AL
CONTINUO

Enseguida, se muestra en forma similar como en la
subseccion 1 de la cuarta seccidn, que a través de la
aproximacioén (22) se puede recuperar la solucion estandar
para el caso de un espacio continuo.

En virtud de esto, se tiene

N
(1 + ik’,—”) = e™** con j, - o, (33)

Jx

. kjx )% i .

(1 - Lj—") = e ¥ con j, - . (34)
X

Por lo tanto, en el limite continuo recuperamos las

soluciones, las cuales, a través de ellas se puede representar

una combinacion lineal de soluciones de la ecuacion de

Helmholtz unidimensional en un espacio continuo.

VI. CONCLUSIONES

En el Presente trabajo, se resolvieron las ecuaciones de
onda electromagnética y de Helmholtz en una dimension, a
través de un modelo de espacio-tiempo discreto. En ambos
casos se encontraron las soluciones generales, las cuales,
muestran un significado fisico equivalente a las soluciones
generales observadas en el caso estandar de espacio-tiempo
continuo, es decir, todas las soluciones muestran el
comportamiento oscilatorio tipico esperado para este tipo
de campos. Ademas, al realizar los casos limites j,—o y
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jr—oo se pudieron recuperar las soluciones del caso
continuo, a partir del caso discreto.

En general, es de mucha importancia en la fisica,
investigar la influencia que un espacio-tiempo discreto
puede tener en la descripcion de sistemas fisicos de caracter
importante, como los que pueden ser descritos a través de la
ecuacion de onda electromagnética y de Helmholtz aun en
una dimensién. Sin embargo, nuestra contribucién aqui es
pequefia, por lo que es importante reiterar que una
ampliacidn de este estudio resultaria viable e interesante,
tomando de referencia el hecho de que tanto la ecuacién de
onda como la de Helmholtz pueden auxiliarnos en el
estudio de la diferente fenomenologia existente y verificar
si un espacio-tiempo discreto realmente juega un rol crucial
en la fisica involucrada a través de estas ecuaciones.

En un futuro trabajo, resultaria interesante inspeccionar
a la ecuacion de onda del foton en el espacio libre.
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