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Resumen

Se obtiene la contraccién de Lorentz por medio de la medicion de la longitud de una barra tomando en cuenta la
distancia recorrida mientras se realizan las mediciones. Las derivaciones usuales encontradas en los textos
corresponden a un caso especial de esta derivacion, en el cual se miden los extremos de la barra al mismo tiempo. Se
muestra que la condicion de simultaneidad, contrario a lo que se piensa, no es necesaria para exhibir el fenémeno de
contraccion espacial. Asi también, se analizan otros ejemplos que ilustran el uso de esta derivacion.
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Abstract

The Lorentz length contraction for a rod in uniform motion is derived performing two measurements at arbitrary times.
This alternative derivation, in contrast with the one found in most textbooks, does not invoke the simultaneous
measurement of two events. It thus avoids uncomfortable superluminal relationships. An example of a space
contraction measurement from the same rest position in the observer frame illustrates the procedure.
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I. INTRODUCCION

La contraccién de Lorentz junto con la dilatacion del
tiempo son los dos fendmenos fundamentales que dan
origen a varios efectos en relatividad espacial. La adicion
relativista de velocidades, el corrimiento al rojo de objetos
recedientes o la contraccion relativista de objetos
acelerados [1, 2] son algunos ejemplos que pueden ser
entendidos en términos de contraccion espacial y
dilatacién temporal. Sin embargo, la contraccion de
Lorentz ha sido cuestionada debido a la existencia de
algunas paradojas [3], asi como a la dificultad de percibirla
directamente  [4].  Existen  muchas  discusiones
concernientes a la realidad de la contraccién de Lorentz [5,
6. 7. 8]. Por un lado, la contraccion es considerada
Unicamente como una consecuencia de un cambio de
coordenadas. Por otro lado, se piensa que la contraccion de
Lorentz es un cambio real en la forma del objeto, debido a
las fuerzas electromagnéticas que varian con el
movimiento del objeto.

La contraccion espacial usualmente se obtiene de las
transformaciones de Lorentz imponiendo como necesaria
la condicidn de simultaneidad [9, 10, 11, 12, 13, 14]. En la
derivacion que aqui se presenta se considera la medicion
de los extremos de un objeto a tiempos arbitrarios. Para
obtener la deformacién espacial se utilizan las
transformaciones de Lorentz tomando en cuenta el tiempo
transcurrido entre las medidas. Este acercamiento es
mucha mas claro desde un punto de vista didactico y hace
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evidente que la condicion de simultaneidad es innecesaria.
La correspondencia con el calculo Galileano permite
establecer claramente las similitudes y diferencias entre el
caso clasico y el relativista.

1. LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Consideremos el marco de referencia de un laboratorio y el
de un objeto, a los cuales denotaremos como lab y obj,
respectivamente. Supongamos que Se mueven con
velocidad relativa constante v = (vy, v, v,) en direccion
arbitraria. Los cuadrivectores en estos marcos de
referencia  son Ty, = (Ctigps Xiaps Yiabs Zian)Y Tobj =
(Ctonjs Xobj» Yobj» Zonj)- Las transformaciones de Lorentz
[11, ch. V-5. p. 127] [15, p. 517], entre ambos sistemas, en
términos de las componentes paralelas y perpendiculares al
movimiento relativo son

VTopi
Cligp =Y (Ctobj + : ]),
Tiapy = ¥ (Tonji + VEonj) 1)

Y Tipi =Topji, dondev = |v|,y =1/{/1-v2/c? y
los subindices |y L se usan para distinguir las
componentes paralelas y perpendiculares. Puesto que las
transformaciones no alteran las coordenadas transversales,
es suficiente considerar Gnicamente la dimension espacial
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en la direccion de la velocidad relativa entre ambos
sistemas.

111. PROCEDIMIENTO GALILEANO

Supongamos una barra o varilla moviéndose con velocidad
constante en direccion x positiva con respecto al marco del
laboratorio. Al sistema que se mueve junto con la varilla lo
nombraremos obj. La transformacion de coordenadas
entre el sistema de referencia del laboratorio y del objeto
es

Xiab = xob]- + vt. (2)

En este caso clasico, el tiempo no cambia bajo esta
transformacion y por lo tanto no necesita ser distinguido
en los distintos marcos de referencia; esto es, un
observador en reposo mide el mismo intervalo de tiempo
qgue un observador moviéndose junto con la varilla.
Evaluemos los intervalos espaciales A x;q; = X4, (D) +
X1ap (@), A Xopj = Xopj(b) — xopj(@) 'y un intervalo
temporal At = t(b) — t(a), donde x;,,(a),x;qp (b) SON
las coordenadas de los extremos, ay b de la varilla
medidos en el sistema del laboratorio en tiempos
t(a)y t(b), como se muestra en la figura 1. El intervalo
espacial en el sistema del laboratorio puede ser escrito
como

Axlab = Axob]' + vAt. (3)

Es claro que Ax;,;, no es la longitud de la varilla, ya que
los extremos de la varilla a,b han sido medidos a
diferentes tiempos'. Para obtener la longitud, es necesario
sustraer la distancia que la varilla se desplazé durante el
tiempo entre las mediciones

Axpyy, (barra) = Axyg, — (VAL).

Si se sustituye este resultado en (3) se encuentra la
longitud de la varilla medida en el marco del laboratorio

Axjqp(barra) = Ax,p;,

esto es, en el caso Galileano, la varilla en el sistema del
laboratorio mide la misma longitud que el observador en el
marco de referencia del objeto.

IV. CONTRACCION DE LORENTZ

Consideremos una varilla en reposo a lo largo del eje x de
un marco de referencia, como se muestra en la figura 1.
Supongamos que este sistema se mueve con velocidad
constante v en la direccion positiva x con respecto al
marco de referencia del laboratorio. Las transformaciones
de Lorentz para los intervalos espaciales y temporales son

Axyqp (barra) = y(Ax,p; + VAtoy;), 4)

1 Solamente si las coordenadas se detectaran simultaneamente
Axyqp (barra) = Axygy, -
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Aty =V (Atop; + CizAxobj)- (5)

£ N o =
% pa— T
%{Bj.l‘;[ﬁml

FIGURA 1. Una barra moviéndose a lo largo de la direccién x
con velocidad constante v relativa al laboratorio. El subindice 1
corresponde al marco de referencia del laboratorio y el subindice
2 corresponde al sistema de referencia del objeto. Las mediciones
de las coordenadas de los extremos de la varilla fueron realizadas
a tiempos diferentes t;,, (@) # tiap (D).

El intervalo espacial Axyq, = X145 (b) — x10p(a) €s la
diferencia de las coordenadas de los extremos a y b
medidos en el sistema del laboratorio en tiempos Aty =
tian(b) — tigp(a); mientras que la longitud Ax,,; =
Xopj(b) — xopj(a) en el marco de referencia del objeto es
obtenido en un intervalo de tiempo At,p; = topjm) —
tobj(a)'

Debido a que las mediciones fueron realizadas a
distintos tiempos t;4;, (b) Y tiqp (@), la longitud de la varilla
es igual al intervalo espacial Ax;,, menos la distancia
recorrida por la varilla durante el tiempo entre las
mediciones®

Axyqp(barra) = Axyqp — VAt gp. (6)

La longitud de la barra en el marco de referencia del
laboratorio en términos de las variables medidas en el
sistema del objeto es obtenida sustituyendo Ax;,;, v Atiqp
de las transformaciones de Lorentz (4) y (5)

Axpqp(barra) = y(Axobj + vAtob]-) —vr(Atyp; +

v
C—zAxobj).

Esta expresién se simplifica a la forma usual de la
contraccion de Lorentz

2
Axjqp(barra) = yAx,p; (1 - z—z) = %Axobj. @)
Esta transformacion espacial involucra al factor y~1.
Debido a que la velocidad relativa entre los sistemas es
siempre menor que la velocidad de la luz en el vacio
v <, esto implica y~ < 1. Asi, por ejemplo, tenemos
que un metro en el sistema del objeto (Ax,,; = 1m) es

2 De manera analoga al procedimiento clésico aunque en este
caso el tiempo en ambos marcos de referencia es distinto.
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visto en el laboratorio como una distancia mas corta
(Ax;4, < 1m). El intervalo temporal puede ser escogido
arbitrariamente pues no aparece explicitamente en la
ecuacion de la contraccion (7).

A. Mediciones realizadas en el mismo punto espacial

Supongamos que frente a un observador en el laboratorio
pasa un avién o un meteorito con cierta velocidad v
constante. Justo en el momento en que la parte frontal pasa
enfrente, el observador registra este tiempo y espera en su
mismo lugar hasta que el objeto pase por completo;
cuando la parte trasera pasa frente a él, registra
nuevamente otro tiempo. Puesto que las mediciones son
realizadas en la misma posicion del laboratorio, ahora el
intervalo espacial en este sistema es cero Ax;,;, = 0y asi,
de las transformaciones de Lorentz (4)

Axopj = —VAtop;. ©))

La longitud del objeto estd dada por la longitud medida
menos la distancia recorrida en el intervalo temporal de
medicion (6). Por lo tanto, en este caso, Ax;,,(barra) =
—vAt,,,. Empleando la transformacion temporal de
Lorentz (5), se obtiene

Axlab(barra)=—vy(Atobj+12Axobj) y de la relacion

entre los intervalos espacial y temporal en el marco del
objeto (8) resulta

1 1
Axyap(barra) = —vy (—;Axobj + :—ZAxobj) = ;Axobj.

Notese que la expresion (8) es la expresion de la velocidad
-v con la que el marco inercial del objeto observa al
laboratorio. El procedimiento de medicion en este caso es
sencillo pues involucra mediciones con un reloj al observar
el principio y el final del objeto sin necesidad de que el
observador se desplace.

B. Mediciones simultaneas en el marco de referencia
del laboratorio

Supongamos ahora que el observador en el laboratorio ve
pasar al mismo objeto pero con un dispositivo adecuado
que ciertamente se antoja sofisticado, que le permite
detectar las posiciones de los extremos del objeto al mismo
tiempo. Posteriormente mide la distancia entre estas dos
posiciones. Puesto que los extremos del objeto fueron
detectados simultdneamente, el intervalo temporal en el
laboratorio es cero Ax;,, =0 y asi, de las
transformaciones de Lorentz (5)

Atobj = —C%Axobj. (9)
La longitud del objeto de acuerdo al razonamiento

presentado, esta dado por (6), en este caso particular
Axp(barra) = Axy,, y de las transformaciones de
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Lorentz (4) se obtiene Ax,qp(barra) =y (Axep; +
vAtyp;), pero también de (9) tenemos que

Axyqp(barra) =y (Axobj - :—zAxobj) = %Axobj, de

manera que se obtiene la contraccién de Lorentz. Este
procedimiento, en la cual se asumen mediciones
simultaneas, es encontrado en la gran mayoria de los textos
sobre relatividad [9, 10, 11, 12, 13, 14]. Un inconveniente
. ., . Axopi 2
severo de la derivacion es que el cociente A—‘”” = —% es
obj

superluminico y para evitar una contradiccion con el
postulado relativista es necesario explicar que las
mediciones no deben estar relacionadas causalmente.

IV. CONCLUSIONES

La contraccién espacial de Lorentz ha sido obtenida
usando las transformaciones espaciales y temporales de
Lorentz como punto de partida. El procedimiento
involucra la observacion de las coordenadas de los
extremos de un objeto en movimiento a tiempos
arbitrarios. Para obtener la longitud del objeto es necesario
sustraer la distancia que el objeto recorrié durante el
intervalo de tiempo entre las dos mediciones. Dicho
intervalo entre mediciones puede ser seleccionado
arbitrariamente. El intervalo temporal entre mediciones
At Se puede escoger de manera que todos los eventos
sean causales (At > Axqp/c) Yy por lo tanto no se
obtengan relaciones superluminicas en la derivacion.
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