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Resumen

El siguiente articulo establece a los espacios de Einstein tipo N dentro de la clasificacion estandar de Petrov. Para ello
utiliza la descomposicion tensorial del tensor de curvatura intrinseca o tensor de Weyl. Una vez hecho esto e
identificando que componente espinorial del tensor se debe de conservar, establece una tetrada nula a partir de la cual
se anteponen las condiciones diferenciales que deben de cumplir las funciones métricas de las cuales se componen sus

cuatro covectores nulos.
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Abstract

The following article establishes the type N Einstein spaces within the standard classification of Petrov. It uses the
tensor decomposition of the intrinsic curvature tensor or Weyl tensor. Once this is done and identifying which
component spinor tensor must preserve, establishes a null tetrad, which are composed of four null convectors, from

which the differential conditions that must meet the metric functions follows.
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I. INTRODUCCION

Las soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein en el
vacio revisten especial interés dentro de la Fisica [1].
Gracias a algunas de ellas la teoria ha sido corroborada
experimentalmente. De particular interés son las
soluciones tipo N [2], las cuales pueden representar una
perturbacion del campo de gravedad en forma de onda del
campo. De acuerdo a la propiedad de Peeling [3, 4] es el
tipo N la clase de curvatura que se preserva en el tensor de
Weyl [5, 6, 7] a grandes distancias de la fuente de la
perturbacion gravitatoria. El presente articulo expone las
ecuaciones diferenciales de Cartan [8, 9] de una tétrada

nula de Plebanski [3, 10] para un campo de gravedad tipo
N en el vacio. Primero vamos a clasificar en forma
espinorial los diversos tipos algebraicos de solucion y
luego identificamos las condiciones que hacen posible que
una solucion exacta a las ecuaciones de Einstein en el
vacio sea del tipo N. Para lograr alcanzar este propdsito,
cierta componente espinorial del tensor de curvatura de
Weyl debera de ser diferente de cero. La comprension de
este tipo de soluciones reviste especial interés tanto por la
posibilidad de que puede representar fisicamente radiacion
gravitacional como por la posible existencia de un
potencial de Lanczos a partir del cual la solucion pueda ser
derivable, y gracias a la cual se permita estudiar y
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comprender mejor a la solucion, desde una perspectiva
clasica a la forma en como tradicionalmente (por
comparacion) se estudia el campo electrostatico a partir de
un potencial escalar eléctrico.

I1. LOS ESPACIOS DE EINSTEIN TIPO N

Uno de los componentes del tensor de curvatura de
Riemann es el tensor de curvatura intrinseca o tensor de
Weyl. Esta componente describe la curvatura que no es
conformalmente plana. Es decir, la curvatura que no
necesita un factor conforme para reproducirse a partir de
una métrica plana de Minkowski. Una herramienta
bastante 1til para describir al mismo tensor en
componentes, es la notacion espinorial. Usando espinores,
la curvatura descrita por el tensor de Weyl C, ,se

abe
describe en términos de sus contrapartes espinoriales

C ,scp Y su complejo conjugado C.... es[3]

ABCD

c

ared = Casco €15 €cp + Copep €an € (M
Donde el espinor métrico y el espinor de Weyl estan dados

por
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0 1
ap = (_1 OJ’ (2)
1 2 3 4
Cupcp =V aVBYcVp)- (3)

Aqui cada factor del miembro derecho de la ecuacion (3)
representa un espinor bidimensional, en un espacio
espinorial de campo complejo y con producto interno
antisimétrico [3].

Por otro lado, el conjunto de curvaturas espinoriales
estan dadas por

V=2, 171917 =20, (4)
C? = 2C o k1P 1917 = 220y, (5)
= 20 ek KR 1C1° = 20,5, (6)
W = 2C o KKK = 220, (7)
C® =20 ep KK KCKD =20, (8)

La solucion tipo N es aquella cuya curvatura CV es la

L . . 4
tinica que es diferente de cero. Los espinores k4 y /” de
un espacio espinorial complejo 2-dimensional que

denotamos comoS “, y sus correspondientes complejos
. —A —A . L .
conjugados k£~ y [~ del espacio espinorial complejo

conjugado al primero y que denotamos por S 4, se derivan
a partir de un marco movil de Cartan [8], cuyos
componentes son 1-formas diferenciales con producto
interno definido, a este marco moévil de 4 elementos lo
conocemos como tétrada. Si el producto interno de una de
estas componentes consigo misma es cero, entonces
decimos que la tétrada es nula. Revisamos estos puntos en
el siguiente parrafo.

Dada una tétrada de Minkowski [3] para un marco
movil de Cartan [8]

21 1, 2 2, 3 3, 4 4
ds" =e 'Qe 'te 'Qe 'te '®e '—e '®e '. (9)
s s s s

Existe un procedimiento para encontrar una tétrada nula,
que dentro del formalismo de Plebanski [11, 12] se escribe
como

e1 *i(el '+e2 ") e2 *L(el '—e2 ")
V2 ’ V2 ’

(10)
e3 :L(eS '+ e4 ") e4 =L(e3 '—e4 ")
2 ’ 2 '

La métrica (9) ahora toma la forma [11]
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an

ds® = 2¢' ®e” +2¢° ®e”.
S S

Donde se ha usado el desarrollo del cuadrado del elemento
de linea del espacio tiempo [11]. Este cuadrado de
elemento de linea queda especificado en el espacio de

producto tensorial A'®A' dado por
N

2 a' b a b
s =g . e (?)e =g e (;be . (12)
Y las métricas locales de tétradade Minkowski g,y de

tétrada nula de Plebafiski, g, se pueden escribir cada una

como

100 0
010 0

= , 13

€10 0 1 0 (13)
000 -1
0100
1000

- , 14

8 1o 0 0 1 (14)
0010

También las relaciones de la tétrada nula [11] pueden
reescribirse en forma de producto matricial como

e =L e, (15)
y entonces, la matriz Laa, queda definida como
1 i 0 0
- (1) N ? 0 (16)
0 1 -1

Dada ahora esta tétrada nula, es facil escribir la relacion

. . A A
que guarda con los espacios espinoriales S © y S © como

1.a A—A4

amn

III. LOS GAUGES DE LA TETRADA NULA

Existen dos tipos de Gauge que conviene aplicar a la
tétrada nula definida por (10), y son denotados por las
letras griegas o y y, donde o esta definida en términos

de otros dos pardmetros que son reales, segun la relacion
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o=w+ip. (18)
El gauge o esta definido por la siguiente transformacion
de la tétrada nula

(19)

Mientras que el gauge » tiene la siguiente transformacion

1, 1. _3 2, 2 33, 3
e'=e +7e, e '=e +ye, e '=e,

(20)
4, 4 1 _2 _3
e '=e —ye —ye —yye.

Por otro lado podemos mencionar la definiciéon de las
formas de conexion I' , se definen como

— c ,d
Ly =€, €, dx . 21)

Ahora bien, bajo los gauges o y y la componente e de
la tétrada nula y la conexion T, , siendo la transformacion

de esta cantidad

4 o 4 o

Lyp—oTyHy— ‘T e e’ e (22)

42>

Como podemos observar estas dos magnitudes casi no
sufren cambo bajo estos dos gauges, por lo que conviene
establecer una clasificacion de soluciones tipo N bajo el
comportamiento de estas dos cantidades y algunas de sus
expresiones construidas a partir del calculo exterior. Asi
clasificamos a las soluciones bajo tres casos principales,
que son los siguientes

CasoI: r,, =0, L, ATy, =0,
Caso II: F42 ?50, F42 /\f42:0, (23)
Casolll. T, #0, T, AT, =0.

El caso I es mas o menos trivial, mientras los otros dos
casos se subdividen en subcasos, que son los que siguen

Subcaso IIS: e3 ALy, =0,

Subcaso IIG: AT 470,

_ 24)
Subcaso Ilg: € AT 4o AT 4,=0,

Subcaso III 5 : e AT ATy #0.

Ahora, para una solucién tipo N de un polvo césmico sin
presion y con densidad de materia p las ecuaciones
tensoriales de Einstein se escriben
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G, =—PK,K,. (25)
Con las Segundas Ecuaciones de Estructura de Cartan
dadas por

dTy + T4y AT, +T4,) =0, (26)
d(Ty +T34)+ 2045 ATy, =0, 27
13 1)1 2
dTy + (T, +Ty) ATy =5e AV 1 pe’). (28)

Cuando hacemos el producto exterior de la tercer ecuacion
con I'y, obtenemos

1
5F42 A A (C(l)e1 + pez) =0. 29)

Ya que el primer miembro de la tercer ecuacion en (26) es
cero porque

Py AdU3  + T Al +T34) Al =

T4y AdT31+(=1) AT 4 AT3=d (T4 AT )=

1

2d(d(Tyy +T3,)+ 20 5 ATy) =0.
En el Gltimo paso empleamos la diferencial exterior de la
ecuacion de estructura (27), razon por la cual a (29) se le
conoce como la identidad de Bianchi.

En el vacio, en ausencia de polvo césmico debemos de
tener p=0, y entonces (29) se simplifica a

%F42 ~ee acWe! 0. (30)
De esta relacion de Bianchi y del desarrollo en formas
diferenciales de T'4)
[ =T 1€ +T 4002 +T 57 +T g ue? 31
4271 4218+l g€+l yp3e7+1 ypge . (1)
tenemos
1 2 40 3 M1
5(F422e +T e )ne AC de' = 0. (32)

Donde hemos usado la antisimetria del producto exterior

De la independencia lineal de los productos externos

e?ne’ ne! , Yy e*renel.

Y la identidad de Bianchi (32) obtenemos
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1)
[y C =0,

M
T, C" =0

Y como estamos estudiando las soluciones tipo N debemos
de tener

c® »o.

Por lo tanto
Ly =0, (33)
[y, =0. (34)

La 1ultima relacion indica que una solucion tipo N en el
vacio no tiene tensién transversal en sus lineas de
congruencias nulas, pues es I',,, el coeficiente espinorial

que mide esta caracteristica Optica-geométrica de las lineas
de integracion nulas de una posible solucion a las
ecuaciones de estructura de Cartan.

Por otro lado, las Primeras Ecuaciones de Estructura de
Cartan se dan por

de' =—e’ AT, —e' AT, (35)

de* = de', (36)
de’ =e' AT, +e> AT, (37)
de' =e' AT, +e’ AT,,. (38)

En la siguiente seccion mostramos el desarrollo de estas
ecuaciones para el caso I1I

IV. CASO III

Este caso se caracteriza por la relacion de producto externo
siguiente

I, AT, #0. (39)

Ahora, se puede demostrar que bajo los gauges oy y
existen variables ¢ y Y tales que

T, =-dY, dYAdY =0,
(40)

T, +T,, =0, Ty =-udy.

Con estas identidades las Segundas Ecuaciones de
Estructura de Cartan quedan escritas en forma
simplificadas como

dY ndu=3€ An(CV + pe*) = 0. 41)
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A vpartir del auxilio de las primeras ecuaciones de

estructura para este caso

de' = e’ ndY +e* AdY, (42)
de* =de', (43)

de’ =—e' AdY —e* AdY, (44)
de' = —pe' AdY —1ie* AdY. (45)

Usando estas ecuaciones podemos entonces deducir la
forma que tendran las componentes de la tétrada nula

e =dz+vdY+hdY, € =F¢,

X _ _  (46)
€ =du—zdY-zdY, e =dv—pdY-pdY.

Donde aqui se han usado las siguientes variables reales y
complejas

uveR, z,h peC. 47)

Las variables /# y p tiene las siguientes restricciones
dh=ue* +qdY +pdY, u,q,pckR, (48)
dp = pe' +mdY +ndY, neC. (49)

Existe una cantidad optica muy importante que por la
propiedad de peeling deberia no anularse para una solucion
tipo N que deberia representar un campo de radiacion
gravitacional. La cantidad se llama twist por la razén de
que describe la propiedad local de un giro intrinseco que
tienen ciertas lineas de congruencia nula. Estas lineas de
congruencia son generadas por la tercer componente de la
tétrada nula e’. En el mismo lenguaje de las formas
diferenciales el twist se representa por el producto exterior
entre esas componentes y su diferencial exterior, esto es

T=e rde’. (50)

Y el caso para el cual este producto exterior de formas
diferenciales es diferente de cero corresponde al caso III;,

donde es posible suponer que se cumple la condicion de
producto externo

dunl AT, #0. (618)
Que corresponde a la condicion del caso 11T
3 —
e ALy, AL, #0. (52)
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Misma que se puede demostrar [14, 15] que corresponde a
la siguiente forma de e’

e = du—zdY - zdY. (53)

Aqui u,Y,Y son coordenadas independientes de la solucion
y z=z(u,Y,Y), es funcion de estas coordenadas ademas
se tiene a la funcién s =h(u,Y,Y), de las mismas tres
coordenadas, cuya relaciéon con z esta dada por

st (54)

En este caso, se toman las conexiones

T, =-dY, Ty =—hdY, T,,=0, Ty =0. (55)

Y la siguiente forma de las demas componentes de la
tétrada nula de Plebanski

2 1

e1=dz+de+171d§7, e =€, (56)

' = dv—(zh, +h )dY - (Zh, +hy)dY. (57)
La tinica componente de curvatura intrinseca de Weyl que
sobrevive y gracias a la cual esta tétrada nula con sus
funciones métricas (aun sin determinar)zs describe una
soluciéon tipo N [13, 15], la curvatura estd dada por la
expresion siguiente

Cc" =-2h, (7, +Z; +V) A, (58)

—p2
A= |zuE+zy +v|2 —|zuz+z17 +h| . (59)

Como la unica curvatura es proporcional a #,. La

condicion que debe de satisfacer la funcion métrica » es
que su segunda derivada con respecto ax sea diferente de
cero

h, #0.

(60)
De esta forma se asegura que una solucion dada para #
corresponda al tipo de Petrov N para la métrica generada
por la tétrada nula.

IV. CONCLUSIONES

Las formas diferenciales son una fuerte arma dentro de las
expresiones que nos sirven para describir con detalle las
caracteristicas locales que debe de tener un campo
gravitacional tipo N, asi mismo funcionan como la
herramienta de calculo gracias a la cual es posible derivar
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identidades diferenciales que han de cumplir cada funcién
métrica de una solucion tipo N. En este trabajo se presentd
un breve esbozo de las ecuaciones de Estructura de Cartan
para este tipo de espacios de Einstein, y se mostraron
algunos resultados de las propiedades diferenciales que
deben de tener las funciones métricas respectivas de la
solucién. Esto nos permite estudiar las caracteristicas
geométricas y fisicas mas sobresalientes de las soluciones
exactas y asimismo posibilitar su respectivo calculo.
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