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Resumen

La estabilidad del Sistema Solar ha sido objeto de amplios estudios por los mas grandes fisicos y matematicos de todos
los tiempos. Lagrange y Laplace iniciaron los primeros andlisis rigurosos en los siglos XVI111-XIX, y a ellos siguieron
otros gigantes como Poincaré o Euler y, mas recientemente, Kolmogorov, Arnold, Moser, Laskar, etc. La pregunta en
su sentido clasico: ¢Es estable el Sistema Solar? se refiere a si los planetas colisionaran entre si o, por el contrario,
algunos de ellos escaparan al infinito. Aunque la respuesta sigue sin estar definitivamente cerrada, en este articulo se
revisara una aportacion poco conocida a este campo de estudio como es la de Jacobi en 1842, quien abord6 la cuestion
a través del concepto del momento de inercia de un sistema de masas puntuales. Nosotros analizamos y comentamos el
estudio de Jacobi y lo generalizaremos a R™, relacionandolo ademas con otro articulo de Ehrenfest de 1920,
concluyendo finalmente que el Sistema Solar s6lo puede ser estable en R3.

Palabras clave: Estabilidad del Sistema Solar, Jacobi, Momento de Inercia., Problema de los N Cuerpos.

Abstract
The stability of the Solar System has been object of research by the most important physicists and mathematicians of all
times. Lagrange and Laplace began the first rigorous analysis in the 18™ and 19™ centuries, and others followed such as
Poincaré or Euler and, more recently, Kolmogorov, Arnold, Moser, Laskar, etc. The question in its classic sense: Is the
Solar System Stable? refers to if planets will collide with each other or, on the contrary, some of them will escape to
infinity. Although the answer is still not completely solved, in this analysis it will be revised a little-known contribution
to this field of study such as the contribution of Jacobi in 1842, who dealt with the issue through the concept of moment
of inertia of a system of mass points. We analyze and comment Jacobi's study and it will be generalized to R™, being

also related to other article of Ehrenfest in 1920 to conclude that the Solar System can only be stable in R3.

Keywords: Stability of the Solar System, Jacobi, Moment of Inertia, N-Body Problem.
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I. INTRODUCCION

;Sera estable el Sistema Solar por toda la eternidad? ;O
estara condenado a desaparecer mediante colisiones internas
y planetas que se escapan? Esta pregunta representa uno de
los problemas de la fisica clasica de mayor envergadura.

Es conocido, sin embargo, que en los cursos de
Bachillerato de la mayoria de sistemas educativos y textos
empleados en el aula, el campo gravitatorio aplicado al
Sistema Solar se imparte y aplica a un sistema de dos
cuerpos. Generalmente, se enuncian las Leyes de Kepler y la
Ley de Gravitacion newtoniana para, a continuacion,
aplicarlas a las orbitas circulares o elipticas de un sistema
Sol-planeta o planeta-satélite, sin mostrar indicios de la
verdadera dificultad histérica del problema. En este articulo
pretendemos realizar una introduccion que sintetice el
recorrido de la cuestiébn y como Jacobi presentaba el
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problema a sus alumnos bajo su propio analisis, el cual
actualizaremos.

Desde que Isaac Newton dio sentido a los movimientos
celestes y puso orden en el Universo conocido, la Ley de
Gravitacion Universal funciona a la perfeccién si s6lo
suponemos el Sol y un planeta orbitando a este. Sin embargo
la situacion se complica si tenemos en cuenta las
interacciones mutuas de los planetas (problema de los tres y
los n cuerpos), algo de lo que Newton ya se percato. Laplace
[1] fue el primer cientifico que parecié acotar las
perturbaciones orbitales de Jipiter y Saturno y otros cuerpos
del Sistema Solar, demostrando que estas eran periddicas y
no acumulativas, como creia Newton. Tras Laplace, el
problema de los n cuerpos y su relacién con la estabilidad
planetaria cobré popularidad, ya que lo atacaron
matematicos como Lagrange o Euler. La basqueda de una
solucién analitica a las ecuaciones diferenciales de los
movimientos orbitales comenzaba a ser uno de problemas
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mas importante de la fisica y las matematicas a finales del
siglo XIX, hasta que en 1885 Poincaré se presentd al
concurso matematico del Rey Oscar Il de Suecia con la
intencién de resolver el problema. Poincaré encontré los
primeros indicios de caos en un sistema [2] y, en cuanto a
las constantes de integracién necesarias para encontrar una
solucién analitica al sistema de ecuaciones diferenciales,
enuncio el siguiente teorema

No existe ninguna otra constante de movimiento

gue reduzca la dimension del sistema

Este teorema resultd ser determinante, ya que para integrar
el sistema hamiltoniano se conocian diez constantes, pero
eran necesarias otras ocho para integrar un sistema de tres
cuerpos (Sol-Tierra-Luna), con lo que Poincaré demostrd
que el hamiltoniano correspondiente al Sistema Solar no era
integrable, es decir, no se encontraria solucién analitica.

Tras este golpe al problema, se hicieron necesarios
métodos mas sofisticados (hablando de métodos analiticos)
para estudiar la estabilidad de nuestro sistema planetario,
siendo el resultado mas importante en relacion con el
problema el conocido como Teorema KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser) a mediados del siglo XX [3, 4, 5]. Este
teorema viene a decir (hablando coloquialmente) que los
sistemas ligeramente perturbados que se pueden representar
como un hamiltoniano préximo a integrable tienden a ser
estables. Supuestamente, el Sistema Solar forma parte de
este tipo de sistemas, aunque el parametro de perturbacion al
hamiltoniano integrable no estd cuantificado en el Teorema
KAM. Asi, los estudios posteriores se han centrado
principalmente en métodos numéricos y computacionales
[6]. El problema sigue abierto.

Los autores que hemos nombrado son algunos de los
mas estudiados en lo que se refiere a la pregunta ya citada
¢Es estable el Sistema Solar?, pregunta en torno a la cual
gira un interesante resumen en [7]. Sin embargo, existe un
analisis muy poco referido sobre la cuestion original, dicho
estudio es de Jacobi y lo expuso en sus clases del semestre
de invierno del curso 1842-1843 en la Universidad de
Konigsberg. Estas lecciones se encuentran publicadas [8], y
nosotros analizaremos y ampliaremos la Lectura 4,
Principio de Conservacion de la “Vis Viva” que es
relacionada con nuestro problema. En ella Jacobi
profundizaba en el teorema de las fuerzas vivas y su relacion
con el potencial. En los casos en que dicho andlisis se pueda
matizar o actualizar hemos afiadido un superindice que
explicaremos en el apartado 111.

I1. ANALISIS DE JACOBI

El estudio de Jacobi comienza tomando el potencial como
una funcién homogénea de grado k y aplicando el teorema
de Euler sobre dichas funciones se obtiene una ecuacion
diferencial de segundo orden que, considerando las masas
planetarias como puntuales, representa la segunda derivada
del momento de inercia respecto al tiempo. A partir de dicha
expresién, Jacobi realiza un andlisis de las soluciones segun
los rangos de los parametros y tomando la funcién potencial
como el potencial gravitatorio con signo positivo. Nosotros,
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reproduciremos y comentaremos parte de dicho capitulo, ya
que nos centraremos principalmente en las referencias a la
estabilidad del Sistema Solar con el objeto de no dispersar la
atencién con largos desarrollos analiticos validos también
para otros sistemas dinamicos.

Jacobi, tras integrar ecuaciones de movimiento para un
sistema dindmico general bajo un potencial U obtiene;

o) + (3 + (@)} a
YA \PT: dt ac) |~ -
Siendo h una constante de integracion, m; las masas, y en
donde se considera el movimiento de estas en los tres ejes
cartesianos.

Sustituyendo las velocidades en los ejes por la velocidad
total a lo largo de la trayectoria correspondiente;

1 2
EZmivi ~U+h @)

Lo que adquiere la forma del teorema de la vis viva. En
palabras de Jacobi: “la mitad de la vis viva de un sistema es
igual a la funcién-fuerza mas una constante”. La mayor
importancia del teorema reside en que “si un sistema se
mueve de una posicién a otra, entonces la diferencia de la
vis viva del sistema entre el inicio y el final es igual a la
diferencia entre los valores de la funcién fuerza en esos
instantes”. Hacemos notar que la constante h desaparece de
dicho enunciado ya que al restar el miembro de la derecha
de la ecuacion en dos instantes diferentes, dicha constante
queda eliminada tras dicha resta. Esta mitad de la diferencia
entre los valores iniciales y finales de dicha suma es la
medida del trabajo del sistema.

Continuando con las secciones del estudio que nos
interesan, Jacobi aplica el teorema de Euler para funciones
homogéneas (aungue no lo menciona explicitamente);

Z( 6U+ 6U+ au)_ku 3

Bajo la simbologia adecuada basada en los movimientos de
las masas a lo largo del tiempo y afiadiendo la ecuacion de
la que hemos partido, multiplicada por 2, Jacobi llega a la
expresion:
2 2

TQMT) ok 4 ayU + 4k, 4)
dt?
En donde hemos de tener en cuenta que las distancias ri no
se producen desde el origen, sino que debemos
transformarlas en las distancias entre los puntos y la
distancia del centro de gravedad desde el origen. Asi, tras
varios calculos, se puede llegar a la expresion pretendida
para nuestro analisis;

d*(X m;p?)

= @k + U+ 4k (5)
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Siendo pi los vectores radiales trazados desde el centro de
gravedad y h” una nueva cantidad surgida de los desarrollos
no explicitados.

Segun el mismo Jacobi comenta, el Sistema Solar representa
un ejemplo de este tipo de movimientos de cuerpos en torno
a un centro de gravedad, aunque como en la época no habia
datos sobre el movimiento del centro de gravedad del
Sistema Solar, Jacobi explica que s6lo se puede determinar
el movimiento relativo del sistema alrededor de dicho
centro. Si sefiala que si se conociera el movimiento del
centro de gravedad, se podria obtener el movimiento
absoluto del sistema como una simple suma de dos
movimientos®.

Antes de comenzar con el andlisis de las soluciones de la
ecuacion anterior, Jacobi hace una consideracion digna de
sefialar, y es suponer gue la atraccién gravitatoria fuera de
exponente cubico en lugar de cuadratico. En este caso
particular tendriamos k = —2, con lo que sustituyéndolo en
la expresion genérica anterior y llamando R al momento de
inercia del sistema;

@R =4k’ 6
Pero en tal caso el Sistema Solar se desligaria, ya que una
doble integracidn ofrece:

R=2nt>+Rt+h". 7)

Con lo que R tiende a infinito al incrementarse el tiempo,
por tanto, al menos un cuerpo del Sistema Solar deberia
desplazarse hacia una distancia infinita del centro de
gravedad. Vemos, ya en 1842, una primera demostracién de
un caso en que el Sistema Solar no seria estable®® en cuanto
al sentido clasico de la pregunta, es decir, si hay colapso o
escape cuerpos del sistema planetario.

Volviendo a nuestro Sistema Solar con la ley de
gravitacion de exponente cuadratico, k = —1, se obtiene;

d*(X myp? ,

12 =2U +4h. (8)
Tomando U = Y, m;m; /r;; (hacemos notar que Jacobi tomé
la funcion U como el potencial gravitatorio total cambiado
de signo, sin embargo, para ser fieles al texto historico,
mantendremos la notacién del autor).

En este caso, la constante h” deberia ser negativa para
que el Sistema Solar sea estable, ya que la funcién U, si
consideramos solo fuerzas atractivas, es una cantidad
positiva. Jacobi hace aqui una referencia a Bessel, ya que
este formuld la hipdtesis de que el Sol ejerce una fuerza
repulsiva en contra de los cometas, relacionandose esta con
observaciones de colas de cometas rechazadas por el Sol®).
Al no estar confirmada la hipétesis, la desprecié en sus
consideraciones. Asumiendo esto, obtiene:

d’R )
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Integrando entre O y t;

R _r ’—ft(2U+4h')dt
" ), '

(10)
En donde R, es el valor de dR/dt ent = 0.

Si o denota como el valor mas pequefio de U entre
dichos limites;

dR
I Ry > (2Qa + 4h)t. (1D
Una segunda integracion entre 0 y t ofrece:
R—Ry— Ryt > (a+2Rh)t2 (12)
O lo que es lo mismo:
R >Ry + Ryt + (a+ 2h")t2 (13)

En donde R, es el valor de Rent =0 y a, al igual que U,
es una cantidad positiva.

Si 2h” fuera positivo, también lo seria a+2hk", en cuyo
caso R tenderia al infinito con el incremento del tiempo, con
lo que el Sistema Solar no seria estable. Concluimos asi que
2h’debe ser negativo. Sin embargo, este valor numérico no
debe ser mas grande que el mayor valor de U entre 0 y t, ya
que de si no fuera asi todos los elementos de la integral

2[(U + 20, (14)
serfan negativos, con lo que se podria establecer:

dR Ry < —2Bt 15

=~ Ro < ~2pt. (15)

En donde g es una cantidad positiva, concretamente el valor
numeérico mas pequefio de U+2h’entre 0 y t. Integrando;

R <Ry, + Ryt — Bt (20)
En este caso, al incrementarse t, R se aproxima a menos
infinito, lo que es absurdo ya que R representa la suma de
cuadrados y, por tanto, es una cantidad positiva.

Se pueden combinar todas las consideraciones anteriores
en la afirmacion de que, entre dichos limites de integracion,
U+2h" no puede tener valores estrictamente positivos ni
estrictamente negativos, suponiendo la estabilidad del
Sistema Solar. U+2h"debe oscilar hacia adelante y atrés
entre valores positivos y negativos, lo que quiere decir que
U debe oscilar entre -2h”. Sin embargo, estas variaciones de
U deben estar comprendidas entre limites finitos definidos,
ya que si suponemos que U se convierte en una cantidad
infinita, como U = Y, m;m; /r;;, esto s6lo puede ocurrir si
dos cuerpos estan infinitamente cerca. Entonces su atraccion
llegaria a ser infinitamente grande, no siendo capaz de
separarse, asi que desde ese instante en una riy=0 definida, y
por tanto, U = oo, si uno integra mas alla de ese tiempo,
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[f(U +2h")dt? (y con ello R) toma valores positivos
infinitamente grandes, cualquiera que sea el valor de h™®,
Por tanto, para compensar esto, otros cuerpos del Sistema
Solar deberian estar infinitamente lejanos, con lo que la
estabilidad del sistema se perderia®. U debe entonces
oscilar alrededor de -2h’entre dos limites definidos. Para el
movimiento eliptico U=1/r, -2h"=1/a, (cancelando términos
constantes comunes a ambas cantidades), con lo que r debe
oscilar alrededor de a, que de hecho es el caso; la expansion
de 1/r en términos de la anomalia media debe contener el
término constante 1/a, que es lo que sucede en realidad. Para
la atraccion mutua de dos cuerpos los valores negativos de
h" dan el movimiento eliptico, h"=0 corresponde al
movimiento parabdlico y valores positivos de h” al
movimiento hiperbdlico, lo que esta de acuerdo con nuestros
resultados.

El teorema de que U oscila alrededor de -2h" 6

U+2h"alrededor de 0 se puede expresar como que
2U+2h’oscila alrededor de U, lo que esta de acuerdo con la
ecuacion de la “vis viva” pero con la constante h en lugar de
h” y movimiento relativo a un centro de gravedad. Asi que el
valor de la “vis viva” debe oscilar alrededor del valor de la
funcion-fuerza. Si todas las distancias del sistema llegan a
ser muy grandes, entonces la funcion-fuerza llegara a ser
muy pequefia, y también la “vis viva”, lo que concuerda con
el respondiente teorema. Por tanto, las velocidades también
llegaran a ser muy pequefias, es decir, cuanto mas aumentan
las distancias, mas pequefias llegan a ser las velocidades. La
estabilidad reside en ello. Consideraciones similares
(continua Jacobi) se encuentran en el ndcleo de las
investigaciones de Laplace, Lagrange y Poisson sobre la
estabilidad del sistema planetario. Tenemos el teorema:
Si suponemos variables los elementos de una oOrbita
planetaria y expandimos el eje mayor en términos del
tiempo, ello se traduce Unicamente como argumento de
funciones periddicas, sin término proporcional al tiempo.

Este teorema fue probado por primera vez por Laplace
solo para pequefias excentricidades y la primera potencia de
las series. Lagrange lo amplié a excentricidades arbitrarias
[9] y Poisson [10] finalmente demostré que también se
mantiene cuando se tiene en cuenta la segunda potencia de
las series. Con la consideracion de la tercera potencia de las
series t queda fuera de las funciones periodicas, pero aun
multiplica a estas. Si tomamos la cuarta potencia, entonces t
aparece incluso sin multiplicar a funciones periédicas. El
resultado para la tercera potencia ain ofrece oscilaciones
alrededor de un valor medio, pero infinitamente grande para
t = oo, En el caso de la cuarta potencia dichas oscilaciones
no se producen en absoluto. Se llega a similares resultados
para pequefias oscilaciones; al considerar potencias mas
altas de los desplazamientos se llega al resultado de que un
pequefio impulso siempre conduce, con el incremento del
tiempo, a grandes oscilaciones.

Sin embargo, como el mismo Jacobi concluye al final
del capitulo 4 de las Lecturas sobre Dinamica, todos los
resultados anteriores no demuestran nada; si se desprecian
las potencias mas altas de los desplazamientos, uno supone
que el tiempo es pequeiio, con lo que no puede inferir
conclusién alguna para grandes valores de t. Por tanto, se
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podria concluir erréneamente, contando con algunas
potencias més altas, que el Sistema Solar es inestable.

Como ya hemos visto, segln los analisis de Jacobi, la
predictibilidad a largo plazo y, por tanto, la precision en el
conocimiento de estabilidad del Sistema Solar, dependia de
los desarrollos en serie que emanaban de las ecuaciones de
Kepler y la mecanica newtoniana, series cuya convergencia
no estaba demostrada.

I11. COMENTARIOS AL ANALISIS DE JACOBI

1. Segun el Principio de Relatividad de Galileo el
movimiento absoluto no se puede determinar por un
experimento mecanico. Newton creia que el Gnico sistema
de referencia privilegiado es el propio espacio, al que
clasificaba como absoluto y divino, al igual que el tiempo.
Con la llegada de las Teorias de la Relatividad de Einstein
de 1905 y 1915, se comprobd que el movimiento absoluto
no existe, ya que ni el espacio ni el tiempo en si mismos son
magnitudes absolutas puesto que dependen de las
velocidades y masas de los cuerpos, no habiendo, por tanto,
marcos de referencia privilegiados.

2. En realidad, observamos que si la Unica constante distinta
de cero fuera h”"", el momento de inercia R seria constante y
la estabilidad seria posible para 6rbitas circulares (algo que
esta de acuerdo con una de las soluciones de la ecuacion de
Binet del oscilador armonico para una fuerza de exponente
clbico, como podemos comprobar en [11]).

3. Actualmente sabemos que los cometas tienen dos tipos de
colas principalmente, una formada por polvo y otra por gas.
Las cola de gas es menos pesada que la de polvo y una
fuerza relativamente pequefia puede superar la inercia
orbital del cometa que la arrastra, por tanto, la misteriosa
fuerza repulsiva a la que se referia Bessel era en realidad el
viento solar (particulas y radiacién emitida por el Sol) que
interaccionan con las particulas del gas y las ionizan y
desvian de la trayectoria del cometa [12].

4. Debemos observar que la atraccion infinita para dos
cuerpos infinitamente cerca, que analiza Jacobi, ocurre
porque ha supuesto las masas como particulas puntuales. La
aproximacion de tomar los planetas como masas puntuales
se puede considerar correcta si podemos despreciar su
tamafio con respecto a las distancias que les separan, algo
que no podemos hacer si las distancias son comparables o
mas pequefias que los radios de los cuerpos. En realidad, si
dos planetas se acercan hasta el limite de colisionar,r; # 0,
ya que la distancia entre dos cuerpos no puntuales se define
como la que existe entre sus centros de gravedad, con lo que
r; = R; + Ry , siendo los sumandos los radios de los
planetas. Vemos asi que la atraccion no seria infinita, por lo
que si podrian separarse.

5. Observamos como consecuencia de ello que la deduccién
que hace Jacobi sobre el hecho de que para compensar la
atraccion infinita, otros cuerpos deben alejarse hasta el
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infinito para mantener la estabilidad del Sistema Solar,
tampoco es correcta, ya que las colisiones binarias si que
pueden darse por los motivos expuestos en la primera parte
de la argumentacién.

IV. GENERALIZACION A R®

Estos analisis jacobianos nos hacen preguntarnos de forma
natural:
¢ Qué ocurriria para atracciones
gravitatorias con otros exponentes?

Entendiendo la ley newtoniana de la gravedad como un
campo que se dispersa en el espacio euclideo tridimensional,
parece logico que siga la ley inversa del cuadrado en la
disminucion de su intensidad (valida para campos centrales
y fendmenos ondulatorios como luz y sonido). En cuanto al
campo gravitatorio, que es el que nos ocupa, la
generalizacion n-dimensional seria;
Sea U(r) un campo central generado por una masa
puntual que satisface la Ecuacion de Laplace
V2U(r) = 0. (21)
Asi, para grandes distancias a la fuente (asegurandonos de
que el tamafio de la masa generadora del campo no influye
en las ecuaciones y, por tanto, se pueda considerar como
puntual);

16(26U)+ 1 6( 6U)+
rzor\" or r2seng dg seng dp
+ ! o°U =0 22
r2sen?p 002 (22)
escrita en coordenadas esféricas.
Dada la simetria esférica del problema anulamos las
dependencias angulares, y generalizando el exponente a un
espacio euclideo n-dimensional;

1 a(n_lau)_o 23
mior " ar )T (23)
S (24)

or ’

siendo C una constante de integracion. Asi, integrando
(excepto paran — 1 = 1, es decir, paran = 2);

(25)

En donde la nueva constante debe ser " = 0 ya que a una
distancia infinita el potencial debe despreciarse (salvo para
n = 1, caso en que el potencial no decrece con la distancia).
Obtenemos por tanto:

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 7, No. 2, June 2013

213

(26)

Para mostrar una coherencia con la notacién de Jacobi, para
el caso tridimensional n=3;

U=-=, 27)

C
T
Ilamando a la constante C como el producto de las masas, y
extendiendo el potencial a la totalidad de planetas del
Sistema Solar U =Y m;m;/r;y que es la funcion que
Jacobi utilizé en sus desarrollos ya expuestos en este
trabajo. Volviendo al caso n-dimensional para i cuerpos, la
expresion final seria:

m;m;

n-2 °
Ty

U=

(28)

Siendo esta la funcién a emplear en el método de Jacobi. Sin
embargo, debemos tener en cuenta un matiz, y es que en los
desarrollos de Lecciones sobre Dinamica de 1842 se supone
la funcion U homogénea, algo que no tiene porqué
cumplirse para todos los exponentes. Recordamos la
definicién de funcién homogénea:
Sea:f:C c R" -» R/si (x1,%3,..,X,) EC =

(axy, axy, ..., ax,) € C,con a > 0; Se dice que
f (x4, x5, ...,x,) €S una funcion homogénea de grado k si
V a > 0 se cumple que:

flaxy, axy, ..., ax,) = a*f(xy, Xy, .., Xp).

Analizando si la funcion U en un espacio R™es homogénea
de grado k;

U( ) mym; m;m;
ar../ = _— _—8V
i (arii’)n_z an—zrﬁ,n—z
m;m;
=q?™" % =a’"U(ry), (28)

it

siendo el grado de la funcién homogénea k = 2 —n. Se
puede corroborar que en un espacion = 3, k = —1, yen un
espacio n =4, k = —2, lo que corresponde a los valores
que Jacobi analiza. Generalizando la expresion de este en
funcidn del nimero de dimensiones;

st
% =Q2Q2-n+HU+4.  (29)
Es decir:
P mp?
% — (820U +4h.  (29)

Comprobando de nuevo que para n =4, obtenemos la
expresién del momento de inercia R de Jacobi;
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R=2nt>+h"t+h"". 30)
Si pretendemos aplicar el método jacobiano a espacios de
dimensiones diferentes a n = 3,4, podemos separarlos en
dos grupos, n < 3yn > 4.

Para n < 3 incluimos, I6gicamente, sélo dos posibles
casos, como son n =1y n = 2. Si sustituimos ambos
valores en la funcién potencial;

n=1;U=z

n = 2; la integral realizada antes para polinomios no
seria correcta, con lo que en este caso:

_ll +C = z mym;ry + C,, (31)

mim
iy

aU—C 32
"o T Y (32)

U= Z mym; In T + C,, (33)

Si obtenemos la fuerza de atraccion gravitatoria derivando el
potencial;

e n=1;, F=Ymmg,

mim;-

e n=2F=) (34)

P ’
Tii

en Ry R?, respectivamente.

Para n =1 el potencial U =) mym;r;y + C" es una
funcién homogénea solo en el caso C* = 0, en cuyo caso
serfa valida en la ecuacion de Jacobi del momento de
inercia. En caso de C” # 0;

— [oU ]
lei [a_JCl] = z mm;ty = Uu-=c. (35)
i=

Lo que se sustituiria en el desarrollo de Jacobi para llegar a
la expresion:

2 2
%: 2k + &)U + 4h" =

=2(U—-C)+4U +4h =6U + 4h" —2C". (36)
En cualquier caso, 4h” — 2C" se puede identificar con una
nueva constante de integracion h”". Haciendo un analisis
fisico de la situacién, vemos que la solucion para n =1
tiene sentido fisico, ya que en un espacio unidimensional, el
campo de fuerzas newtoniano no podria dispersarse, con lo
que la fuerza gravitatoria entre masas no debe depender de
la distancia, siendo, por tanto, constante, como hemos
obtenido. En este caso los cuerpos sélo podrian moverse en
R, con lo que no podrian orbitar para que la gravedad actde
como fuerza centripeta y evitar asi las colisiones. Ademas,
al ser la fuerza gravitatoria constante, por muy lejos que
estuvieran los cuerpos entre si, el campo no disminuiria, con
lo que no existiria distancia alguna bajo la cual pueda
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despreciarse la atraccion gravitatoria. Por todo ello, en este
caso los cuerpos terminarian colisionando entre si y el
Sistema Solar seria inestable.

Haciendo lo propio paran = 2, parece de sentido comudn
que el campo de fuerzas se disperse y siga una ley inversa
de la distancia. En cuanto a si este caso susceptible de ser
analizado con el método de Jacobi, es algo que se puede
comprobar estudiando si el potencial es una funcion
homogénea paran = 2;

Ulary) = z m;m; In(ary;)

= z mymylna + Z mymyInry; + C

- Z mmyIna + U(ry). (37)

Con lo que vemos que no se cumple la condicion general:

flax,, ax,, ..., ax,) = a*f(x;, x5, 0, %), (38)
Y, por tanto, U no es homogénea para n = 2, de forma que
no se podria aplicar en este caso el Teorema de Euler para
funciones homogéneas. Asi, los desarrollos del método de
Jacobi no se puede generalizar a R™, ya que vemos en R? no
se puede aplicar con estricta similitud. Sin embargo, con
algunas modificaciones, se puede realizar un analisis
equivalente. En efecto, aunque al potencial no se le puede
aplicar el Teorema de Euler:

> [2] =
; i axi B ’

i=1

(39)

ya que este no es homogéneo de grado k, si podemos hacer

el calculo nosotros al igual que para n=1. Asi,
obtendriamos:
m
ou
lei a—xl] =Zmiml~. (40)
=

Insertando esta diferencia en los desarrollos 4.2 y 4.4 de
Lecciones sobre Dinamica a los que ya hicimos referencia,
terminariamos obteniendo la ecuacion:

% = ZZ mymy +4(U +h). (41

Cuya similitud con la ecuacion de Jacobi;

d*(X m;p?)

= 2k +4)U + 41" = 2kU +4(U + k"), (42)

es evidente, ya que se ha sustituido la funcion kU por la
constante ) m;m;. Siguiendo ahora con un analisis analogo
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al jacobiano, e identificando
Y. m;m; = 28, tendriamos:

la constante positiva

2

R ;

it (43)

Integrando entre O y t;

dR t )
— Ry = f 4G+ U+h)dt.  (44)
dt .

En donde R, es el valor de dR/dt ent = 0.

Si a denota el valor méas pequefio de U entre dichos
limites;

dR i
—— Ry >4(6+a+ M)t

I (45)
Una segunda integracion entre 0 y t ofrece:
R—Ry—Ryt>2(§ +a+h)t: (46)
Es decir:
R>Ry+Ryt+2(§+a+h)t: (47)

En donde R, es el valor de Rent =0, y a una constante
que en este caso no tiene porqué ser positiva, ya que U =
YymymyInr; + C° puede tomar valores positivos Yy
negativos.

Vemos que si (6 +h") fuera una cantidad positiva
mayor que ||, R creceria indefinidamente con el tiempo,
con lo que el Sistema Solar seria inestable. Por otra parte, si
(6 + h") fuera una cantidad negativa mas grande que el
mayor valor de U en valor absoluto entre 0 y t, los
elementos de la integral:

t
4f (6+ U+ h)dt, (48)
0
serian negativos, con lo cual:
dR )
— — R, < —4pt. (49)

dt

En donde g es una cantidad positiva. Integrando de nuevo;

R <Ry + Ryt —2Bt2. (50)
En este caso, al incrementarse ¢,R se aproxima a menos
infinito, lo que es absurdo ya que R representa la suma de
cuadrados y, por tanto, es una cantidad positiva.

Asi, con todo lo anterior deducimos que § + U+ h" no
puede tener valores estrictamente positivos ni estrictamente
negativos, para que el Sistema Solar sea estable. § + U + h’
debe oscilar hacia adelante y atras entre valores positivos y
negativos, lo que quiere decir que U debe oscilar entre
—h" — §. Si asumimos la siguiente identificacion:
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U= z mm; Inry +C, (51)

oscila alrededor de
Yymmygina—>§. (52)
Encontramos asi la constante "= -8 =—-Yym;m; /2 Yy

que r debe oscilar alrededor de a. En cualquier caso, al igual
que Jacobi comenta sobre su propio método, este analisis no
ofrece soluciones para grandes valores de t. Como
curiosidad, simplificaremos el sistema a un problema de dos
Cuerpos en que uno orbita circularmente alrededor de otro.
En este caso, si quisiéramos calcular la velocidad orbital que
debe llevar un planeta para que, a una determinada
distancia, se mantenga estable en su Orbita, sélo debemos
considerar que la fuerza gravitatoria debe actuar también
como fuerza centripeta;

m;m;

= . (53)
Tiir Tiir

Independientemente de constantes de gravitacién y en donde
la expresion de la fuerza centripeta no cambia por el hecho
de que la trayectoria se produzca en un plano perteneciente a
R2. Despejando la velocidad:

v=Jm;.

Con lo cual, si el planeta viaja a esa velocidad, su érbita sera
estable independientemente de la distancia al Sol. En cuanto
a la ecuacion de Jacobi para estudiar la estabilidad del
Sistema Solar en funcion del momento de inercia, hemos
tratado de demostrar su validez y ampliacion a R™. Asi,
podemos enunciar la siguiente generalizacion tomando la
notacion R = d?R/dt?;

(54)

Teorema

Supongamos el Sistema Solar formado por imasas
puntuales y que el potencial gravitatorio total U del sistema
cumple el Principio de Superposicion en R™. Siendo R el
momento de inercia total del sistema planetario, la
correspondencia entre dichas magnitudes cumple la
siguiente relacién en funcion del nimero de dimensiones n
del espacio euclideo:

R=(8-2n)U + 4h'en R",Vn # 2
& C =0paran=1enR =6U + 4h"— 2C’,
R=4(+U+h),

Zmym;

en R?, siendo § = .

y h’, C’constantes de integracion.
(55)
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Por otra parte, hemos de decir que, para Einstein, la
gravedad nace de la curvatura en el espacio-tiempo
provocada por la masa, por tanto, para espacios de
dimensiones n <3 la gravedad no existiria, lo que
provocaria que los planetas no pudieran orbitar y el Sistema
Solar no estaria ligado [13]. En el caso de haber mas de tres
dimensiones espaciales, las orbitas se volverian inestables
[14] como por ejemplo para n = 4, ya estudiado por Jacobi.
Aunque algunas teorias de unificacion sugieren la
posibilidad de un Universo de 11 dimensiones (Teoria de
Supercuerdas), ello no debe suponer un problema para la
estabilidad del Sistema Solar, ya que de las 10 dimensiones
espaciales que propone la Teoria, 7 de ellas se suponen
“compactadas”. Por tanto, s6lo 3 de las 11 son
macroscopicas y espaciales.

Curiosamente, la Unica posibilidad de estabilidad del
Sistema Solar para Grbitas elipticas reside en R3.

V. CONCLUSIONES

Una de las partes mas controvertidas de la Fisica y las
Matematicas consiste en los problemas histéricos en los que
se parece avanzar, pero no se terminan de resolver
definitivamente. En este articulo hemos expuesto la poco
conocida contribucién de Jacobi a uno de ellos: ¢Es estable
el Sistema Solar? Generalizando dicho analisis y
ampliandolo con los estudios de Ehrenfest, la Teoria de la
Relatividad General y la Teoria de Supercuerdas, hemos
concluido que el Sistema Solar sdlo puede ser estable en R3.
Dicha conclusion, probablemente, sorprenderia al alumnado
de ensefianzas medias, acostumbrado a una presentacion
excesivamente simplista del problema. Pensamos asi que
este tipo de cuestiones abiertas de la Fisica deberian
impartirse a nivel divulgativo en Bachillerato, mostrando asi
al alumnado que los movimientos orbitales son mucho mas
complejos que la “simple” representacion kepleriana Sol-
Planeta usual. Creemos que incluso en Bachillerato se puede
presentar el problema en su verdadera dimension, aunque
sea a nivel tedrico e histdrico, de forma que el alumnado
perciba la complejidad de la Fisica cuando se reducen las
aproximaciones y se buscan soluciones exactas. Una forma
en que nosotros planteamos la situacion en las aulas es la de
establecer un paralelismo (coloquialmente hablando) entre
un sistema con n incAgnitas dentro de un nimero de
ecuaciones inferior a n (el alumnado debe saber que dicho
sistema no tiene solucién), y un sistema también irresoluble
de n ecuaciones de movimiento (aplicadas al Sistema Solar)
con un nimero de constantes fisicas (como la energia o
momento angular) también inferior a n. Con esta sencilla
comparacion matematica y una adecuada presentacion
histérica, promoviendo como complemento que los alumnos
se documenten sobre la estabilidad del Sistema Solar gracias
a busquedas en red, los estudiantes se acercan mas
facilmente a las profundidades de las leyes de la Mecanica
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Celeste, lo que quiz& despierte un interés mayor por el
estudio e investigacion de la Fisica en cursos posteriores.
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