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Resumen

En bachillerato y primeros cursos universitarios, el Sistema Solar se ensefia como ejemplo de la Ley de Gravitacion y del
determinismo newtoniano. Sin embargo, la estabilidad del Sistema Solar ha sido objeto de amplios estudios por los mas
grandes fisicos y matematicos de todos los tiempos. Lagrange y Laplace iniciaron los primeros analisis rigurosos en los
siglos XVI1I-XIX, y a ellos siguieron otros gigantes como Poincaré y, mas recientemente, Kolmogorov, Arnold, Moser,
Laskar, etc. La pregunta en su sentido clésico: ¢Es estable el Sistema Solar? se refiere a si los planetas colisionaran entre
si 0, por el contrario, algunos de ellos escaparan al infinito. En este articulo se analizarg el estado de la cuestién revisando
las fuentes originales de los autores y se propone que se incluya en el curriculum académico.
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Abstract
In high school and early college courses, the Solar System is taught as an example of the Law of Gravitation and Newtonian
determinism. However, the stability of the Solar System has been object of research by the most important physicists and
mathematicians of all times. Lagrange and Laplace began the first rigorous analysis in the 18" and 19" centuries, and others
followed such as Poincaré and, more recently, Kolmogorov, Arnold, Moser, Laskar, etc. The question in its classic sense:
Is the Solar System Stable? refers to if planets will collide with each other or, on the contrary, some of them will escape to

infinity. This article will analyze the state of the art reviewing the original sources of the authors.
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I. INTRODUCCION

Los esquemas y analisis sobre las orbitas planetarias del
Sistema Solar suelen adoptar un formato sencillo en la
ensefianza secundaria y primeros cursos universitarios, ya
que se basan en modelos de dos cuerpos en que uno de masa
m orbita en torno a otro de masa M>>m, pudiendo
considerarse asi en reposo al segundo de ellos. Sin embargo,
incluso en los complejos calculos de trayectorias suele
obviarse la tendencia natural del sistema dinamico a largo
plazo si tenemos en cuenta otras fuerzas gravitatorias, es
decir, realmente ¢ Es estable el Sistema Solar?

Esta pregunta surgié de forma natural tras los trabajos
sobre gravedad y drbitas planetarias de Kepler y Newton [1]
del siglo XVII, ya que en estos no se incluia la interaccion
que los planetas ejercian entre si. Estas interacciones
aumentaban la complejidad en el calculo de trayectorias, ya
gue se pasaba de un problema de dos cuerpos a un problema
de n cuerpos. Por tanto, el Sistema Solar, en caso de no ser
un sistema integrable, podria resultar caotico (término adn
no acufiado en aquellos afios). El sentido cléasico de la
pregunta se refiere a si los planetas colisionan entre si o
escaparan al infinito con el paso del tiempo, y como veremos
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en un recorrido de siglos, la respuesta, especialmente la
analitica, es de una extraordinaria complejidad historica.

Desde las primeras investigaciones al respecto de la mano
de Laplace en 1796 [2] hasta las modernas contribuciones
relacionadas con la expansion cosmoldgica [3, 4] y las
simulaciones de Laskar y otros [5, 6, 7, 8, 9] de 2009, han
sido muchos los grandes fisicos y mateméticos que han
tratado de resolver uno de los grandes retos de la fisica
clasica. Esta cuestion ha sido muy bien sefialada y eshozada
por algunos autores como Moser [10], Szebehely [11], o,
mas recientemente, Solé-Manrubia [12]

Il. KEPLER Y NEWTON: GERMEN DEL
PROBLEMA

Entre 1609 y 1618, apoyado en las observaciones del
astronomo Tycho Brahe, Johannes Kepler establecio un
modelo heliocéntrico sobre el movimiento de los planetas en
sus 6rbitas alrededor del Sol. Las tres leyes enunciadas por
Kepler se pueden resumir de la siguiente forma (entre
paréntesis escribimos parte de las palabras textuales de
Kepler del Libro Quinto, Las Armonias del Mundo:
http://iwww.lajpe.org



a) Ley de las Elipses

Los planetas describen oOrbitas elipticas en su
movimiento alrededor del Sol, estando este en uno de sus
focos (demostrado esta también por mi, al mismo tiempo, ser
eliptica la orbita del planeta, y estar el Sol, fuente del
movimiento, en el otro foco de esa elipse).

b) Ley de las areas
El vector posicion de cualquier planeta respecto del Sol barre
areas iguales de la elipse en tiempos iguales (a supuestos
tiempos iguales, pongamos un dia natural en ambos casos,
los correspondientes arcos diarios verdaderos de una érbita
excéntrica mantienen entre si proporcion).

c) Ley Armonica

Los cuadrados de los periodos T de revoluciéon son
proporcionales a los cubos de los semiejes mayores a de la
elipse, es decir, T?=k-a®. Siendo k una constante de
proporcionalidad (es cosa certisima y en todo exacta que la
proporcion que existe entre los tiempos periddicos de dos
planetas cualesquiera sea precisamente la proporcion
sesquidltera entre las distancias medias).

Las leyes de Kepler eran descriptivas, para la
fundamentacion hubo que esperar a lsaac Newton y sus
célebres Principia de 1687. En concreto, en la Seccién XI
(Del Movimiento de Cuerpos que tienden unos a otros con
Fuerzas Centripetas), Newton aborda con rigor el
movimiento de los cuerpos en relacién con las Leyes de
Kepler. Asi, en la Proposicion LXV, Teorema XXV, expone:

Teorema |

“Varios cuerpos, cuyas fuerzas decrecen como el
cuadrado de las distancias desde sus centros, pueden
moverse entre si en elipses, y describir mediante radios
trazados a los focos areas muy aproximadamente
proporcionales a los tiempos ”.

Seguidamente podemos leer un comentario que ya
contiene el germen del problema;

“Se ha demostrado en la proposicion anterior el caso en
el cual los movimientos ocurren exactamente en elipses.
Cuanto mas se aparte la ley de las fuerzas de la ley alli
propuesta, tanto mas perturbarén los cuerpos sus mutuos
movimientos; y tampoco es posible que los cuerpos, con
atraccion mutua segun la ley aqui supuesta, se muevan en
elipses exactas, salvo que mantengan entre si determinada
proporcion de distancias(...) pero los cuerpos pequerios
pueden disminuirse tanto que dicho desvio, con las
interacciones mutuas, sean menores que unas dadas y, por
tanto, hasta que las orbitas coincidan con elipses y las &reas
respondan a los tiempos sin mayor error que uno dado .

Asi, aunque el determinismo newtoniano se asentd
rapidamente a lo largo de toda Europa, fue el propio Newton
quien puso de manifiesto la imprecision de las trayectorias
elipticas keplerianas si se tenian en cuenta las perturbaciones
gravitatorias de otros planetas. En cualquier caso, el
cientifico inglés atribuia a una inteligencia divina el reajuste
de las Orbitas para que estas funcionaran eternamente como
un reloj.
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I1l. LAPLACE Y JACOBI: PRIMEROS ANALI-
SIS

La monumental obra newtoniana dejé alguna cuestion sin
resolver, como por ejemplo: ¢Por qué las érbitas de los dos
planetas mayores, JUpiter y Saturno, a veces se retrasan y
otras se adelantan respecto a sus predicciones tedricas?

Pierre  Simon de Laplace estudi6 esta aparente
inestabilidad planetaria y publicé sus conclusiones en
Exposition Du Systeme Du Monde (1796) y en Mécanique
Céleste (primera vez en la historia en que se aplica esta
expresién), cuyo primer volumen aparecié en 1799. Asi, el
francés demostrd que las perturbaciones orbitales no eran
acumulativas como temia Newton, sino que se repetian con
un periodo de 929 afios. Ademas, inspirado en un trabajo de
Lagrange de 1766 (que no reproduciremos aqui debido a su
extension), Laplace también demostr6 que la excentricidad
de las Orbitas planetarias esta acotada inferior y
superiormente. Con estos y otros estudios como la
vinculacion de aceleracién media de la Luna con la
disminucion de la excentricidad terrestre quedd
aparentemente zanjada la cuestion de la estabilidad del
Sistema Solar. Sin embargo, los analisis laplacianos sdlo se
basaban en observaciones, con lo que quedaban fuera del
estudio las perturbaciones no advertidas y sus efectos a largo
plazo, en esta linea encontramos un primer analisis teérico
del problema en 1842, el cual es poco conocido a pesar de
que su autoria pertenece a Carl Gustav Jakob Jacobi [13].

En las lecciones sobre dindmica que Jacobi imparti6 en la
Universidad de Konigsberg durante el semestre de invierno
del curso 1842-43, se encontraba un capitulo (Lectura 4,
Principio de Conservacion de la “Vis Viva”) en que
profundizaba en el teorema de las fuerzas vivas y su relacion
con el potencial. Tomando el Sistema Solar como un sistema
de masas puntuales, Jacobi obtuvo una relacion general entre
el momento de inercia del sistema (R) y el potencial
gravitatorio total (U) que, particularizado en R® era;

4°R 2U + 4h’ 1
I U+ 4h" (D
Siendo h” una constante de integracion.

Sin embargo, a pesar del ingenioso método que se puede
leer en sus lecciones, Jacobi reconoce al final del capitulo
que la anterior ecuacion no le condujo a conclusiones
definitivas ya que (entre otras razones) al integrar la
expresién anterior, s6lo se obtienen soluciones dependientes
de pardmetros desconocidos, los cuales acota basandose en
la hipétesis inicial de un sistema planetario estable.

IV. POINCARE: EL. CONCURSO DEL REY

Desde que Halley observo en 1682 el cometa que lleva su
nombre y predijo acertadamente que regresaria en 1758
(desgraciadamente, como tantas veces en ciencia, no vivio
para comprobar su logro), la mecénica de Kepler-Newton se
habia convertido en la manifestacion del gran poder de la
razén frente a la religion en cuanto a explicar las leyes de los
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cielos. De tal forma, se esperaba que algun cientifico con la
voluntad e inteligencia necesarias resolviera la cuestion, ya
que el ambiente intelectual de la época no contemplaba
problemas irresolubles. Asi, el ya conocido como Problema
de los n cuerpos topd con un afio clave en su historia: 1885.

Con motivo del cumpleafios del Rey Oscar 11 de Suecia y
Noruega, G. M. Leffer, profesor de matematicas de la
Universidad de Estocolmo propuso en 1884 al monarca la
realizacion de un concurso matematico. Finalmente, tras
aceptar la propuesta, se compuso un jurado formado por
Weierstrass, Hermite y el propio Leffer. De los cuatro
problemas de que constaba el concurso, el que pasé a la
historia fue el propuesto por Weierstrass:

“Dado un sistema formado por un nimero arbitrario de
puntos materiales que se atraen mutuamente de acuerdo con
las leyes de Newton, se propone, bajo la hip6tesis de que un
choque entre dos o mas particulas no tiene nunca lugar,
desarrollar las coordenadas de cada particula en una serie
procedente de funciones conocidas en el tiempo y que sean
uniformemente convergentes para cualquier valor de
tiempo .

La verdadera dificultad del reto residia no ya en encontrar
las soluciones del sistema dindmico, sino en demostrar su
existencia. Henri Poincaré, durante los tres afios concedidos
para resolver el problema, se sumergio en la cuestion.

Desde la comodidad que ofrecia la mecéanica de
Hamilton-Jacobi que reducia el orden de las ecuaciones
diferenciales, Poincaré parti6 del concepto de integrabilidad
de sistemas dindmicos dado por Liouville en 1840:

Teorema Il
“Si existen f: U — R independientes y en involucién

(paréntesis de Poisson nulos), donde k = 1,..., n, fi = H,

entonces el sistema hamiltoniano H es integrable ”.

En definitiva, para que un sistema hamiltoniano de n
variables sea integrable, debe haber n constantes de
movimiento, las cuales no siempre son sencillas de
encontrar. En referencia a ello, los Métodos Nuevos de la
Mecéanica Celeste Tomo | (Poincaré, 1892), se estudia el
sistema Sol-Tierra-Luna (problema de los tres cuerpos) de
hamiltoniano:
pi N P} N p: | mym,

mpm3
+
2my  2m,; 2my T12 723 T13

mm
H= 2

2)

En donde m; representa las masas, pi el momento y rj la
distancia entre la i-ésima particula y la j-ésima.

En el espacio euclideo tridimensional dicho sistema
consta de 18 variables entre momentos y posiciones, pero
podemos reducir la dimension del sistema gracias a las 10
constantes de movimiento conocidas (que derivan del centro
de gravedad como sistema de referencia en reposo, momento
angular constante y conservacion de la energia). Asi, el
sistema Sol-Tierra-Luna queda con 8 variables. La pregunta
oportuna es ¢habra mas constantes de movimiento? La
respuesta a la cuestion se cerr6 con Poincaré;

Teorema 1l
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“No existe ninguna otra constante de movimiento que
reduzca la dimension del sistema ™.

Como consecuencia de este rigido teorema, el problema de
los 3 cuerpos fue el primero en mostrar al mundo todo un
universo de dinamicas irregulares, concluyendo que la no
integrabilidad del problema de los tres cuerpos podria
implicar, generalizando a los n cuerpos, la inestabilidad del
Sistema Solar (Peterson, 1994). En consecuencia, Poincaré
obtuvo que el movimiento de los cuerpos del Sistema Solar
practicamente no se repetia nunca, al menos con total
exactitud. Paraddjicamente, el futuro, a pesar de ser
determinista, era impredecible.

El gran enfoque de Poincaré se basé en la observacion de
que la mayoria de los problemas de la Mecéanica Celeste se
pueden clasificar como sistemas hamiltonianos proximos a
integrables, lo que hoy conocemos como Teoria de
Perturbaciones.

De esta forma, se pueden encontrar coordenadas de
accion-angulo (I,w) en las que el hamiltoniano adopta la
forma simplificada:

H(I,w) = Hy(I) + eH,(I,w). 3)

En donde Hy(I) es integrable y eH, (I, w) es pequefio. En
nuestro caso, el planetario, H,(I) representa la energia de los
planetas en Orbita alrededor del Sol si despreciamos las
interacciones entre ellos (movimiento kepleriano), y
eH, (I, w) representa las interacciones de los planetas entre
si (mucho menor que la atraccién ejercida por el Sol, ya que
el pequefio parametro ¢ es del orden de las masas
planetarias). S representa la funcién generadora (la nueva
transformacion candnica para el hamiltoniano perturbado H)
necesaria para encontrar unas nuevas coordenadas (I',w")
en forma de series en €. Asi, Poincaré obtuvo:

Hl,m (I ')eimw

— (4)

S, ,w)= wI'+isz

m#0

En donde £2 representan las frecuencias planetarias y
m = 2n(my, my, ..., my,),vi/m; € Z.

Se podria pensar que con este desarrollo ya estaba resuelto el
problema del movimiento de los planetas, ya que tomando
cada vez mas términos en las series se obtienen
aproximaciones del movimiento cada vez mas afinadas. Sin
embargo, para garantizar la estabilidad a largo plazo, la serie
debe converger, por lo que mQ # 0.

De tal forma, la serie diverge si:

mQ=m; 0, +m,Q, + ..+ m,Q, =0. (5

Es decir, cuando haya resonancias entre las frecuencias.
Poincaré demostré que tomando un nimero creciente de
términos en las series, a partir de un cierto momento, las
soluciones se deterioran. Asi, el francés, parecia indicar que
ninguna oOrbita iba a ser eternamente estable, lo cual
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planteaba otra pregunta: si ademas, ha quedado demostrado
que no hay mas leyes de conservacion ¢por qué se
comportaban los planetas con tanta regularidad desde hace
4500 millones de afios? A pesar de no responder
definitivamente a la pregunta de Weierstrass, Poincaré gand
el concurso del Rey Oscar publicando parte de sus resultados
en [14].

Llegamos asi a una situacion peor que la posible
anulacion de los divisores en algunos términos de la serie, y
es que incluso en el caso estricto en que mQ+0, es decir,
cuando las frecuencias sean inconmensurables, siempre se
puede encontrar un conjunto de valores de m tales que:

mf < 4. (6)

Con ¢ escogido arbitrariamente pequefio, provocando la
divergencia de las series. Surgié asi en Teoria de Nimeros el
problema de los denominadores pequefios [15, 16].

IV. KOLMOGOROYV, ARNOLD Y MOSER:
TEOREMA KAM

Segin Weierstrass, la estabilidad no podia depender
Unicamente del caracter racional de las medidas del cociente
de las frecuencias, dada la imposibilidad de medir tales
magnitudes con semejante precision. Surgié asi una elegante
conexion entre la Mecanica Celeste, la Teoria de NUmeros,
y la Teoria Geométrica de la Medida, ya que:

¢Hasta qué punto los nimeros irracionales se pueden
aproximar a racionales?

Siempre podemos encontrar aproximaciones racionales
para un nimero irracional, como por ejemplo 7/5 para /2.

De igual forma, podemos aproximar un nimero irracional
“tanto como queramos” si usamos numeros racionales con
denominadores grandes. Sin embargo, de todo ello se abre
una cuestion sutil:

¢Se puede calificar a un irracional de mal aproximable o
bien aproximable, en el sentido de que a los irracionales bien
aproximables podemos acercarnos con lentitud, a través de
nimeros racionales de denominadores pequefios?

Joseph Liouville también se interesé por esta cuestién,
llegando al siguiente teorema de 1840:

Teorema IV
Para cada algebraico « de grado n>1, existe una constante
A(a)> 0, tal que:

a—=>—, (7)

se cumple para todos los numeros racionales p/qg.

A la anterior desigualdad se le llamé condicion diofantica
[17]. Este teorema, que ya muestra la limitacion de acercarse
con precision arbitraria a los nimeros racionales, dejaba el
cabo suelto del exponente n. Tras una larga busqueda de
mejoras al Teorema de Liouville, a mitad del siglo XX, el
teorema de Liouville fue mejorado por Roth;
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Teorema V
El Teorema de Liouville también se cumple para un
exponente:
2+eVe>0. €))

Por lo que le fue concedida la medalla la medalla Fields en
1958.

El resultado fundamental que combinaba las nociones de
Teoria de NUmeros con los sistemas hamiltonianos proximos
a integrables llegdé con Kolmogorov [18], Arnol’d [15] y
Moser [10] en los afios cincuenta y sesenta del siglo pasado.

Los estudios de los tres matematicos se concentraron en
el conocido como Teorema KAM [18, 19, 20, 21] que,
enunciado en una de sus maltiples versiones:

Teorema VI
Dado el hamiltoniano H(I,w) = Hy(I) + ¢H,(I,w), con
¢ suficientemente pequefia cumpliendo una de las dos
condiciones:

i. Hyes integrable no degenerado

ii.. Hyes isoenergéticamente no degenerado,
para todas las 2 satisfaciendo la condicidn diofantica:

Ae) N
>——,conr>Mn+1),|m|= Zlmil,
|m|7" i=1
Existe T, , toro invariante del hamiltoniano H(I,w) ,
cercano al toro invariante T,, del sistema no perturbado,
sobre el que el flujo es conjugado del que se tenia en T,,.
Dado un compacto foliado por toros de H,, el conjunto de
puntos de él no pertenecientes a algln T, tiene medida
relativa que tiende a cero si ¢ lo hace.

Aunque, debido a su complejidad, queda fuera del
objetivo del presente articulo la demostracion vy
profundizacion de todos los conceptos que aborda dicho
teorema, si podemos decir cologuialmente que el Teorema
KAM expone que los sistemas hamiltonianos débilmente
perturbados tienden a mantener su estabilidad. Asumiendo
que el Sistema Solar pertenece a este tipo de sistemas, este
ha sido el resultado analitico mas importante en la historia
del problema.

Aungue en la década de 1960 todavia existian astrénomos
convencidos de la existencia de leyes de conservacion
suplementarias como Unica explicacion posible de la
estabilidad del Sistema Solar, el Teorema KAM respondi6 a
cuestiones de Mecénica Celeste de forma misteriosa,
mediante Teorias de NUmeros y probabilidades (cuanto
mayor sea el parametro &, menor sera la probabilidad de que
el sistema sea estable).

|(m, )|

V. ANDERSON Y LASKAR: NUEVAS VIAS

Aungue el Teorema KAM asestd un duro golpe al problema,
pronto surgieron nuevas ideas a la luz de los descubrimientos
cosmologicos del siglo XX y el salto de gigante de las
simulaciones por ordenador.

Edwin Powell Hubble demostr6 bajo el método
observacional la expansion del Universo en 1929, aunque la
autoria del descubrimiento es controvertida porque también
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se asigna el descubrimiento a Lemaitre en 1927 (publicado
como noticia en Nature en Noviembre de 2011). Segin la
Ley de Hubble las galaxias se alejan unas de otras a una
velocidad v proporcional a distancia R que las separa;

v = HR. 9)

En donde H es la llamada constante de Hubble, cuyas
medidas de 2011 [22] arrojan un valor de 67.0 + 3.2 km st
Mpct.

Sin embargo, los modelos cosmolégicos basados en la
Teoria del Big Bang parecian sugerir que H podria variar
lentamente a lo largo del tiempo. Asi, a esta “constante” se
le ha ido llamando progresivamente parametro de Hubble. El
valor de dicho parametro depende del tiempo en la forma:

H
—=—1+q). (10)

H2
Por tanto, el parametro de Hubble aumenta o disminuye
segun el signo del conocido como pardmetro de
deceleracion g. En un principio se pensaba que g = —1, lo
que corresponderia a H < 0, ya que ello implicaria que la
expansion decelera o permanece constante debido a la fuerza
gravitatoria que gobierna el Universo. Sin embargo, el
descubrimiento de un wvalor g <-—1 en algunas
observaciones de supernovas, revolucioné la Cosmologia de
la mano de Riess en 1998 al implicar que la expansion
cosmolégica se estaria acelerando.

De acuerdo con lo anterior, queda patente que la
expansion afecta a la mecénica de las galaxias, pero
¢afectara también a escalas mas pequefias? Anderson, en
1995, demostr6 que si. Comenzaron asi a estudiarse los
efectos de la expansion cosmoldgica a la escala del Sistema
Solar como perturbaciones en el problema de los dos
cuerpos, considerandola como una correccion de la ley de
gravitacion newtoniana. Por tanto, aunque la perturbacion
sea pequefia, quiz4 podria desestabilizar a nuestro sistema
planetario en un futuro. Bajo esta moderna via de estudio,
Sereno y Jetzer obtuvieron en 2007 que, en un escenario
pesimista y despreciando los efectos de la materia oscura, el
radio orbital divergiria y ocasionaria que el Sistema Solar se
disocie tras un intervalo de tiempo:

0 dz

Atais = | T ST
s L+ 2)H(2)

(1)

en donde el pardmetro z (corrimiento al rojo) proviene del
efecto Doppler que se mide mediante: 1 + z = Aobservada

Aemitida
siendo A la longitud de onda de la luz solar.

A pesar del gran resultado obtenido, ya que ofrece una
solucion numérica al problema del orden de 10° afios, este
no es definitivo puesto que depende del comportamiento a
largo plazo de la energia oscura y este tampoco es un tema
cerrado.

En una revision de la cuestion encargada por la E.S.A.
(2010), Carrera y Giulini, consideraron un solo planeta del
Sistema Solar, con lo que la escala de tiempo relevante del
problema es el periodo de las oOrbitas alrededor del Sol, por
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 8, No. 2, June 2014
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lo cual asumieron el parametro de Hubble como constante
(Ho) durante una érbita. De tal forma, como perturbaciones a
las leyes de Kepler, rederivaron el radio critico a partir del
cual no podrian existir orbitas circulares (tomadas asi por
sencillez) debido a la aceleracidon cosmoldgica, siendo dicho
radio critico:

R _ 3| GM 12
° |Q|H02. 12

En donde G es la constante de gravitacion y M la masa solar.
Cabe decir, para hacerse una idea de la magnitud de la
distancia, que el cociente entre la distancia Sol-Tierra (R,) y
dicho radio es:

Re € 5| gmy
Al Rl

Por lo que el radio critico se encuentra, suponiendo estables
los pardmetros cosmolégicos, extremadamente alejado.

Recientemente (2013), se han tenido en cuenta las
ecuaciones post-newtonianas EIH (Einstein, Infeld,
Hoffman) para un sistema de dos cuerpos en la obtencion del
radio critico [23]

En cuanto a otras vias de investigacion que ofrezcan
resultados a nivel predictivo, Jacques Laskar, en los afios 80,
90 y mas recientemente en 2009 investigando sobre la
estabilidad del Sistema Solar para el Instituto de Mecanica
Celeste de Paris, consolido la idea de usar otros métodos ante
el caracter no determinista del sistema. Bajo la luz de otros
estudios anteriores como el de Sussman y Wisdom, Laskar
integré numéricamente en 1989 el movimiento de los ocho
planetas del Sistema Solar para un tiempo de 200 millones
de afios, indicando los resultados que planetas como
Mercurio, Venus, La Tierra y Marte, tenian un
comportamiento de las trayectorias cadtico; las distancias
entre dos Orbitas inicialmente préximas se multiplicaban por
tres cada cinco millones de afios (exponente de Lyapunov).

Por tanto, ello hacia imposible cualquier prediccion mas
alla de 100 millones de afios, ya que un error del
0.00000001% en la medida de las condiciones iniciales
conducia a un error del 100% (un error igual a la medida)
tras 100 millones de afios. El origen de tales movimientos
cadticos provenia de las resonancias entre los periodos de
precesion (resonancias seculares) de las 6rbitas de Marte y
de la Tierra por un lado, y de Mercurio, Venus y Japiter por
otro. Las integraciones y simulaciones posteriores (como el
analisis de Lissauer de 1999) para la evolucidn de las érbitas
planetarias muestran una gran estabilidad en planetas
similares a la Tierra para periodos de tiempo de hasta 10°
afios [24].

Simulaciones mas recientes (Laskar, 2009) recrean los
movimientos orbitales con pequefias variaciones de las
condiciones iniciales que dan lugar a 2500 dinamicas
posibles para los préximos miles de millones de afios; en un

=42-1078. (13)
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1% de los casos, Venus, Mercurio, La Tierra o Marte
colisionaban entre si o con el Sol.

VI. CONCLUSIONES

La pregunta clasica sobre la Estabilidad del Sistema Solar
sigue abierta a pesar del Teorema KAM (afios 60), ya que
este solo establece su estabilidad como una probabilidad que
depende de perturbaciones pequefias, siendo una teorema de
pequefio pardmetro que ademas no estd cuantificado. El
caracter no integrable y caético del Sistema Solar (Bruns-
Poincaré, 1887), hace que sean necesarios métodos
numéricos y simulaciones que sélo realizan predicciones
validas hasta un tiempo de 108 afios (Laskar, 1990, 2009) o
10° afios (Lissauer, 1999). Estas cifras son de un orden de
magnitud similar a los resultados mediante otros métodos de
aplicacion cosmoldgica (Sereno y Jetzer, 2007) basados en
la Ley de Hubble (1929). Respecto a esta Gltima via de
estudio, podriamos preguntarnos ;debe despreciarse? Esta
respuesta no la hemos considerado trivial ya que el efecto de
la aceleracion césmica es acumulativo y, a tenor de los
recientes descubrimientos y analisis posteriores a 1998,
podria crecer con el tiempo y la distancia ademas de influir
a pequefias escalas (Anderson, 1995). Dichos
descubrimientos sobre la aceleracion césmica (Riess, 1998),
parecen indicar que, efectivamente, se deben tener en cuenta
parametros cosmoldgicos en la busqueda de una solucion
definitiva al problema. El hecho de que los parametros de
deceleracion y de Hubble (g y H respectivamente) no sean
del todo conocidos, al igual que la influencia de la materia
oscura, hace que la respuesta a la pregunta esté abierta.

En definitiva, nos encontramos ante un problema
particular con mas de tres siglos de historia mucho mas
profundo pero menos conocido que el del simple enunciado
“problema de los n-cuerpos”, y que ha atraido a las mejores
mentes desde el siglo XVII. La respuesta a la cuestién ¢Es
estable el Sistema Solar? sigue siendo un enigma. En futuras
investigaciones seria recomendable que se afiadiera la
perturbacién cosmoldgica en el hamiltoniano de n cuerpos
préximo a integrable de Poincaré-KAM, y que no sélo se
incluya como perturbacion a la ecuacién newtoniana en un
sistema de dos cuerpos. Por tanto, habria que afiadir el
parametro de Hubble como una nueva constante del sistema
dinamico que reduzca la dimensidn del sistema. Entendemos
también que si se ha incluido la aceleracion cosmoldgica en
el andlisis del problema, habria que cuestionar también si
debe seguir desprecidndose la relatividad general como
marco de estudio 0, al menos, como perturbacion de las leyes
clasicas (aproximacion postnewtoniana). En conclusién,
dicha pregunta abierta sdlo podré resolverse con nuevos
métodos mateméticos o con modificaciones en los axiomas
de la mecanica celeste y la dinamica de sistemas en general.

Aungue los contenidos matematicos y fisicos son de un
nivel elevado, pensamos que incluso en cursos
preuniversitarios de ciencias deberia ensefiarse que las Leyes
de Kepler-Newton solo funcionan correctamente en un
sistema de dos cuerpos. Estas ideas, aungue se expliquen en
la préctica docente sin ecuaciones, no sélo pueden motivar al
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alumnado a investigar, sino que evitaran que en un futuro
entren en contradiccion sus nuevos conocimientos con los
antiguos.
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