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Resumen
Se presenta los resultados de una encuesta realizada a un grupo de 26 alumnos de tercero de preparatoria, del area de
sociales, con edades entre 17 y 18 afios. Se eligié un problema relacionado con movimiento propuesto un libro de
texto de geometria analitica del nivel medio superior de México. El problema tiene datos confusos que dificultan la
comprension del texto. Se analiza la interpretacion que hacen los estudiantes del texto, asi como los dibujos y las
soluciones que presentan. Se discute la posible influencia del razonamiento légico y la reflexion cognitiva en sus
respuestas.

Palabras clave: Contextos de fisica, Libros de texto de matematica, Resolucion de problemas, Razonamiento l6gico,
Reflexion cognitiva.

Abstract
We present results from a survey applied to 26 social-science students with ages between 17 and 18 years. A motion-
related problem was chosen from a analytic geometry textbook for high school level students in Mexico. The problem
text has confusing data that make text comprehension difficult. The interpretation of the students to such a text is
analyzed as well as the drawings and solutions they give to the problem in question. The possible influence of logical
reasoning and cognitive reflection on the solutions is discussed.

Keywords: Physics contexts, Mathematics textbooks, Problem solving, Logical reasoning, Cognitive reflection.
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I. INTRODUCCION

De acuerdo a Fan [1], los libros de texto de matemaética se
han perfilado dltimamente como una linea de investigacion
emergente en la educacion. Este autor ha sugerido dar
especial atencion al uso de los libros de texto y a sus efectos
en el aprendizaje de los alumnos. En este contexto, el libro
de texto es una variable independiente que incide en la
ensefianza y el aprendizaje de los estudiantes o una variable
dependiente que se ve influenciada por otros factores como
el mercado, las politicas educativas nacionales de cada pais
o la preparacion profesional de los autores. Fan [1] propone
llevar el andlisis de libros de texto mas alld de la
identificacion de sus caracteristicas o codmo desarrollan un
tema especifico de la matematica escolar. Sugiere plantear
tres tipos de preguntas de investigacion: causal, correlacional
y otras preguntas y recomienda trabajar en ellas porque hay
pocos datos en esta direccion y porque esto permitiria
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explorar la repercusion de los libros de texto en el
aprendizaje de los alumnos. En cuanto al método de
investigacion, Fan [1] aconseja adoptar el método
experimental que es ampliamente usado en las areas
cientificas: las evidencias deben desprenderse de la
observacion y el experimento y ser recogidas de manera
sistematica. En consonancia con Fan [1], dirigimos la
investigacion hacia la exploracion critica de algunas
actividades de aprendizaje que han sido propuestas en los
libros de texto de matematicas de las escuelas publicas del
nivel medio superior de México.

Otros autores han mencionado a la contextualizacion de
los problemas verbales como un elemento relevante en el
aprendizaje de la matematica escolar. En especial, Palm [2]
sugiere que la autenticidad de los problemas verbales es
crucial en el aprendizaje de los estudiantes. Un problema
verbal auténtico es aquel que simula alguna situacién que
ocurre o puede llegar a ocurrir en la realidad. Para garantizar
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su autenticidad, Palm [2] propone ocho aspectos. En este
trabajo, se consideran Gnicamente cuatro, que usamos para
seleccionar problemas de libros de texto de matematicas en
contextos de la mecénica.

Los aspectos considerados son: (1) el Evento, que narra
una situacién que ha sucedido o que es muy probable que
suceda, (2) la Pregunta que se plantea en el problema y que
debe tener su equivalente fuera de la escuela, (3) la
Informacioén/datos, que se refieren a los valores numéricos,
modelos, y condiciones dadas en una situacion de la vida
cotidiana, y (4) la Presentacion, que es el lenguaje y las
estructuras semanticas que conforman el problema, los
cuales deben ser entendibles y con significado para el
alumno.

El test de razonamiento I6gico (TRL), en la version
castellana de Acevedo y Oliva [3], ha sido uno de los
instrumentos usados para indagar el nivel de razonamiento
ldgico de los estudiantes. Esta prueba consiste de un
conjunto de diez tareas (de papel y lapiz) que evalla
proporcionalidad, control de variables, probabilidad,
correlacion y operaciones combinatorias. Cada uno de estos
esquemas de razonamiento es evaluado a través de dos tareas
(una de nivel bajo y otra de nivel alto). Salvo las dos tareas
de combinatoria, las restantes son de opcion multiple, tanto
para la respuesta como la para justificacion. Se asigna un
punto cuando la respuesta y la justificacién dan solucion a la
tarea y cero en caso contrario. El pensador concreto alcanza
de cero a cuatro puntos y el formal, de ocho a diez.

Hay estudios que han sugerido una posible correlacion
entre el razonamiento ldgico de un alumno y su habilidad
para resolver problemas matematicos. Aguilar 'y
colaboradores [4] aplicaron el TRL a 78 estudiantes, de una
escuela publica, con edades de entre 15 afios, 07 meses y 17
afios, 08 meses, de 4° de Educacion Secundaria Obligatoria
en Espafia. Ellos encontraron que los pensadores formales
pueden llegar a resolver con mayor eficacia problemas
matematicos.

El Cognitive Reflection Test, elaborado por Frederick
[5], es una prueba de papel y lapiz que contiene tres acertijos
matematicos. Su propdsito es servir como herramienta para
obtener una medida simple de las habilidades cognitivas, y
determinar si éstas son determinantes en la toma de
decisiones. Esta propuesta surgio en el area de economia, y
se ha aplicado poco en las &reas cientificas. ElI pensador
rapido obtiene cero puntos y el lento logra tres. La zona
intermedia de 1 y 2 puntos, es de transicion entre estos dos
tipos de pensadores. Segin Kahneman [6], la mente trabaja
de dos formas: una, intuitiva o pensamiento rapido, llamado
Sistema 1, y otra, reflexiva o pensamiento lento, Ilamada
Sistema 2. En palabras de Kahneman, el Sistema 1 opera de
manera rapida y automatica, con poco o ningun esfuerzo y
sin sensacion de control voluntario. El Sistema 2, centra la
atencion en las actividades mentales que lo demandan,
incluidos los calculos complejos. En la presente
investigacion, usamos la adaptacién al castellano del
Cognitive Reflection Test realizada por Lopez [7], conocida
como Test de Reflexion Cognitiva (TRC). Este autor la
aplicé a 40 estudiantes de psicologia de la Universidad de
Almeria, Espafia, y encontr6 que los estudiantes
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universitarios tienden a ser mas reflexivos a medida que
avanzan en su programa de estudios.

De acuerdo a Biembengut [8], la modelacion
matematica es un proceso involucrado en la obtencidn de un
modelo matematico. Un modelo matemético de un fendmeno
0 situacion problema es un conjunto de simbolos y relaciones
matematicas que representa, de alguna manera, el fenémeno
en cuestion. En la modelacion matemaética esté involucrada
la comprension del texto que narra la situacién, la
incorporacion de conocimientos curriculares, la obtencion de
una representacion mental separada del texto y la realizacion
de simplificaciones que permitan la resolucién del problema.
Estas actividades mentales podrian representar un reto para
los estudiantes de la educacion obligatoria. Por ejemplo, el
representar a un aviéon en pleno vuelo por un punto
matematico asignado a su centro de masa y a su velocidad
por un vector libre.

I1. DISENO DEL ESTUDIO

Las preguntas de investigacion son:

¢ Cémo interpretan los estudiantes de bachillerato, problemas
matematicos que estan redactados de manera confusa o que
son dificiles de imaginar?

¢Incide el grado de razonamiento l6gico de un alumno en su
manera en gque enfrenta una situacion como ésta?

¢Tiene alguna relacion el tipo de pensamiento (rapido o
lento) de los alumnos con la forma en que resuelven un
problema matematico?

A. El objetivo

El objetivo es estudiar las interpretaciones que hacen
alumnos de bachillerato de un problema matematico con las
caracteristicas antes sefialadas, el tipo de dibujos elaboran y
las soluciones que presentan.

En consonancia con Palm [2], nos interesamos en
problemas matematicos en contextos de desplazamiento de
objetos, porque es un aspecto que estd muy presente en
nuestras vidas cotidianas. Los alumnos experimentan el
movimiento cuando se desplazan de un lugar a otro:
caminan, corren o viajan en un vehiculo. La posicion de un
objeto en el espacio en un tiempo dado, es uno de los
conceptos béasicos de la mecénica y su formulacion
matematica requiere de la geometria.

B. El problemay el instrumento de investigacion

Se selecciond un problema relacionado con movimiento de
un libro de geometria analitica basica (por competencias) del
tercer semestre del nivel medio superior de México. El libro
consta de 7 bloque donde se tratan los temas: linea recta,
circunferencia, pardbola y elipse. En cada bloque se
enuncian los objetos de aprendizaje, asi como desempefios y
competencias a desarrollar. En el libro se menciona que el
material esta acorde con el marco curricular propuesto por la
Secretaria de Educacion Pablica de México y que se apega a
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los cambios pedagdgicos de la Direccién General de
Bachillerato.

El problema de movimiento seleccionado corresponde al
Bloque 2 de la seccion de Autoevaluacion correspondiente al
contenido “Aplicas las propiedades de segmentos rectilineos
y poligonos”, con objeto de aprendizaje “Punto de division
de un segmento”. Este problema narra la pérdida total de
comunicacion con un avion de reconocimiento en un punto
intermedio entre el punto de partida y el punto al que debia
Ilegar. Textualmente, el problema dice:

C. Vuelo de reconocimiento

El dltimo mensaje emitido por un avién de reconocimiento
con el que se perdié todo contacto indicaba que se hallaba a
250 km del punto de partida y a 350 km del punto donde
debia llegar. ;Cuéles son las coordenadas del sitio desde
donde envio6 su sefial, si el avidn se desplaza en linea recta y
los lugares de partida y llegada se ubican en A(-2,4) y
B(8,5)? [9].

La redaccién del problema se acompafia de la siguiente
fotografia de un avién.

P

FIGURA 1. Fotografia que acompafa el problema del libro de
texto “Geometria analitica basica” [9].

Esta fotografia es decorativa. Como se verd mas adelante, los
estudiantes no la usan para nada en la resolucion del
problema antes descrito.

D. Analisis del problema

Para su modelacion matematica, este problema requiere en
conceptos como: punto matematico, segmento de linea recta,
punto de division de un segmento, segmento dirigido,
proyeccion de un punto sobre una linea recta y
representacion de objetos masivos por medio de puntos
matematicos. Sin embargo, salvo los tres primeros
conceptos, los restantes son tratados de manera somera y
velada en el Bloque 2 del libro mencionado.

En términos de la taxonomia de Palm [2], la
Informacion/datos de este problema es confusa y de dificil
interpretacion. El avién de reconocimiento emite su Gltimo
mensaje desde un punto en el espacio. La pregunta es: ;desde
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este punto se miden las distancias de 250 km y 350 km? Es
claro que los puntos de partida y llegada estan sobre la
superficie de la Tierra y se pueden representar en el plano
cartesiano.

En cuanto al aspecto Presentacién, el problema se
proporciona en forma de texto, formulado en un lenguaje
accesible al estudiante, con términos que les son familiares
en el contexto escolar, mas no de la vida real, y acompafiado
de la imagen decorativa de un avion en vuelo. La dificultad
radica en la modelacion matematica implicita en el texto.

Para el alumno debe ser claro que la trayectoria del avion
ocurre en tres dimensiones. Sin embargo, los datos del
problema lo remiten al plano cartesiano y se le indica que el
avion se desplaza en linea recta. No es claro si esta linea recta
es la trayectoria que sigue el avién en el espacio, o si es su
proyeccion en el plano, donde se ubican los puntos de partida
(A) y de llegada (B). Considerando el contenido del Bloque
2, esta linea recta tendria que representar la proyeccion del
avion en el plano y contener a los puntos A, B y al punto
intermedio C, donde se pierde comunicacion con el avién.

Asi que, el vuelo del avion de reconocimiento se reduce
al movimiento de un objeto que se desplaza a lo largo de la
linea recta que contiene a los puntos A, B y C. Pero, aln hay
un dilema por resolver, ;cdmo se relacionan las distancias en
kilémetros con las distancias correspondientes en el plano
cartesiano? Hay un factor de escalamiento que debe ser
reconocido y calculado. Aunque los elementos necesarios
para resolver esta situacion problematica, estan considerados
en el objeto de aprendizaje correspondiente, las exigencias
de razonamiento matematico y de modelacion son altas, si se
considera el contenido del Bloque 2 del citado libro [9].

En el contexto de la taxonomia de Palm [2], el problema
antes descrito satisface dos de los cuatro aspectos
considerados: el Evento y la Pregunta. Un avion de
reconocimiento puede perder comunicacion con la torre de
control de trafico aéreo, y en ese caso, la pregunta seria,
¢donde estaba el avion cuando emitio su Ultimo mensaje? La
Informacion/datos implica la modelacion matematica
imaginada por el autor del libro. Ademas, se omite
informacién que es de utilidad para que el alumno interprete
apropiadamente los valores numéricos que se le
proporcionan. Por ejemplo, no se menciona que el
desplazamiento del avién en el espacio se proyecta sobre un
plano que contiene a los lugares de partida y llegada del
avion. Por lo tanto, este problema permite examinar la forma
en que las variables Informacion/datos y Presentacion
influyen en las soluciones que elaboran los alumnos.

Con este problema se disefié una Tarea de papel y lapiz.
Al problema descrito previamente (el texto y la fotografia de
un avion, vea la Figura 1) se le agregd el parrafo, “Lee
cuidadosamente el siguiente problema y resuélvelo. Haz los
esquemas, los dibujos y los calculos que consideres
necesarios”.

La Tarea puede resolverse tanto manera grafica como
analitica; en ambos casos, el aspecto relevante es reconocer
que la razén |ACJ/|AB|=250 km/600 km=5/12, se satisface
también entre las correspondientes distancias en el plano
cartesiano.
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D. La solucién grafica del experto

La solucién grafica de un problema se basa en dibujos
matematicos precisos de la problematica a resolver. En este
caso, en el plano cartesiano se dibujan los puntos A:(-2,4) y
B:(8,5) y el punto intermedio C:(x,y), asi como el segmento
de recta que los contiene (vea la Figura 2). Observe que en
esta figura la unidad estd dada en centimetros. Ahora, la
distancia |AB|=10 cm se corresponde con los 600 km que
dista el punto de salida y de llegada del avion. Por supuesto
que una distancia de cero centimetros corresponde a una
distancia de cero kilometros en la escala real. Las distancias
en la situacion real (en kilometros) y las distancias en el
mapa (el plano cartesiano) en sus unidades, satisfacen la
siguiente razdn de proporcionalidad, 10.05 u/600 km=|AB|
u/250 km. De esta expresidn se obtiene que el punto A dista
del C en (25/6) u=4.17 u. Asi que la ubicacién del punto
intermedio C estd a 4.17 u del punto A. Una vez que se
dibujo el punto C, se proyecta sobre los ejes cartesianos. De
esta informacién se obtiene que las coordenadas cartesianas
aproximadas del punto son C:(2.1,4.4).

FIGURA 2. Plano cartesiano con los puntos A, B, y C, que
representa, respectivamente, el lugar de salida, de llegada y donde
se perdio toda comunicacién con el avién. La distancia entre dos
marcas sucesivas en los ejes indican la unidad de longitud u.

E. La solucion analitica del experto

Considere el punto C tiene coordenadas cartesianas
desconocidas (x, y). Se requiere un sistema de dos ecuaciones
para las incognitas x, y. Para esto, considere los vectores, AB
y AC. El primero parte del punto A y termina en el B, AB=
(8-(-2))i+j=10i+j vy el segundo inicia en Ay concluye en C,
AC= (x-(-2))i+j=(x-2)i+(y-4)].

Como la razoén, |AB|/|AC|=600 km/250 km=12/5, se
cumple tanto para las distancias reales como para las
correspondientes en el plano cartesiano, se tiene que,
AB=(12/5) AC. En esta expresion se consideran las
expresiones para los vectores AB y AC. Se obtiene,
10i+j=(12/5)[(x-2)i+(y-4)j]. Como un vector del plano es una
combinacion Unica de los vectores de la base orto-normal {i,
j}, se tiene: 12x=2(13), 12y=53. Se resuelve este sistema de
ecuaciones y se obtienen los valores de las componentes
cartesianas del punto C. A saber, x=136=2.2, y=5312~4.4.
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Una buena solucion grafica debe diferir de la solucion
analitica en un par de décimas.

B

5 AB= (8-2))i+j=10i+]
v

AC= (e {-2))is=lx-2)isly-4)j

FIGURA 3. Plano cartesiano con los dos vectores citados en el
péarrafo anterior

F. Los estudiantes involucrados

La Tarea se aplicé a 26 alumnos de tercero de preparatoria,
del area de sociales, de edades en el rango de 17 afios y 01
meses a 18 afios y 10 meses. Estos estudiantes son de un
grupo de tercero de preparatoria, de una institucién educativa
publica ubicada en la ciudad de Puebla, México. Son 19
mujeres y 7 hombres, que pertenecen a un nivel
socioeconémico de medio a medio-bajo. Los alumnos
resolvieron la Tarea de manera individual, en
aproximadamente 50 minutos. Con anterioridad, ya habian
contestado las pruebas de reflexion cognitiva (TRC) y la de
razonamiento l6gico (TRL). EI TRC se resolvid en 9 minutos
y el TRL en 38 minutos.

El TRC, el TRL y la Tarea se aplicaron en el salén de
clases y los estudiantes estaban enterados que no formaban
parte de la evaluacién de la materia de matematicas que
estaban cursando en ese momento (Probabilidad, estadistica
y temas selectos de matematicas) ni de la materia de fisica
(Fisica general). Ademas, con anterioridad, ellos habian
resuelto dos problemas de razonamiento I6gico y otros dos
de reflexidn cognitiva.

I11. RESULTADOS Y DISCUSION

En este trabajo presentamos, detalladamente, los dibujos y
las soluciones presentados por los 26 alumnos encuestados,
y su posible correlacion con el test de razonamiento légico
(TRL) y el test de reflexién cognitiva (TRC).

Este grupo de alumnos tiene una calificacion promedio
de 0.46 en el TRC. En promedio, ellos son “pensadores
rapidos”, de baja reflexion cognitiva, con poco control del
proceso de resolucion y carencias para discernir la
razonabilidad del resultado.

En cuanto al TRL, ellos alcanzaron un puntaje promedio
de 3.42. Son pensadores concretos, la manipulaciéon de
objetos les facilita la elaboracion de ideas y la propuesta de
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métodos de solucién. Solo un alumno obtuvo un puntaje de
3enel TRC, 9 enel TRL y resolvio la Tarea correctamente
(vea la Figura 18).

Se considera que un dibujo es correcto, si tiene la
siguiente informacion: (1) los puntos A, B 'y C, indicando sus
coordenadas cartesianas y, (2) el trazo del segmento de recta
que une estos tres puntos con la leyenda, “600 kilometros”,
la cual puede ser dada también en la justificacion de la
solucién. El dibujo es incorrecto cuando falta alguno de estos
elementos. Se dice que un estudiante presentd una solucion
grafica correcta si hace un dibujo correcto y bosqueja, a
través de una regla de tres, la razén de proporcionalidad que
existe entre las distancias en la situacion real y las
correspondientes en el plano cartesiano. Ademas, localiza el
punto intermedio C, lo proyecta sobre los ejes cartesianos y
da las coordenadas cartesianas del punto C.

En relacién al tipo de soluciones que presentaron los
estudiantes encuestados, 25 elaboraron una solucion grafica
y otro present6 un resultado sin justificacion. Este estudiante
(TRC=1, TRL=4) no hizo ningun calculo ni grafico. Escribid
el siguiente texto:

Justificacion:

1.- El problema a mi parecer, no tiene relacién con los
problemas antes vistos en la materia.

2.- Si tuviera una solucion yo graficaria el problema

seria (7,4.2) “Probablemente”.

3.- Necesitaria un poco mas de datos.

Se observa que, este alumno no encontr6 relacion alguna
entre la Tarea y la materia que cursaba en ese momento.
Ademas, proporciona una solucién sin indicar cémo la
obtuvo. Este comportamiento evidencia el contrato didactico
[10] porque, él/ella esperaba que la Tarea estuviera
relacionada con la materia que cursaba en ese momento y
que estuviera resuelta cuando hubiese proporcionado valores
numericos. No tiene control de su procedimiento porque una
vez que proporciona las coordenadas del punto buscado,
menciona que se requieren mas datos. Aunque, este alumno
supera el puntaje promedio del grupo en el TRC y el TRL,
no logré comprender la Tarea. Cabria la posibilidad que los
conocimientos curriculares involucrados hayan jugado un
papel relevante o que le falté disponibilidad para realizar la
actividad.

Las 25 soluciones graficas proporcionadas por los
estudiantes se agruparon en categorias de acuerdo a si, el
dibujo es correcto o incorrecto. Observe que solo los
estudiantes que realizaron un dibujo correcto, estan en
posibilidad de resolver la Tarea. A continuacion se describen
estas tres categorias.

Categoria C1
Hace un dibujo incorrecto. Escribe una fraccién y propone
una solucion incoherente.

Categoria C2
Hace un dibujo correcto. Mide distancias de manera
imprecisa. Escribe una fraccion arbitraria, en lugar de
250/600 o 350/600. Da una solucién con errores de célculo o
incoherente.

Categoria C3
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 12, No. 2, June 2018

2303-5

Hace un dibujo correcto. Propone la fraccion 5/12, mide las
distancias de manera precisa y resuelve correctamente la
Tarea.

En la Categoria C1 hay 8 estudiantes, todos obtuvieron
cero puntos en el TRC. En términos de Kahneman [6], estos
alumnos son “pensadores rapidos”, que reflexionan poco
cuando estan resolviendo un problema. Como veremos mas
adelante, estd pudiera ser una de las causas que les impidié
realizar un dibujo correcto. En general, estos estudiantes no
dibujaron correctamente los puntos A y B en el plano
cartesiano, identifican a una linea recta con una recta paralela
al eje horizontal, invierten la coordenada horizontal con la
vertical, omiten en los ejes coordenados los ndmeros
negativos.

Se han elegido seis soluciones representativas de la
Categoria C1, que se presentan en las Figuras 4 a 9,
organizadas de acuerdo al puntaje obtenido enel TRL. En la
Figura 4 se muestra la solucién de un alumno con un TRL=0.
Ademas de dibujar el plano cartesiano, este estudiante
elabora un esquema del vuelo del avién que utiliza para
resolver la Tarea. No relaciona el dibujo con el esquema y de
hecho, no usé el dibujo. En su esquema, visualiza al avion
describiendo una trayectoria curva y dibuja un pequefio
avion en el punto intermedio C sobre la trayectoria. Usa las
coordenadas cartesianas de los puntos Ay B, para obtener el
namero 4.2 y lo asigna al punto C. No se da cuenta que esto
es contradictorio con las anotaciones A:(-2,4) y B:(8,5) que
hizo en este mismo esquema. Pareciera que este estudiante
no entiende que para designar un punto en el plano
cartesiano, se requieren dos coordenadas; esto explicaria que
haya anotado correctamente las coordenadas de los puntos A
y B y que, sin embargo, proporcione un solo nimero para las
coordenadas del punto C. Su procedimiento esta acorde con
sus puntajes en el TRC y el TRL.
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FIGURA 4. Ejemplo de la Categoria C1 (Alumno 35, TRL=0).

Este alumno calculé la parte entera del ndmero 10.1,
restando la coordenada x del punto B de la correspondiente
del punto A, 8-(-2)=10. La parte decimal la obtuvo de
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manera similar, pero ahora usando las coordenadas y: 5-4=1.
60 km es la distancia entre los puntos A al B, como calculada
por el estudiante. En la expresion aritmética que propone no
considera el Ultimo digito del 250, cuando hace su calculo.
Este procedimiento recuerda el problema conocido como “la
edad del capitan” [10].

En la Figura 5 se presenta otra solucion elaborada por
otro estudiante con un TRL=0. En la justificacién que da se
observa su necesidad de hacer operaciones con los datos del
contexto real y ofrecer un resultado, (7,4.2), ignorando
totalmente las coordenadas cartesianas de los puntos Ay B.
Esta informacion la usa Gnicamente para representar este par
de puntos en el plano cartesiano y plasmar las coordenadas
del punto intermedio donde se perdi6 el avion; observe que
intercambié la coordenada de la direccion horizontal por la
de la direccion vertical y viceversa. Su resultado se basa en
una justificacion incoherente, que esta tenuemente conectada
con la informacion vertida en el plano cartesiano cuando
asegura que “l km equivale a cada rayita”, y a su vez, la
informacién en el plano cartesiano esta relacionada con la
justificacién cuando al lado del punto de partida escribe “0
km” y en el llegada anota “350 km”. Este estudiante tiene el
comportamiento de un pensador rapido que percibe que el
problema esta resuelto cuando ofrece un resultado; no se da
cuenta que las coordenadas del punto intermedio no se
desprenden, ni de justificacion ni de su dibujo. En lo que se
refiere al texto de la Tarea, este estudiante no entendi6 el
significado de la frase “El ultimo mensaje emitido por un
avion de reconocimiento con el que se perdi6 todo contacto
indicaba que se hallaba a 250 km del punto de partida'y a 350
km del punto donde debia llegar”, porque asocia los 350 km
al punto de llegada (8,5).
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FIGURA 5. Alumno 39 (TRL=0).
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Este estudiante no entiende que el simbolo igual tiene un
significado de equivalencia y no percibe que un punto del
plano no es lo mismo que a una distancia, un escalar.

En la Figura 6 se presenta otra solucion de la Categoria
C1. El estudiante da las coordenadas del punto intermedio,
mismas que no se desprenden de su justificacion, en la que
aparecen valores numéricos que no estan relacionados ni con
los datos del contexto real ni con el plano.
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FIGURA 6. Alumno 26 (TRL=1).

No dibujo correctamente las coordenadas del punto A:
(-2, 5), ni dice de donde obtuvo los 600 km que asocia con la
distancia entre los puntos de salida y llegada del avién.

En las Figuras 7 a 9 se presentan soluciones propuestas
por estudiantes que superan el puntaje promedio del TRL (2,
12), correspondiente a la Categoria C1. Como veremos este
hecho no fue suficiente para que pudieran elaborar un dibujo
correcto. La Figura 7 fue elaborada por un estudiante que
obtuvo un puntaje de 3 en el TRL. Observe que transcribe
correctamente las coordenadas de los puntos A y B, pero en
el plano cartesiano dibuja los puntos (-4, 5) y (10, 8). Une
estos puntos por medio de una trayectoria que no es una linea
recta, a pesar de que en la Tarea se especifica que el avidn se
desplaza siguiendo un tramo recto. Asegura que 600 km se
corresponden con 10 c¢cm, pero la trayectoria que une a sus
puntos de salida y llegada del avion mide 7.9 cm. En su
dibujo del plano cartesiano, propone que las coordenadas
cartesianas del punto intermedio son (2, 4), pero no las usa
en su justificacion, donde aparecen los datos que se
proporcionan en la Tarea. Este comportamiento delata una
lectura superficial del texto, falta de control en el calculo y
ausencia de reflexion.
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FIGURA 8. Alumno 24 (TRL=4).

Pareciera que de manera individual, este tipo de soluciones
responde al puntaje alcanzado por el estudiantes en la prueba
de reflexion cognitiva (TRC), mas que en la prueba de
razonamiento légico (TRL), como se vera en los siguientes
dos casos que enseguida se presentan. La solucion, que
aparece en la Figura 7, fue elaborada por un estudiante que
tiene un puntaje de 3 en el TRL. Es un buen puntaje si
consideramos que los 26 estudiantes encuestados tienen una
calificacion promedio de 3.42 en esta misma prueba.

La Categoria C2 esta formada por 9 estudiantes, tiene un
puntaje promedio de 0.44 en la prueba TRC y 3.22 en el
TRL. Tres de los estudiantes tienen un TRC=0 y dos hicieron
un puntaje de 1 en el TRC. En todos los casos, la puntuacion
individual en el TRL es mayor o igual a la obtenida en el
TRC y no superior a 3. Algunos estudiantes propusieron
soluciones inventadas (vea la Figura 10), sin ninguna base, y
otras soluciones que van en la direccion correcta, pero que la
desatencion del estudiante, impidi6 la conclusion exitosa de
la Tarea (vea la Figura 14).
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FIGURA 9. Ejemplo de la Categoria C1. Alumno 14 (TRL=6).

Estos estudiantes hicieron un dibujo correcto, pero no
midieron correctamente el tramo que va del punto A al B. No
escribieron correctamente la regla de tres que conecta la
informacién del contexto real con aquella del plano
cartesiano. Una vez que localizaron la posicion del punto
intermedio C, no lo proyectaron sobre los ejes cartesianos
para identificar las coordenadas de este punto, o lo hacen de
manera incorrecta. Enseguida se presentan cinco figuras
representativas de las soluciones de esta categoria.
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FIGURA 10. Alumno 32 (TRC=0, TRL=1).
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FIGURA 12. Alumno 19 (TRC=0, TRL=4).
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FIGURA 13. Alumno 21 (TRC=1, TRL=1).

En la Figura 13 se presenta una solucién de la Categoria C2
(TRC=0y TRL=1). La longitud del segmento AB (que traz
este alumno) es de 7 cm. Sin embargo, él asegura que es 6
cm. Para ubicar el punto intermedio C, no midié
correctamente los 2.5 cm a partir del punto A; el alumno puso
la marca del punto (3,4) a4
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FIGURA 14. Alumno 20 (TRC=1, TOLT=3).

cm del punto A. Es un pensador rapido (TRC=0), su
trabajo deje entrever este hecho. Se observa que tratd de
obtener la razén que requeria, pero la falta de control en su
procedimiento, se lo impidid.
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En la Categoria C3 hay 7 estudiantes, hicieron un dibujo
correcto y resolvieron apropiadamente la Tarea. Tres de ellos
tienen un puntaje de cero en el TRC, otros tres estudiantes
obtuvieron un punto y otro alcanzé tres puntos (el puntaje
maximo).

En las siguientes figuras se dan tres ejemplos de la
soluciones elaboradas por estos estudiantes. Se observa que
a excepcion de un estudiante (vea la Figura 17), los otros seis
no se preocupan por dar las coordenadas cartesianas del
punto intermedio con el mismo grado de precision que el
usado para medir la distancia AB en el plano cartesiano.
Aunque proyectan el punto intermedio, recurren a su
percepcion visual para dar las coordenadas antes citadas. El
estudiante que propone una medicién para determinar estas
coordenadas, da valores mas cercanos a los correspondientes
a la solucion analitica.
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FIGURA 15. Alumno 27 (TRC=0, TRL=1).

En la Figura 16 se presenta una solucién de la Categoria C3
(TRC=0, TRL=5). Este estudiante hizo un dibujo correcto y
realiz6 mediciones atinadas. Identifico la relacion requerida:
10 cm en el plano cartesiano equivalen a 600 km en la
situacion real. Con esta informacién calcul6 la cantidad de
centimetros que dista el punto A del punto intermedio C, y
como consecuencia, obtuvo sus coordenadas cartesianas (2,
4.5). Este alumno es un pensador rapido (TRC=0), no
comprob6 su resultado. Por otro lado, esto no fue un
impedimento para que controlara su procedimiento de
calculo. Se observa que anota su idea para encontrar la razén
requerida. Hace un dibujo preciso y deja claro que sabe como
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proyectar un punto sobre un segmento. Este desempefio
concuerda con su puntaje en el TRL.

a‘n “\o ?’JHP (c,mpare ﬁo[l.)(fu('

“rfmo \Oem que equive \en & RN
K enlonces 4o suce e ety
aOO m,e o me dio 4 \xn 250 &n

valo( h Q\O Kn

sober Y I
[\ \ oor\" v 0
‘ . r\Q', N.€

‘1 [D .
{n\
Guion

£to \0 pbicoclon € el

FIGURA 16. Alumno 4 (TRC=0, TRL=5). Ejemplo de la Categoria
Cs3.

Este alumno presenta un dibujo correcto y preciso. Su
solucidn gréfica para el punto C:(2,4.5) es muy cercana a la
obtenida analiticamente, (13/6, 53/12).
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FIGURA 17. Alumno 28 (TRC=1, TRL=5).
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La solucion de este estudiante para las coordenadas del punto
intermedio C:(2.1, 4.4) son muy cercanas a la proporcionada
por el método analitico, (2.2, 4.4).

De los 25 dibujos presentados, 17 son correctos, aunque
solo 7 fueron usados en la resolucidn de la Tarea. 8 alumnos
(Categoria C1) hicieron dibujos incorrectos y propusieron
una solucién incoherente. Solo uno de estos, resolvid
correctamente las dos preguntas de razonamiento
proporcional del TRL y otro resolvié solo una.

TABLA 1. Distribucion por categorias de los 25 alumnos que
presentaron un dibujo y de los puntajes promedio del TRC y del
TOLT. La puntuacion maxima en el TRC es 3y en el TOLT es 10.

NUmero ) L
Categorfa | de TRC | TRL Dibujo ¢Solucion
correcta?
alumnos
C1 8 [0.00 |2.12 | Incorrecto No
C2 10 | 0.50 | 3.50 | Correcto No
C3 7 10.85 [4.71 | Correcto Si

En la Tabla | se presenta la distribucién de los 25 dibujos por
categorias. Se observa que el puntaje promedio mas alto del
TRL se corresponde con el subgrupo de estudiantes que
realiz6 un dibujo correcto y resolvio la Tarea (Categoria C3),
mientras que el puntaje mas bajo, corresponde a los
estudiantes que presentaron un dibujo incorrecto y no la
resolvieron correctamente (Categoria C1).
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Aguilar y colaboradores [4] encuestaron a un grupo de
estudiantes de preparatoria por medio de un cuestionario de
nueve problemas matematicos. Estos 78 estudiantes también
resolvieron el test de razonamiento l6gico (TRL). Estos
autores encontraron que, de los estudiantes que estaban
habilitados en el razonamiento proporcional, algunos no lo
usaron para resolver el problema matematico que lo requeria.

Ahora, los alumnos encuestados por nosotros deben
establecer una razén para resolver la Tarea. Para saber si
ellos presentan un comportamiento similar al reportado por
estos autores [4], consideramos su desempefio en los dos
items del TRL que eval(an el razonamiento proporcional. De
los 26 estudiantes, 13 no resolvieron ninguno, 7 resolvieron
uno, y 6 resolvieron los dos. Considerando que un alumno
esta habilitado en el razonamiento proporcional cuando al
menos resolver uno de estos items, se tiene que la mitad de
estos estudiantes domina el razonamiento proporcional. En
la Tabla Il se distribuyen estos tres blogues de alumnos por
categorias. Observe que, de los estudiantes que dominan el
razonamiento proporcional, 7 lograron establecer la razén y
los 6 restantes no lo lograron, aunque estan habilitados para
ello. Como el nimero de alumnos encuestados en el presente
trabajo es la tercera parte de la muestra de Aguilar y
colaboradores [4], encontramos un acuerdo parcial con estos
autores.

TABLA 1l. Nimero de items de razonamiento proporcional
contestados correctamente, distribuidos por categorias.

. §
%0 ¥ \@Q Q \ g
, No. de No. de No. de
Categorta

alumnos | alumnos | alumnos
(1 6 | |
2 4 2 4
(3 3 2 2

En la cabecera de la Tabla Il se sefiala el nimero de items
contestados correctamente. Cinco estudiantes no contestaron
ningun item, pero lograron establecer la razon necesaria para
resolver la Tarea. En oposicién, tres estudiantes, que de
acuerdo al TOLT estdn habilitadas en el razonamiento
proporcional, no lograron usarlo.

Cabe resaltar que de los 13 alumnos que no resolvieron
ninguno de los dos items, 3 establecieron la razon
involucrada y resolvieron la Tarea. Segln la prueba TRL,
estos estudiantes no estan habilitados en el razonamiento
proporcional. Sin embargo, algunos lo usaron y la
contestaron correctamente.

De las Tablas | y I, se concluye que un dibujo correcto
es necesario para establecer la razén requerida, pero, un
dominio minimo de razonamiento proporcional, no es
suficiente para elaborarla.

http://iwww.lajpe.org



Soluciones estudiantiles de un problema de movimiento propuesto en un libro de texto de geometria analitica...

IV CONCLUSIONES

En promedio, los 26 estudiantes de preparatoria encuestados
son pensadores rapidos; obtuvieron 0.46 puntos en el test de
reflexion cognitiva (TRC) [7]. En términos de Kahneman
[6], en este grupo predominan los pensadores intuitivos que
buscan la solucion con el minimo esfuerzo mental y sin
control voluntario. Ademas, son pensadores concretos; el
puntaje promedio en el test de razonamiento l6gico (TRL)
[3] es de 3.42. Los objetos concretos les facilitan la
elaboracion de representaciones mentales necesarias en la
propuesta de un plan para resolver un problema.

25 estudiantes resolvieron la Tarea usando un método de
solucién grafico. Otro propuso un procedimiento aritmético
incoherente. El 46% la resolvid correctamente. Ningun
estudiante conecto el desplazamiento del avion en el espacio
con la modelacion matematica implicita en la redaccién del
problema del libro de texto de geometria considerado [9].

Aunque la Tarea cumple con el Evento y la Pregunta de
la taxonomia de Palm [2], esto no fue suficiente para que los
estudiantes recurrieran a su conocimiento cotidiano.
Ademas, la ambigiedad en la Informacion/datos y la
Presentacion, no les permitié interpretarlos de manera
apropiada para identificar la modelacion matematica
involucrada en el problema del libro de texto de geometria
[9]. Ellos se concretaron a utilizarla para elaborar una
solucion, dejando entrever un alineamiento con el contrato
didactico [11].

Ademas, ninguno intenté comprobar su resultado. Al ser
pensadores rapidos, no consideran importante comprobarlo.
En promedio, los estudiantes con los puntajes més altos en el
TRC yel TRL tuvieron un mejor desempefio en la resolucion
de la Tarea (vea la Tabla I).

Observamos que un dibujo correcto fue crucial para
proponer la razén requerida. Sin embargo, el estar habilitado
en el razonamiento proporcional no fue suficiente para
alcanzar este fin (vea la Tabla Il). Esto esta en consonancia
parcial con el resultado de Aguilar y colaboradores [4].

La Comision Nacional de Libros de texto Gratuitos de
la Secretaria de Educacién Publica de México considera a la
modelacién matemdtica desde la educacién primaria [12]. A
los estudiantes encuestados no les Ilamoé la atencion que el
avién de reconocimiento hiciera su recorrido sobre el
segmento de recta que conecta los puntos de salida y llegada.
En un trabajo futuro, se consideraran entrevistas con los
alumnos, con la finalidad de saber si ellos logran identificar
el modelo matematico implicito en la redaccion de la Tarea
y la forma en que lo usan.

También se plantea una aplicacion futura a los
estudiantes universitarios. Es interesante conocer si su mayor
habilitacion académica les permite identificar el modelo
matematico que subyace en la Tarea y el tipo de soluciones
que presentan. Ademas, seria interesante explorar si
predominan las soluciones analiticas sobre las soluciones
graficas. Esperamos que se repita el resultado que
encontramos en el presente estudio: los estudiantes con los
mas altos puntajes en el TRC y el TRL son los méas exitosos
al resolver un problema matematico. Ademas, nos permitiria
indagar si el transito del bachillerato a la universidad

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 12, No. 2, June 2018

2303-11

propicia que los estudiantes sean mas reflexivos. Lopez [7]
asegura esto, pero Unicamente en relacion al transito de los
estudiantes en sus estudios universitarios. En general, se
esperaria un incremento en los puntajes promedios del TRC
y TRL. Otro aspecto interesante para un trabajo futuro seria
indagar la manera en que resuelven la Tarea los maestros de
matematicas de las escuelas preparatorias mexicanas.
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