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Resumen

En este trabajo, presentamos y discutimos un modelo pedag6gico para la descripcion del centro de una estrella. En este
sentido, consideramos una solucidn en serie de las ecuaciones de estructura estelar, para un sistema en equilibrio
hidrostatico y ecuacion de estado barotrdpica, permitiendo describir de manera general el comportamiento de las
variables termodindmicas presentes en la vecindad del centro estelar. La metodologia empleada permite tratar el
problema de estructura del centro estelar con mayor precision de lo que cominmente se encuentra en la respectiva
literatura educativa. Debido al caracter general de la metodologia, se espera estimular a los estudiantes a encarar
problemas con mayor complejidad, tales como aquellos que incluyen dindmica de rotacion, materia exética o
singularidades.
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Abstract

In this work, we show and discuss a pedagogical model for description of the center of a star. This way, we consider a
series solution for the equations of stellar structure, for a system in hydrostatic equilibrium and barotropic state
equation, getting a general description of thermodynamic variables present in the neighborhood of stellar center. The
methodology used permits to treat the problem of stellar center structure with higher precision compared to the ordinary
found results given in the respective educative literature. Owen to the general character of the methodology, we expect
to estimulate the students to face problems of greater complexity like those that include rotation, exotic matter and
singularities.
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I. INTRODUCCION

Los estudios sobre formacién y evolucién de galaxias son
un pilar fundamental para aproximarnos a una mejor
comprension de la dindmica y evolucion del universo. De
hecho, para poder entender y describir la historia de nuestro
universo debemos intentar comprender la evolucion de las
partes que lo componen. Por esta razén la estrella es una de
las primeras unidades basicas a comprender.

La experiencia adquirida en clases por los autores
sugiere que los estudiantes de ciencias béasicas y aplicadas
se muestran curiosos e interesados por temas ligados a la
astronomia en general. Asi, parece interesante buscar
problemas de origen astrofisico para motivar el aprendizaje
de diversos topicos avanzados, tales como, ecuaciones
diferenciales, termodindmica, mecénica de fluidos, y
modelacién matematica de sistemas dindmicos en general.
El problema que exploramos en este trabajo se refiere a
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estructura estelar. Pretendemos una mejor comprension de
los modelos simples de estructura estelar y sus soluciones.
En el contexto de Newton, una estrella en equilibrio
hidrodinamico se puede describir a través de un modelo de
fluidos, en donde para cada elemento de volumen del fluido
las leyes de Newton son validas. En el modelo méas simple
de estrellas Newtonianas, las fuerzas presentes sobre cada
elemento de volumen estan asociadas a la gravedad y a la
presion. Para el caso sin rotacion, el equilibrio hidrostatico
se alcanza cuando ambas fuerzas se compensan y la fuerza
neta es nula para cada elemento de fluido en la estrella. Este
simple modelo tedrico ha sido intensamente estudiado en
astrofisica [1] para describir termodinamicamente las
cantidades fisicas relevantes en la descripcion del interior
estelar: presion, densidad, temperatura, masa, luminosidad,
opacidad, etc. Pero, la descripcién de un sistema estelar
también necesita de lo que se conoce en termodindmica
como una “ecuacion de estado”. En verdad, es la ecuacion

http://www.lajpe.org



J. Diaz Polanco, F. Arretche
que determina la relacién entre las cantidades
termodindmicas principales: presi6n, temperatura y
densidad. Para este estudio y por razones de simplicidad,
consideramos una ecuacion de estado del tipo
“barotropica”, lo que significa que la presion del gas estelar
no depende explicitamente de la temperatura, mas bien,
exclusivamente de alguna funcion de la densidad de
materia. Esta simplificaciéon, permite una primera
aproximacion al tema, es ideal para estudiantes que se
inician en temas astrofisicos y pretendan investigar modelos
mas complejos en el futuro.

Nuestros objetivos en este manuscrito son:

1. Hacer una breve presentacion pedagogica sobre las
ecuaciones de estructura estelar y desarrollar una
metodologia simple para resolverlas;

2. Discutir, en un nivel educativo, los resultados que se
pueden obtener al resolver las ecuaciones de estructura
para el caso en donde es valida una “ecuacion de estado
barotropica” y mostrar que existe una solucion en serie
capaz de modelar el nicleo de este tipo de estrellas de
forma general en el contexto Newtoniano;

3. Estimular la basqueda de soluciones de las ecuaciones de
estructura estelar para casos cada vez més realistas y a
su vez, mas complejos.

La lectura de este manuscrito estd recomendada, en
particular, para los estudiantes de ciencias, como un buen
ejemplo transversal a las disciplinas de mecanica de fluidos,
termodinamica, ecuaciones diferenciales y gravitacién, y en
general para quién quiera comprender la teoria de los
modelos estelares basicos.

Este trabajo es presentado de la siguiente forma: En la
seccion 1, hacemos una breve descripcién de las variables
fisicas que participan de las ecuaciones pertinentes a la
estructura interior de una estrella Newtoniana, tales como,
presion, masa, densidad, temperatura, flujo de energia, taza
de energia producida por procesos nucleares, opacidad y
luminosidad. Mostramos que las relaciones entre estas
cantidades fisicas forman un sistema de ecuaciones
diferenciales y estudiamos las condiciones usuales para
enfrentar la solucion del problema general. En la seccion 11
reescribimos el sistema de ecuaciones presentado en IlI,
usando variables adimensionales y particularizamos el
problema para el caso barotropico. Presentamos su solucion
general, en serie de potencias, en torno del centro estelar
para el subsistema de ecuaciones que define a la presion y
la densidad de materia. En la seccién IV mostramos los
argumentos matematicos que permiten definir la ecuacién
de estado en la vecindad del centro estelar y estudiamos su
comportamiento. Finalmente en el capitulo V se presentan
las conclusiones obtenidas.

1. ECUACIONES DE ESTRUCTURA
ESTELAR: UNA BREVE REVISION

Las ecuaciones de estructura para una estrella Newtoniana
sin rotacion y en equilibrio hidrostéatico estan bien definidas
en la literatura y su deduccion formal puede ser encontrada
en diversos textos basicos [2]. Con la finalidad de presentar
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las ecuaciones de estructura, hacemos una breve
descripcién sobre como modelar una estrella, sin rotacion y
en equilibrio hidrostatico.

Consideremos una estrella esférica de masa total M, y

radio R. Escogemos un elemento de masa AM de la
estrella a una distancia r del centro de la estrella, donde
obviamente r <R. En seguida, estudiamos las fuerzas que
actian sobre el elemento de masa AM (ver Fig. 1) y
notamos que la condicion de equilibrio hidrostatico se
alcanza cuando las fuerzas radiales asociadas a la presion
del fluido anulan a la fuerza gravitatoria.
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FIGURA 1. Fuerzas radiales sobre un elemento de fluido de masa
AM usando coordenadas esféricas. Las componentes no radiales
de las fuerzas se anulan sobre el elemento de fluido en equilibrio
hidrostatico.

Esta situacién de equilibrio puede ser descrita mediante una
ecuacion de fuerzas del tipo

GMAM _o, 1)

I,2

[P(r)—P(r + Ar)](rsen6Ag)(rA0) —

en donde P(r)es la presion en el punto r, P(r+Ar) es la
presion en el punto r+Ar, (rsen6Ag)rAd) es el area
efectiva en el elemento de volumen en donde la fuerza
radial actda. El Gltimo término en la Ec. (1) representa la
fuerza gravitacional que actda sobre el elemento de masa
AM por accion del resto del fluido, de modo que
M =M(r) es la masa estelar total encerrada en una esfera
de radio ry G es la constante de gravitacion universal. De
hecho, un problema interesante para nuestros alumnos es
probar que M (r) es la fraccion de masa de la estrella que
efectivamente participa de la gravitacion del elemento de
masa AM
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Tomando el cociente de la expresion (1) por el elemento
volumen Av =(rseneag)(rag)Ar , el cual esta asociado al

elemento de masa, y tomando el limite diferencial Av — 0,
obtenemos la variacion de la presion p(r)en funcion de la

coordenada radial r en el interior de la estrella, de modo que

dpP _ GM(r)p(r) 2
dr r2 '

donde p(r) es la densidad de masa a una distancia r del

centro de la estrella. La Ec. (2) es conocida como la
“ecuacion de equilibrio hidrostatico” en el contexto de
Newton. Observemos que la naturaleza explicita de las
fuerzas que equilibran la fuerza gravitatoria no es
discriminada en (2). Un ejercicio interesante para nuestros
alumnos es encontrar la Ec. (2) usando argumentos
puramente energéticos.

Ademés, el elemento de masa AM esta vinculado con la
densidad de masa en el limite diferencial segun la relacién
dM = pdv , la cual puede ser escrita en funcion de la

coordenada radial segun

W:4ﬁp(l’) re. ®)

La Ec. (3) es conocida como “ecuacion de continuidad”.
Hasta este punto, tenemos tres variables: la presion p(r),

la masa M,y y la densidad de materia p(). Necesitamos una
ecuacion mas para que el sistema de ecuaciones sea
consistente y pueda ser resuelto [3]. Esta ecuacion se
conoce como la ecuacion de estado y en general define la
dependencia entre la presion local, la densidad local y la
temperatura local, la cual puede ser escrita en la forma
P="P(p,T)- En general es justamente la ecuacion de estado la

que define el tipo de estrella en cuestion y es en ella en
donde se resumen las propiedades fisicas fundamentales del
sistema. Su forma particular es parte del modelo y, por lo
menos en principio, para una dada estrella real, no es
conocida “a priori”. Es por esta razon que se debe elegir
apropiadamente la ecuacién de estado, caso contrario existe
el riesgo de obtener una solucion matematica desconectada
de la realidad fisica.

Conjuntamente a las Ecs. (2, 3) y una ecuacion de
estado de la forma p=p(y,T), Un modelo estelar tipico

considera también el flujo de energia producida por
reacciones nucleares, la energia reabsorbida luego de los
procesos nucleares y los gradientes de temperatura en el
interior producidos tanto por transferencias convectivas,
radiactivas y  conductivas. Estas  consideraciones
adicionales se traducen en dos ecuaciones mas para el
modelo de estructura estelar.

La primera se puede deducir de la siguiente forma:
Consideramos que F(r) es la taza de energia producida a

una distancia r del centro de la estrella, de preferencia
asociada a reacciones nucleares. Aclaramos esta definicion
diciendo que F(r) representa la potencia total irradiada por

los procesos nucleares que ocurren dentro de una esfera de
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materia de radio r. Una forma simple de modelar la taza de
energia F(r) es definirla a través de un nuevo parametro g,

que mida la taza de energia por unidad de masa, es decir
que satisfaga la relacion q —gr/dm , la cual, con ayuda de

la Ec. (3), puede ser escrita en la forma:

i—t:47rp(r) r’g,,. (4)

La taza por unidad de masa q, es obtenida a partir de la
energia producida por cada proceso nuclear particular que
ocurre en la estrella, donde usamos como referencia las
secciones eficaces de colision calculadas o medidas en la
Tierra.

La ecuacién que falta define el gradiente de temperatura
en el interior de la estrella. Sin embargo, tenemos que
tomar en cuenta el tipo de trasferencia energética, ya que
puede ser del tipo radiactiva, convectiva o conductiva. En
una estrella comdn la trasferencia por conduccion suele ser
la menos efectiva, por lo que generalmente se desprecia
esta contribucion. Por otro lado, en las cercanias del centro
estelar, es comun encontrar modelos que indican que la
transferencia radiactiva es la dominante. Por esta razon, si
asumimos que en el nucleo de la estrella predomina la
transferencia radiactiva, es necesario tener en cuenta que no
toda esta radiacion conseguird escapar de la estrella. De
hecho la radiacion que consigue escapar es el resultado de
un gran nimero de absorciones, dispersiones y emisiones a
lo largo de todo su trayecto. Es asi como nace un concepto
asociado a la resistencia que impone la materia estelar al
paso de la radiacion; la opacidad. En este trabajo, la
opacidad sera caracterizada con la letra griega Kappa: «.
En general, la opacidad debe ser calculada tomando en
cuenta los procesos particulares que ocurren en cada
estrella. Una forma simple de visualizar este concepto es a
traves del camino libre medio 4, recorrido por un foton que
esta viajando a una distancia r del centro estelar, de modo
que se cumple la relacion 4 _1 en la cual vemos que la

P |

' e

opacidad es inversamente proporcional al camino libre
medio recorrido por el foton y también a la densidad de
materia por donde este circula.

A modo de ejemplo mostramos la ecuacion general para
la transferencia radiactiva, la cual puede ser escrita en la
forma

ar __ 3 xp F (5)

dar dacT? 4m?

cuando la transferencia por conveccién es despreciable. La
Ec. (5) puede ser deducida a través de la conservacion de
flujo de energia, en donde la ley de Stefan-Boltzmann es
valida localmente y ella permite conocer el gradiente de
temperatura, en donde encontramos la constante de
radiacion g =4O'C —756x10Jm=3K -

Con el fin de motivar a los estudiantes, podemos decir
que en calculos estelares tipicos, es comin modelar la taza

de produccion de energia oy la opacidad x de modo que
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On = qopan y KZKOpATJ (€)

donde los coeficientes o, 5,4 y ¢ definen los perfiles de

produccion de energia y de opacidad [4]. Las relaciones en
(6) no seran usadas directamente en este trabajo, sin
embargo, constituyen un primer paso para modelos
realistas. Es importante indicar que modelar la taza y la
opacidad son temas que contintian siendo investigados en la
actualidad y no es un tema cerrado.

Las condiciones de frontera para P,M,p,F y T estan

presentes en la Tabla I. Observemos que tenemos un
problema de dos puntos de frontera (r =0y r=R), donde
usaremos la siguiente notacion P, o, y T, son la presion,

densidad y temperatura, respectivamente medidas en el
centro de la estrella. Ademas definimos L. como la
luminosidad total y T,, es la temperatura superficial, ambas

conectadas por la expresion de cuerpo negro:
L, =4zR%T,, ()

donde o (=4a/c) es la constante de Stefan-Boltzmann.

TABLA 1. Condiciones de contorno para las funciones
P,o,M,F y T.Porotro ladoP,, o,y T, son respectivamente la

presion, la densidad y la temperatura centrales; m. es la masa
total de la estrella, , y T son respectivamente la luminosidad y
temperatura superficial.

Variable r=0 r=R
Presion P P, 0
Masa M 0 M,
Densidad p Do 0
Flujo F 0 L.
Temperatura T T, Tet

El conjunto de Ecs. (2)-(5) forman un sistema no lineal. En
general, no existen expresiones analiticas en la literatura [5]
y lo que se hace es en general un enfoque directamente
numerico al problema [6]. Es importante observar que, si
conocemos la densidad , entonces podemos deducir todas

las otras cantidades fisicas citadas.

En la siguiente secciéon presentamos una solucién en
serie de las Ecs. (2) y (3), en la cual, vamos a estudiar uno
de los casos formales mas simples, el caso de “fluido
barotropico”. Un fluido barotropico es un fluido cuya
ecuacion de estado es de la forma

P=P(p)- (@)

Es decir, la presion en el fluido depende exclusivamente de
la densidad de masa. Esta simplificacion permite encontrar
una solucién en serie vélida en la vecindad del centro
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estelar, lo que la hace extremamente interesante para
alumnos que se inician en este topico.

I11. SOLUCION EN SERIE DE POTENCIAS EN
LAS CERCANIAS DEL CENTRO ESTELAR

Mientras no existan expresiones analiticas, fisicamente
validas, en todo el dominio de la variable radial (0 <r <R),
podemos buscar soluciones analiticas parciales para
describir a la estrella. En este trabajo nos concentraremos
en el centro de la estrella y buscaremos una solucion
analitica usando la técnica de las series de potencias.

Pero, antes de trabajar el sistema formado por las
ecuaciones de estructura estelar, vamos a reescribirlas de
forma adimensional. Comenzamos cambiando la
coordenada radial r por una nueva variable x definida
como

r=rx, (©)]

0

donde ry es un pardmetro de escala que puede ser escogido
apropiadamente para no tener que trabajar con distancias
radiales gigantescas. Por otro lado, en astrofisica es usual
usar el concepto de masa geométrica [7]

GM
m, =M, (10)

con el fin de reescalar la masa de materia m a unidades de
longitud. De esta forma, podemos notar que si dividimos la
masa geomeétrica por ro, entonces tenemos otra variable sin
dimension, esta vez asociada con la masa. Para nuestros
fines, definimos m como una cantidad adimensional, tal que

m=£=GNZI . (11)
r, r,C

Substituyendo (9) y (11) en la Ec. (3), esta puede ser escrita
en la forma

dx c?

dm _ [47er2 G} (X)X, (12)

Mientras que la Ec. (2) queda escrita como sigue:

d [P(X)j:‘p(x)m(x) | (13)
X2

dx c?

Se puede verificar que P(x)/c? tiene las mismas unidades
que la densidad de masa y que la cantidad 4-r’G/c? tiene

unidades equivalentes al reciproco de densidad de masa. De
este modo, podemos crear facilmente otras dos cantidades
adimensionales asociadas a la densidad de masa y a la
presion, las cuales seran definidas de la siguiente forma:

2 2 . .
554G |y 5 ,4G P Con estas substituciones, es
¢ ¢ c
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facil verificar que las ecuaciones en forma adimensional
para la densidad, la presion y la masa, son tales que:

dp __ m(x)p(x) (14)
dx x?
Z—m = p(X)x*s (15)
X
p=p() (16)

Con un desarrollo similar, se puede mostrar que las Ecs. (5)
y (6) pueden ser escritas como

& x4, (7
X

a7 __ 1 xp(IF() (18)

dx 47X T

donde F,q,,T,x son las nuevas variables adimensionales
asociadas a las variables originales F,q ,T,x. La Tabla Il
muestra la conversion de unidades utilizada en este trabajo.

TABLA II. Tabla de conversion de unidades fundamentales y sus
derivadas wusadas en este ftrabajo para las cantidades
adimensionales. G es la constante de gravitacion universal, ¢ es
la velocidad de la luz en el vacio y a=4c/c=7,56x10"Im°K ™.
Observe que la relacidn con las unidades tradicionales depende del
valor escogido para la longitud r, .

Cantidad fisica Transformacion Cantidad
fisica
adimensional
Longitud r r—r,X X
Masa M r.c? m
M — Lm
G
Tiempo r - t
pot t—-0t t
c
Densidad p G- P
p— [47%2 C7:| p
Presion P G = P
P [47er2 C—A} p
Flujo de energia 5 _ F
) gia F F>oF F
G
Tasa de produccion ¢’ - q
i O —>—0 "
de energia g, m
Temperatura T e T
T {ﬂ(mf E“H T
3 c
Opacidad x Gr, — K
K——

Nuestro trabajo ahora es resolver el sistema de Ecs. (14),
(15) y (16) en las cercanias del nudcleo de la estrella (

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 5, No. 2, June 2011

Un modelo didactico para la estructura del centro estelar
0<x<<1). Asumimos que la densidad de masa ,= p(x)

puede ser escrita genéricamente como una serie de
potencias de la forma

p(x)= ianx", (19)

la cual tiene una representacion en torno a x=o y ademas,
por hipotesis asumimos que al menos existe un 5o, tal
que existe convergencia de la serie en g<x<s. Notemos
que o representa la densidad adimensional en el centro

estelar (,,,), por lo cual la vamos a considerar finita y

positiva, es decir, en este modelo la estrella no contiene
materia exoética ni tampoco posee singularidades en el
centro de la configuracion.

Integramos la Ec. (15) en un intervalo [o, x] y usamos

la condicion de contorno m(0) = 0 para obtener que

m(x)=xH (x) (20)

donde H(x) es una funcion auxiliar tal que

H(x)=Y 2% (21)
=n+3
la cual tiene el mismo intervalo de convergencia que ,(x)

Por otro lado la Ec. (14) puede ser expresada en la forma

9P () p(x), (22)
dx

la cual también puede resolverse simplemente en series, ya
que podemos usar la teoria asociada al producto de series
de potencias para definir la serie

xH (x) p(X) = icnx“*l, (23)
n=0
donde _ es facilmente obtenido y se puede probar que

B SO - (24)
Cc, = a .
Z;‘k+3 Nk

De este resultado, al integrar la Ec. (14), tenemos que en las
cercanias del centro estelar la presion debe ser de la forma

()= p(0)- x> S x, (25)

lo que nos da la forma explicita para la presion del sistema
en las cercanias del centro estelar. Sin embargo, podemos
estudiar los vinculos existentes entre los coeficientes para
dar una completa solucién del modelo. En este punto un
ejercicio interesante para cualquier estudiante es probar que
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la presion y la densidad tienen el mismo intervalo de
convergencia.

IV. ANALISIS DE LA SOLUCION

A continuacién, realizamos un breve analisis matematico de
la soluciéon obtenida. Si la presién adimensional la
escribimos en una forma genérica, tal que

p(x)=3b,x", (26)

n=0

entonces podemos escribir cada coeficiente b, en funcién
de pardmetros conocidos. En resumen vemos que

bO = B(O) > O, (27)

b, =0, (28)

=t 3 & 5 n=0,1 2. (29)
" n+2&5k+3 ™

donde la relacion de recurrencia (29) se obtiene por simple
comparacion entre las Ecs. (25) y (26), y permite conocer
cada coeficiente de la presién en funcién de los coeficientes
de la densidad. Notemos que en particular para n=o la Ec.
(29) nos muestra que

2
_&

6

b, = <0- (30)

Note que como p, esta vinculado con la segunda derivada
de la presion respecto de x (en x = 0), podemos afirmar
segln (28)-(30) que la presion tiene un maximo local en x =
0. Lo interesante es que este resultado trivialmente 16gico
es ahora demostrado mateméticamente de forma simple y
general, para cualquier ecuacién de estado que acepte una
representacion en serie en torno del centro estelar. Por otro
lado, nuestro fluido es barotrépico, lo que nos dice que
p=p (p), entonces se cumple que

dp_dpdp, (31)
dx dp dx

la cual al ser evaluada en x =0 nos muestra que

Q:(dpj 0 (32)
d ,0 x=0

Intuitivamente, es fisicamente correcto asumir que en el
centro estelar

{@J -0, (33)
dp o
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lo que significa fisicamente que presion y densidad deben
disminuir simultdneamente desde el centro estelar. Ademas

como p, =0, entonces la Ec. (32) nos dice que

a, =0. (34)

Efectuando el mismo procedimiento podemos determinar
que

dp dx

2 2 —\? N A2 A
d*p _d p(dpj ,dpd’p. (35)

dx* g’ dx 2

la cual, al evaluarla en x = o nos muestra que

— _
2b, = alz[dEJ + Za{ZPJ : (36)
d p x=0 ’0 x=0

Con este resultado, vemos que las Ecs. (32), (34) y (36) nos
muestran que

a, <0. @37

Por lo tanto, se demuestra que la densidad de materia
también presenta un maximo local en el centro de la
configuracion, como era de esperarse.

Efectuando el mismo procedimiento para determinar los
coeficientes de potencias superiores, es facil probar por
induccién matemaética que todos los coeficientes asociados
a potencias impares, tanto para la serie de presiébn como
para la serie de densidad de masa, son nulos, es decir, para
todon=0, 1,2, ... se cumple que

Ay = oy b2n+1 =0 (38)

lo que nos muestra que tanto la presién como la densidad de
energia se comportan como funciones pares en la vecindad
del centro estelar, mientras que la funciéon de masa sera del
tipo impar. Para demostrar (38) simplemente usamos la Ec.
(29) conjuntamente con la identidad

dnB: dn—l LEQ (39)
dx"  dx"*{dp dx )

la cual nos dice que en x=0 se cumple que para todo n
natural

b, :a{dPJ | (40)
dp x=0

mostrando claramente un vinculo extremamente fuerte a ser

satisfecho por la solucion encontrada.

Finalmente, con estos resultados podemos ver que la
ecuacion de estado valida para todas las estrellas no
singulares y sin materia exdtica puede ser escrita en la
forma:
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PO = 2 p(0): (41)

donde los coeficientes de la densidad pueden ser calculados
de forma iterativa usando las relaciones (40) y (29), tal que
obtenemos la relacién de recurrencia

n=012. (42)

a - _ a0 i a2k a
22 by (n+1)& 2k +3 2
de la cual podemos deducir que los primeros términos de la
serie asociada a la densidad son de la forma:

3 5 7
;(x):ao—aix2+ & Xt - 61a, 3x6+O(x8)- (43)
60,  45b,°  22680D,

Para estudiar la convergencia se sugiere realizar la siguiente
substitucion

7= % (44)

X,
Jby

la cual permite escribir la serie asociada a la densidad en la
forma

ﬁzl—lz%iz“— 61 26+O(28)! (45)
a, 6 45 22680
convirtiendo la serie (43) en una serie numérica que puede
ser estudiada usando algin programa de computacién
algebraica, tal como MAPLE o MATHEMATICA. Los
coeficientes de la serie (45) seran llamados de 4, y pueden

ser calculados de la Ec. (42). Para calcular el intervalo de
convergencia de la serie (45) usamos el criterio de la razén.
Para hacer esto, primero calculamos el limite

an+2

an

L=1lim (46)

n—m

Sin embargo, es facil percibir que el calculo analitico de
este limite es muy complicado. De hecho g, ., depende de

una sumatoria, en donde aparecen productos de los
coeficientes anteriores. Por esta razén, proponemos un
andlisis numérico, en donde podamos visualizar este limite
(46). La metodologia numérica que proponemos es muy

y

an+2

O2n
estos resultados son graficados. Es decir, en la Fig. 2

simple; para cada valor de n calculamos la razén

9oni2| en funcién del natural n.
an
Técnicamente realizamos este grafico hasta un natural igual
a 10000, sin embargo, para una mejor visualizacion sélo

graficamos hasta n=200.

presentamos la razén
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0,00 ‘ ; . ‘ . ‘ ‘ ‘
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FIGURA 2. Razén entre los coeficientes de la serie da funcion
;(z)/ao para los primeros 200 coeficientes. Los resultados

muestran que esta razén converge para | ~ 0,0933.

Podemos facilmente visualizar que el limite converge para
un valor | ~0,0933. Esto significa que la serie (45) es

convergente para todo valor z, tal que, 0,0933z2 <1, lo que

nos permite inferir que el intervalo de convergencia es
aproximadamente

0<7<327. (47)

Para que sea posible visualizar el limite de validez de la
solucién, presentamos en la Fig. 3, el grafico que
corresponde a la densidad en funcién de la coordenada z,
donde facilmente se visualiza que la funcion explota
inmediatamente después del valor z ~3.27.

.E(X)f”n 142
1,24
1,0

0,8~

0,6-]

0,4-|

0,2-|

0,0 T T T T T T T T

FIGURA 3. Densidad de masa, en unidades de a,, en funcion de

la coordenada espacial z. Los términos considerados llegan hasta
0(z°°) . Se verifica rapidamente que la serie explota para z ~ 3,
217.

Como fue dicho en la seccion anterior, la densidad y la
presion central de una estrella son consideradas como
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pardmetros del modelo, tal que, una vez conocidos 0
elegidos, este modelo puede rapidamente mostrar la
dependencia en las cercanias del centro estelar.

Para fines didacticos, comparamos nuestros resultados
con el modelo propuesto en la referencia [8], segun la cual,
para una solucién de “orden cero”, se considera la densidad
constante: p(x) = p, =a, - D€ acuerdo con este modelo mas

simplificado, la masa, la presion, el flujo y la temperatura
son dadas, en nuestra version adimensional, de la forma

m(x) = % X, (48)

P(X) =b, —%XZ, (49)
F(x)= % X, (50)
f(x):fo_%ﬁ%xz, (51)

donde F(x)es el flujo de energia adimensional y T(x)es la
temperatura adimensional. Ademas, si asumimos que la
opacidad y la tasa de produccién son constantes en las
cercanias del ndcleo estelar: x(x)~x, ¥ q(x) =g,

Para fines practicos elegimos a, =b, =1 en los graficos

abajo. La Fig. 4 muestra el grafico para la masa.
Répidamente verificamos que cuando consideramos
términos de orden superior en la serie, la masa crece mas
lentamente que x*, traduciendo una diferencia de hasta un
factor 2 en la magnitud de la masa en el limite de validad da
serie.

0 (Xguoa)

e O(K)

FIGURA 4. Masa m en funcion de la coordenada espacial x.
Linea solida: masa obtenida por este modelo en serie; Linea trazo-
punto-trazo: masa obtenida para densidad constante (vea Ec. (48)).

Los resultados asociados a la presion son expuestos en la
Fig. 5.
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FIGURA 5. Presion p en funcién de la coordenada espacial x.
Linea solida: presion obtenida por este modelo en serie; Linea
trazo-punto-trazo: presion obtenida con la solucién de la literatura
para el caso de densidad constante.

T(x) 12+

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

FIGURA 6. Grafico de la temperatura adimensional T en funcién
de la longitud x. Linea trazo-punto-trazo: temperatura obtenida
con la solucidn de la literatura para el caso de densidad constante.
Note que la introduccion de los términos de orden superior
producen un desvio respecto a la dependencia parabdlica
presentada en la literatura.

Podemos inmediatamente ver que el calculo en orden cero
lleva a valores negativos de presién para x~2.2. Si
estamos modelando una estrella sin materia exética o algin
tema similar, no esperamos encontrar una presion negativa,
principalmente cerca del nicleo. Cuando incorporamos los
demas términos en la serie, los valores negativos
desaparecen produciendo una funcion que disminuye mas
lentamente que la dependencia parabdlica prevista en la Ec.
(49).

La Fig. 6 trae los resultados para la temperatura,
obtenida por integracion de la Ec. (18) comparada con los
datos previstos por Ec. (51). Elegimos una temperatura
central T =10 para que la diferencia entre los dos

“modelos” sea mas facilmente visualizada. Estos graficos
fueron producidos con k(x) = ko =1y q(x) = qo = 1. Note
que la consideracion de los términos de orden superior
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muestra que la temperatura sufre desvios del
comportamiento parabdlico y para x>1 caiga mas
lentamente hasta los limites de validad de convergencia de
la serie cuando es comparada con la aproximacion de orden
cero. Esto ocurre debido al caracter no lineal de la
dependencia de temperatura en la Ec. (18) de transferencia
radiactiva. La consideracion de modelos mas complejos
para las funciones de opacidad k y de produccién de energia
que ciertamente debe conducir a comportamientos ain mas
diferenciados.

No colocamos el grafico del flujo porque su
comportamiento es equivalente al de la masa y por lo tanto
no produce nuevas informaciones.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo estudiamos las ecuaciones de estructura
estelar para una estrella Newtoniana en equilibrio
hidrodindmico y hemos demostrado que la ecuacion de
estado, para el caso barotropico, valida en las cercanias del
centro estelar tiene una forma explicita bien definida
usando una expansion en series en torno al centro estelar.
Este tratamiento en series es muy simple en su concepcion,
y permite discutir todos los aspectos de la teoria de
estructura estelar. Esta metodologia puede ser usada por
nuestros estudiantes para enfrentar problemas asociados a
ecuaciones de estado mas complejas, y ciertamente se
obtendran resultados significativos para la densidad de
masa, la masa, presion y temperatura en las vecindades del
centro estelar. Ademas, mostramos como usar un problema
de origen astrofisico para estimular a estudiantes de
ciencias exactas en general a buscar modelos matematicos
més elaborados usando herramientas analiticas Yy
computacionales simples. De hecho, en este trabajo no
consideramos efectos de rotacidon, materia exdtica ni
singularidades, por lo que dejamos la inquietud planteada
para explorar esta simple metodologia en trabajos futuros.
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