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Resumen

Se estudia el movimiento planetario a través de experimentos virtuales con base en argumentos fisicos elementales e
intuitivos que permiten reinterpretar el método de Verlet. Esta metodologia estd basada en el movimiento uniforme
rectilineo y en el andlisis gréfico, por tanto permite acercar a estudiantes de un primer curso de mecénica newtoniana a
la comprension de las leyes de Kepler ya que no requiere de un contenido matematico avanzado. Ademas, con estos
experimentos virtuales es posible conocer de manera aproximada la posicion del planeta en funcién del tiempo,
situacion que no es posible en forma analitica. La precision del método se evaltia mediante el control de la conservacion
de la energia y del momento angular.
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Abstract
We study the planetary motion with virtual experiments based on intuitive and elementary physical arguments that
allow reinterpret the popular Verlet’s method. This methodology is based on the uniformly motion and this can be used
in the basic course of Newtonian mechanics to study the Kepler's laws, because this methodology does not include
advanced mathematics. With these virtual experiments it is possible to know the position of the planets as a function of
time, situation that cannot be calculated analytically. The precision of the method is evaluated by monitoring the
conservation of energy and the conservation the angular momentum.
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I. INTRODUCCION

Los progresos en la tecnologia informatica permiten
acercarse a la solucion aproximada e intuitiva de problemas
fisicos que por su caracter matematico no estan al alcance
de estudiantes de un curso introductorio de mecéanica
Newtoniana [1, 2]. Asi, cuando un sistema fisico cuya
solucion analitica no se conoce o es muy compleja en
determinado contexto, pero el sistema puede modelarse
mediante algoritmos simples e intuitivos y se logra estudiar
sus multiples comportamientos variando sus condiciones
iniciales, sus parametros y algunos procesos propios se dice
que se estd explorando la naturaleza mediante un
experimento virtual (ExV) [3], en este proceso es posible
plantear y confrontar hipotesis de inmediato, explorar el
comportamiento de los sistemas fisicos en condiciones
reales y abordar sistemas que presentan grandes o pequefios
tiempos de evolucién [4]. También han sido motivo de
investigacion en fisica educativa las simulaciones vy
animaciones como herramientas didacticas y se ha
explorado, entre otras caracteristicas, las bondades que
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estas presentan en la mejora de la comprension de
conceptos basicos [5, 6].

En este trabajo se muestra una solucion numérica al
problema tradicional del movimiento de dos cuerpos bajo la
interaccion gravitacional y con una masa reducida del orden
de la masa mayor [7, 8], en particular un sistema sol
planeta. Para este sistema se consideran los planetas y el sol
como particulas puntuales, ademas se sabe que el centro de
masa se encuentra practicamente en el sol, que la energia
mecénica y el momento angular se conservan, que el
movimiento del planeta se realiza en un plano en el cual
esta contenido el sol y que si la energia de tal sistema es
menor que cero se cumplen las tres leyes de Kepler [7, 8].

Para implementar la solucion numérica se usa el método
de Verlet que es presentado en la seccion Il mediante un
planteamiento fisico intuitivo y de buena precision. En la
seccion 111 se presentan algunos ejemplos concretos de ExV
sobre movimiento planetario. Esta solucion numérica puede
trabajarse con estudiantes de un primer curso de mecanica
Newtoniana al poner en uso el cédigo del programa
presentado en la seccién V.
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I1. DISCUNTINUIDAD EN EL MOVIMIENTO
PLANETARIO

El movimiento de un planeta alrededor del sol esté& descrito
por la ley de gravitacion universal y la segunda ley de
Newton por tanto la aceleracion viene dada por

ézziz%(xu)wyUy). 1)

Donde G es la constante de gravitacion universal, M la
masa del sol y 4,, i, son los vectores unitarios a lo largo
de los ejes x y y respectivamente.

Para aproximar el movimiento continuo del planeta
alrededor del sol es preciso realizar algdn tipo de hipétesis
sobre el movimiento que habra de seguir el planeta entre
algunos intervalos discretos y fijos de tiempo. Se han
realizado aproximaciones de movimiento en incrementos
iguales de angulo [9]. Sin embargo, aqui se propone e
implementa la hipdtesis fundamental de que en intervalos
de tiempo iguales los planetas se mueven con movimiento
rectilineo uniforme durante un tiempo muy corto At
cambiando la velocidad y aceleracion en cada nuevo
intervalo de tiempo de acuerdo con la ley de gravitacion
universal. Esta hip6tesis no es mas que una reinterpretacion
del bien conocido método de Verlet, es decir el resultado de
la presentacion formal del método coincide con la hipétesis
aqui planteada [10, 11]. Esto se aprovecha desde un punto
de vista didactico para realizar ExV sobre el movimiento
planetario.

El método de Verlet es un método de aproximacién que
permite implementar la discontinuidad del movimiento y se
realiza suponiendo, como hip6tesis fundamental, que a
partir de una posicién y velocidad iniciales el planeta se
mueve con velocidad constante durante un tiempo corto At
comparado con el periodo, al cabo de este tiempo la
aceleracion y la velocidad cambian de acuerdo con (1) y (4)
luego de nuevo se mueve con velocidad constante durante
el mismo tiempo, ver Fig. 1. El proceso se repite hasta que
se complete un periodo.

Y

FIGURA 1. Posicion, desplazamiento, velocidad y aceleracién del
planeta, para to, t, Y th+1. Con At =t 4-t,.
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A partir de las condiciones iniciales 7, y ¥, se calcula
sucesivamente la aceleracion y la velocidad como sigue:

F(r
g, = ) @
m
R L 1. 2
P, = +V At +Ean (at), (3)
_ _ 1, _
Vo=V +E(an+1+an)At. @)

El método de Verlet aproxima el movimiento planetario
continuo a sucesivos movimientos uniformes rectilineos
puesto que At es muy pequefio comparado con el periodo
hace que el término que contiene At? en (3) sea despreciable
y por tanto ésta expresion corresponda a la de un
movimiento uniforme rectilineo.

La precision del método de aproximacion se evalta a
través de la conservacion de la energia y el momento
angular, para implementar esta evaluacion se calcula la
energia y el momento angular en la condicion inicial, se
deja mover el planeta hasta cerrar su Orbita y de nuevo se

calculan para evaluar su diferencia. Los errores
porcentuales se definen como [12].
AE
6 =|—|x100%, 5)
0
L
€, =|—1x100% . (6)
I_O

Las Ecs. (5) y (6) muestran la pertinencia del método.

Por otro lado, debido al proceso de redondeo debe
usarse unidades adecuadas, para éste caso las unidades mas
apropiadas son la unidad astronémica (IUA = 1, 46 x
10*m), para la distancia, para el tiempo el afio (lafio = 3,
156 x 10's) y para la masa se toma la masa terrestre. Asf, se
encuentra que GM = 4z* UA%afio® [10].

El algoritmo que implementa el método es el siguiente:
1. Se escoge un tiempo 4t pequefio en comparacién con el
periodo.

2. Se define el periodo T del movimiento planetario.

3. Se definen los parametros y las condiciones iniciales.

4. Se calcula la energia y el momento angular.

5. Se observa si el tiempo de evolucién t es mayor o igual
al periodo, si es asi se va al paso 11 de lo contrario va al
paso 6.

6. Se calcula la aceleracion del planeta mediante (1) y la
almacena como d,,, .

7. Se calcula la nueva posicion del planeta media (3) e
imprime posicion vs. tiempo.

8. Se calcula la aceleracion mediante (1) y a partir de la
posicidn hallada en el paso 7.

9. Se calcula la velocidad mediante (4) teniendo en cuenta
la aceleracidn calculada en el paso 6.

10. Incrementa el tiempo en 4t.
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11. Se calcula la energia y el momento angular.

12. Se evallan los errores mediante (5) y (6) y se imprimen.
13.Fin.

I11. ALGUNOS EXPERIMENTOS VIRTUALES

Para extraer la informacion fisica es preciso tener algunos
datos experimentales de los planetas como el periodo, el
perihelio y la masa. Una vez ingresados los parametros y
las condiciones iniciales al modelo se procede a realizar los
ExV.

Para estudiar la primera ley de Kepler se introduce el
perihelio del planeta y se da una velocidad tangencial
tentativa correspondiente a la velocidad del planeta en ese
punto, se observa la trayectoria y de nuevo se ajusta la
velocidad tangencial hasta que la trayectoria se cierre
cuando el tiempo méximo de evolucidon del sistema
coincida de manera precisa con el periodo. Luego se ajusta
el ExV para obtener la posicidn en cada tiempo del planeta
en estudio. En la Fig.2 se muestra la trayectoria del planeta
Jupiter obtenida por este método.

X(UA)

] Y(ua)

-4 -2 0 2 4

FIGURA 2. Trayectoria de Jupiter alrededor del Sol.

La segunda ley de Kepler se estudia a partir de la gréfica de
la trayectoria. Se imprime ésta gréafica en papel milimetrado
0 se da la opcién de cuadricula al paquete procesador de
graficos y se tiene a mano los resultados del ExXV que arrojé
de posicién contra tiempo del planeta. A partir de cualquier
punto de la trayectoria del planeta en un tiempo t, se estima
el area barrida por el radio vector durante diversos tiempos
t;, t, etc, en la Fig.3 se muestra este procedimiento para el
planeta Jupiter.
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FIGURA 3. Trayectoria de Jupiter alrededor del Sol.

Los valores estimados se consignan en la tabla | y la grafica
se muestra en la Fig.4.

TABLA 1. Area barrida por el radio vector como funcién del
tiempo.

t(afios) | 0 2 4 6 8 | 10 | 118

AUAY) | 0 | 14 | 285 | 42 | 57 | 72 | 845

La pendiente de la grafica en la Fig. 4 representa al area
barrida por el radio vector en la unidad de tiempo, que es
alrededor de 7, 2UA?/afio que se calculé mediante regresion
lineal.

Para estudiar la tercera ley de Kepler se imprimen las
trayectorias de todos los planetas del sistema solar y a partir
de estas gréficas de trayectoria se estiman sus periodos y
semiejes mayores y luego se realiza la gréfica del cubo del
semieje mayor contra el cuadrado del periodo y se analiza
su pendiente. La gréafica de la Fig. 5 fue obtenida por este
método y su pendiente es aproximadamente 0,32
afios/UA°.
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FIGURA 4. Area barrida por el radio vector en funcion del
tiempo.
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FIGURA 5. Gréfica log-log que da cuenta de la 32 ley de Kepler.

Los errores porcentuales obtenidos en los ExV tanto en la
conservacion de la energia como en la conservacion del
momento angular no superan el 0.001%. Lo que significa
que los resultados obtenidos son confiables para la
extraccion de conclusiones fisicas correctas sobre el
movimiento planetario.

IV. REPORTE TECNICO

Para materializar los ExV hace falta implementar el
algoritmo descrito con anterioridad, lo que se puede llevar a
cabo ya sea en algin lenguaje de programacién o en una
hoja de célculo. Los resultados de los ExV son gréficos que
se pueden procesar en cualquier paquete de graficos como
Gnuplot, Mathematica o Excel.

A continuacién se muestra el codigo de un programa en
C++ que implementa el algoritmo necesario para
materializar los ExV. Este programa se compil6 en el Dev-
C++4.9.9.2.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <iostream.h>
#include <conio.h>

/I- Pardmetros
#define Pl 3.14159265

#define Tmax 11.86 //Tiempo.

#define dt 0.001 //Incremento en el tiempo.

#define GM 4*PI1*P1 //Constante de gravedad y masa
solar.

[f------ Condiciones iniciales ---------------------

#define mp 317.8 //Masa del planeta

#define Th 3.0*P1/2.0 //Angulo en el perihelio.

#define xo -5.2 //Perihelio

#defineyo 0.0 //Posicion inicial eny

#define vorb 2.75 //Rapidez en el perihelio

main (void)
{
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float t=0.0,x,y,vX,vy,ax,ay,aux,auy;
float Ec,Emo,Emf,Ep; //Energias
float R,v,Lo,Lf;
float eL,eE;

FILE *trayec;
trayec=fopen("Jupiter.dat","w");
X=X0;

y=Yo0;

vx=vorb*cos(Th);
vy=vorb*sin(Th);
v=sqri(vx*vx+vy*vy);
R=sqrt(x*x+y*y);
Lo=mp*(x*vy-y*vx);
Ec=0.5*mp*v*v;

Ep=-GM*mp/R;

Emo=Ec+Ep;

while (t<Tmax)

{

ax=-(GM*x)/pow((x*x+y*y),1.5);

aux=ax;
ay=-(GM*y)/pow((x*x+y*y),1.5);
auy=ay,

X=xX+vx*dt+0.5*ax*dt*dt;
y=y+vy*dt+0.5*ay*dt*dt;
ax=-(GM*x)/pow((x*x+y*y),1.5);
ay=-(GM*y)/pow((x*x+y*y),1.5);
vx=vx+0.5*(ax+aux)*dt;
vy=vy+0.5*(ay+auy)*dt;
fprintf(trayec,"%f %f\n" x,y);
t=t+dt;
}
v=sqrt(vx*vx+vy*vy);
R=sqrt(x*x+y*y);
Lf=mp*(x*vy-y*vx);
Ec=0.5*mp*v*v;
Ep=-GM*mp/R;
Emf=Ec+Ep;
eE=100.0*fabs( (Emf-Emo)/Emf);
eL=100.0*fabs( (Lf-Lo)/Lf);
printf ("Error en Em:  %10f\n", eE);
printf ("Erroren L:  %210f\n", eL);
fclose(trayec);
getche();

V. EL PAPEL DE LOS EXV

Este método muestra de manera explicita el algoritmo de
aproximacion asi como los argumentos fisicos que hay
detrés de él y por tanto sus alcances y limitaciones. Esta
situacion particular elimina el efecto de caja negra que
sufren los estudiantes cuando se enfrentan a la
manipulacién de algunas simulaciones y animaciones, ya
que no es posible conocer y entender los conceptos fisicos y
las consideraciones de cada sistema en particular.

Otra caracteristica de este método es que no contiene
animaciones, pues se ha mostrado que en algunas ocasiones
los estudiantes se enfrentan a ellas mediante estrategias
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ensayo error y demas estrategias heredadas de los juegos de
video, para obtener algun resultado, pero por lo general no
hay una actitud critica frente al fendémeno simulado[2].

Una metodologia que introduzca conceptos fisicos a
través de técnicas de simulacion deberia permitir al
estudiante ser activo frente a la informacién que procesa y
fusionar los conceptos fisicos con las ventajas
computacionales para extraer resultados conceptuales claros
y precisos. Esto tal vez se alcance con la manipulacion de
gréficas de los resultados de ExV, pues alli el estudiante
tiene que arreglarselas con todas las vicisitudes que el
analisis de un experimento real requiere.

No debe esperarse que los ExV sustituyan los
experimentos reales, pues la fisica es una ciencia
experimental y por tanto el experimento es juez sobre toda
proposicién planteada referente a la naturaleza y esto
deberia reflejarse en las précticas académicas [13].
Convendria aplicar la metodologia de los EXV siempre que
se encuentren situaciones complejas de estudiar y ensefiar
analiticamente o experimentalmente, pero siempre haciendo
claridad que es solo una manera méas de atacar un problema
desde un punto de vista teérico.

VI. CONCLUSIONES

Con un modelo basado en la hipotesis de que en intervalos
de tiempo igual el movimiento planetario se puede
aproximar como un conjunto consecutivo de movimientos
uniformes rectilineos se mostr6 como estudiar el
movimiento planetario a través de ExV. Se ilustr6 como es
posible en un curso elemental de mecénica Newtoniana
abordar las leyes de Kepler sin acudir a las matematicas
formales, se encontrd que este método es bastante preciso
pues conserva la energia y el momento angular con una
buena precision ya que el error porcentual para At =
0,00l1afios es menor al 0.001%, situacion que refleja
confiabilidad en los resultados obtenidos. Ademas, este
método de aproximacién permite explorar el algoritmo de
aproximacion y sus razones fisicas, lo que quiza elimine el
efecto de caja negra que presentan ciertas simulaciones y
animaciones. Por Gltimo se mostré que es posible abordar
con la metodologia de los ExV actividades enfocadas en
busca de una actitud critica de los estudiantes frente a los
fenémenos simulados.
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