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Resumen

Planteamos un novedoso tratamiento para el calculo de las velocidades después de una colision inelastica bidimensional
entre dos discos rigidos con un parametro de impacto dado. Para tal fin, definimos el vector de colision A(0), el cual es

invariante y covariante ante transformaciones de Galileo. Mediante dicho vector, replanteamos la regla de colisiéon de
Huygens-Newton, empleandola para caracterizar la colisién inelastica entre dos esferas rigidas.
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Abstract

We present a novel processing for the calculation of the velocities after a two-dimensional inelastic collision between
two rigid disks with a parameter of impact given. For this, we define the collision vector A(d) , which is invariant and
covariante before Galilean transformations. The collision vector leads to alternative forms of the rule of collision of

Huygens-Newton.

Keywords: Inelastic collision, collision rule, collision of vector, impact parameter.

PACS: 01.55+b; 45.20df; 45.20dh; 45.50.Tn

I. INTRODUCCION

El tépico de colisiones entre particulas suele ser tratado en
los textos basicos de fisica [1] y discutida en cursos de
fisica general y mecéanica. El problema basico de una
colision consiste en determinar las velocidades de las
particulas después del choque, cuando se conoce la
dispersion de una de ellas después de colisionar. Este
estudio se centra especialmente en los casos de choques
completamente elasticos e inelasticos o plasticos, dejando
en un segundo plano los casos intermedios, conocidos como
colisiones semi-elasticas, las cuales son particularmente
importantes en fisica atdmica y subatémica [2]. Para el caso
de una colision completamente elastica se requiere tanto la
conservacion del momento lineal como la conservacion de
la energia cinética. En cambio, para una colision inelastica
o0 pléastica, el problema se centra en resolver Gnicamente la
conservacion del momento lineal, debido a que las
particulas se mueven con la misma velocidad en este tipo de
colisiones. En los casos intermedios, las velocidades
después del choque son obtenidas al resolver de manera
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simultinea la conservacion de la cantidad de movimiento
lineal y la regla de colision de Huygens-Newton. Esta regla
toma en cuenta el balance energético y la transferencia de
momento lineal durante la colision.

Algunos autores [2, 3, 4] muestran que el proceso de
colision puede ser sustituido por la dispersion de una de las
particulas o cuerpos colisionantes. En particular, cuando se
consideran discos rigidos, la interaccion determina la
dispersion de uno de los discos, considerada a través del
parametro de impacto, como se muestra en la Sec. Il. Por
otra parte, en la literatura [1, 5, 6, 7, 8] es frecuente ver que
el procedimiento empleado para el tratamiento de colisiones
en dos dimensiones consiste en descomponer la
conservacion del momento lineal en coordenadas
cartesianas. Son pocos los autores [2, 3, 4] que no hacen
uso de coordenadas para obtener las velocidades después de
una colisidn completamente elastica. Aquellos autores [9,
10, 11] que hacen tratamientos vectoriales de las colisiones
se restringen a situaciones unidimensionales. En la
literatura consultada no se reportan estrategias que permitan
determinar las velocidades de dos particulas o cuerpos
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después de una colision semi-eldstica, sin hacer uso de la
descomposicién en coordenadas cartesianas.

En tal sentido, este trabajo plantea una estrategia
novedosa para resolver el problema de la colisién semi-
elastica entre dos discos rigidos (la cual puede simplificarse
a la colision entre particulas cuando se conoce la dispersion
de una de ellas), haciendo uso de la conservacion de la
cantidad de movimiento y de una cantidad vectorial
llamada vector de colisién, la cual sustituye a la regla de
colision de Huygens-Newton. Dicha estrategia toma en
cuenta el proceso de interaccion y no hace uso de
coordenadas para el calculo de las velocidades después de
la colision. Desde el punto de vista pedagdgico y técnico,
nuestra propuesta, resulta mas apropiada que el enfoque
tradicional debido a que caracteriza a las colisiones a partir
del coeficiente de restitucion (g) y el vector de colision (

A(¢)). Este pone de manifiesto tanto el carécter vectorial

como el proceso de interaccion, complementandose éstos
con la informacion geométrica contenida en la dispersion
de las particulas después del choque. Adicionalmente, este
enfoque exhibe, de manera sencilla, la covarianza de las
velocidades después de la colision, mostrando a su vez que
toda colision debe caracterizarse mediante cantidades
invariantes y covariantes ante el grupo de Galileo.

Este articulo se encuentra organizado de la siguiente
manera: En la Sec. Il se hace una breve descripcion del
parametro de impacto y del proceso de interaccion entre dos
discos rigidos, en ausencia de rotacion. En la Sec. Il se
plantea la regla de colision de Huygens-Newton,
proponiéndose una forma alternativa y novedosa para dicha
regla, a través de la definicion del vector de colision para
choques. En la Sec. IV se presenta el procedimiento
vectorial que conduce a la obtencién de las velocidades
después de un choque ineléastico. Ademas, se obtiene una
expresién concreta para el vector de colision. En la Sec. V
se presenta el cambio de energia cinética liberada debido al
proceso de colision, en términos de cantidades que son

invariantes galileanos, como el vector de colision A(¢), el

coeficiente de restitucion (¢) y el parametro de impacto (b).
Finalmente, en la Sec. VI se ilustra la sencillez de la
estrategia mediante algunos ejemplos académicos.

Il. PARAMETRO DE IMPACTO ENTRE DOS
DISCOS RIGIDOS Y EL PROCESO DE
INTERACCIONDURANTE LA COLISION

En una colision entre dos objetos con extension se debe
tener en cuenta su geometria, por esta razén se introduce el
parametro de impacto, denotado por la letra b. EIl parametro
de impacto es medido en un marco de referencia S donde
una de los cuerpos, considerada como el blanco o centro
dispersor, se encuentra en reposo, mientras el otro cuerpo,
considerado como proyectil, estd en movimiento sobre la
direccion de incidencia. Tal como se ilustra en la Fig. 1,
para el caso de dos discos moviéndose en un plano. El valor
absoluto del parametro de impacto indica la menor
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distancia entre dos rectas paralelas a la direccion de
incidencia, una de estas rectas pasa por el centro de masa
del cuerpo proyectil, mientras la otra recta pasa por el
centro de masa del cuerpo considerado como blanco o
centro dispersor.

Disco en Direccion de
incidencia

movitmiento

Disco en

TCPOSO

Arriba

.\h“jl)
Disco en

Ireposo

Disco en

movimiento

Direceion de

incidencia

FIGURA 1. Esferas rigidas antes de colisionar con un pardmetro
de impacto dado. Arriba (Abajo) el parametro de impacto es
positivo (negativo).

La direccidn de incidencia queda determinada por una recta
colineal a la velocidad relativa de los discos colisionantes.
En otras palabras, eligiendo como blanco o centro dispersor

al disco de masa m,, que se mueve con velocidad V, en el

marco de referencia del laboratorio, se tiene quela direccion
de incidencia queda determinada por una recta colineal al

vector V =V, -V, , siendo V; la velocidad del disco de

masa my, que es empleado como proyectil. Dicha velocidad
es medida en el marco de referencia laboratorio, de manera

que V es la velocidad del cuerpo proyectil en un marco de
referencia S que observa en reposo al blanco o centro
dispersor. En la Fig. 1 arriba (abajo) se muestra la situacion
previa a la colisién entre dos discos con un parametro de
impacto dado, donde el centro de masa para el disco de
radio R; esta por encima (debajo) del centro de masa para el
disco de radio Ry, lo cual corresponde a un parametro de
impacto positivo (negativo). También puede ocurrir la
situacion donde los centros de masa de cada disco se
encuentren sobre la direccion de incidencia, esto conduce a
que el pardmetro de impacto se anule (es decir, b=0), en
dicho caso la colision es frontal.

Segun Chow [2] durante el proceso de colision (Fig. 2),
los discos se pueden deformar y restituir su forma en la
direccion de la recta que une los centros de masa de cada
disco, esta recta pasa a su vez por el punto de contacto entre
los discos. Asi, la fuerza de contacto serd colineal a dicha
recta y no cambiara de direccion durante el proceso de
colision. La fuerza que actla sobre el disco de radio R,
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debido al contacto con el disco de radio R; se denota como
N . Del principio de accién y reaccion, la fuerza que actua

sobre el disco de radio R; es —N , tal como se muestra en la
Fig. 2. Asi, las Unicas fuerzas involucradas en la interaccion
son internas. De acuerdo con la segunda ley de Newton, el

cambio del momento AP, ( Ap; ) del disco de radio R, (Ry)

es paralelo (antiparalelo) a la fuerza de contacto N como
se muestra en la aludida figura. EI momento lineal m,U; (

mZU'z) del disco de radio R; (R,) después de la colision
forma un angulo 8’; (6’,) respecto de la direccion de
incidencia, ademéas el momento m,U, coincide con Ap5,

por estar inicialmente en reposo.

A partir de la disposicién geométrica mostrada en la
Fig. 2 se puede relacionar el &ngulo 6’, con el parametro de
impacto b, mediante la expresion

senHé:R R
172

(1)

T !
, con —— <6, <
2

NN

En el marco de referencia S, el angulo 6, describe la
dispersion del disco de radio R, respecto de la direccion de
incidencia. Adicionalmente, de la expresion (1) se tiene que
el angulo 0’, es positivo (negativo) para la situacion
mostrada en la Fig. 2 arriba (abajo), y nulo justo cuando
ambos centros estan sobre la direccion de incidencia. En tal
sentido, el pardmetro de impacto es positivo (negativo) o
nulo cuando @’ sea positivo (negativo) o nulo,
respectivamente. De hecho, la expresion (1) establece una
correspondencia univoca entre b y 6, en virtud de la
inyectividad de la funcion seno en el intervalo indicado en
(1). Notese que el angulo de dispersién 6°, nos da
informacién referente al parametro de impacto, por tanto
dar éste es equivalente a dar el angulo mencionado.

El angulo 6’, y en consecuencia el parametro de
impacto b, mostrado en la Fig. 2, son independientes del
marco de referencia que se elija, esto se debe a que dicho

angulo determina la direccion de la fuerza de contacto N .
Al considerar los versores V' y V| como una base orientada

positivamente que determina la direccion de incidencia y su
direccion perpendicular, respectivamente, se tiene que

NV, )
tanf, = ——= =—=<—+. (2)
NV APV

Resulta claro que los vectores N, Ap,, Vly V son

invariantes galileanos, lo cual hace que el angulo 6’,sea
independiente del marco de referencia; es decir, dicho
angulo también es un invariante galileano.

Segun el valor que tome el parametro de impacto las
colisiones se pueden clasificar en frontales u oblicuas. En
el primer caso los discos no presentan dispersion después
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de la colisién y sus movimientos se encuentran sobre la
direccion de incidencia, anulandose el parametro de
impacto (b=0). En cambio, para una colisién oblicua los
discos se dispersan formando un angulo respecto de la
direccion de incidencia, siendo no nulo el parametro de
impacto (b#£0).

Arriba

Abajo

FIGURA 2. Proceso de interaccion arriba (abajo) durante la
colision de dos discos cuando el parametro de impacto es positivo
(negativo).

I1l. REGLA DE COLISION DE HUYGENS -
NEWTON Y EL VECTOR DE COLISION PARA
COLISIONES SEMI-ELASTICAS E INELAS-
TICAS

Durante el proceso de colision mostrado en la Fig. 2, la

norma del vector N tiene una distribucion tal que a partir
del instante de tiempo t;, cuando inicia el contacto,
comienza a aumentar hasta alcanzar un valor maximo en un
tiempo t,, posterior a t;.Debido a la intensidad de la
interaccion, puede ocurrir que los discos sufran una
deformacion a lo largo de la direccion en la que actia la
fuerza de contacto N .Cuando la intensidad de esta
interaccion alcanza un valor méaximo los discos se mueven
con igual velocidad Vv, y comienza el proceso de
restitucion. A partir del instante de tiempo t. la norma del

vector N comienza a disminuir hasta quelas particulas se
separan por completo en el instante t,, posterior a t.. En el
tiempo t, los discos de masam; y m, alcanzan sus
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velocidades finales U; y U,, respectivamente. Los

impulsos de cada disco durante el lapso de tiempo t.-t;
vienen dados por

I’ = [ N@dt =m (V-V), (3a)
Iy =—° N(t)ydt =m,7, (3b)

respectivamente. Notemos que V en la expresion (39) es la
velocidad del disco proyectil antes de la colisién, en el
marco de referencia S. De las expresiones mostradas en (3)

observamos que I, =—1I,". Usando esta igualdad se llega

a que v es la velocidad del centro de masa del sistema en el
instante t.. Con dicha correspondencia se logra eliminar la
velocidad v en (3b), obteniéndose la siguiente expresion:

m My
my+my

I =4V, con pt= (4)

donde u corresponde a la masa reducida del sistema.
Procediendo de manera similar para obtener el impulso del
disco de masa m; durante el lapso de tiempo t,-t.; se obtiene
que

Iy =-u(U;-Uj). (5)

Cuando la direccién de la fuerza de contacto N permanece
inalterada antes y después de la colisién; resulta claro que

la direccion de los impulsos de cada disco a lo largo de N
permanece constante durante el choque. Por tal razén, la

proyeccion del impulso rlo sobre la direccion de N es

. ., . rf
antiparalela a la proyeccion del impulso |, sobre la

direccion de la fuerza de contacto N ; es decir,

70 A =f A . I T A 7 A

I -A=—¢l, -A o U;-U))-A=eV-A. (6)
Donde se ha sustituido (4) y (5) en la primera ecuacién de
(6). El versor n es un vector unitario colineal a la direccion
de la fuerza normal, de manera que

ﬁslglz == . 7

La constante de proporcionalidad ¢ definida en (6) es
considerada positiva y recibe el nombre de coeficiente de
restitucion o coeficiente de elasticidad. La expresion (6)
recibe el nombre de regla de colision de Huygens-Newton
[2, 6, 7]. Esta regla puede ser reformulada en términos de
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una cantidad vectorial que denominaremos vector de
colision, y sera denotada como A(g). En tal sentido, (6)
puede ser escrita como

A(e)-A=0, (8)
con
A(e)=U] -Ujy + &V =U +&V. (9)

Siendo U =U;-U, la velocidad relativa de las dos
particulas después de la colisién. Es importante resaltar que

las velocidades relativas U y V son invariantes ante el
grupo de Galileo, por tanto éstas pueden ser medidas
respecto a cualquier observador inercial. En particular, la

U medida en el sistema S es igual a la obtenida en el
sistema laboratorio; es decir, si U, y U, son las

velocidades de las particulas después de una colision
medidas en el sistema laboratorio, se tiene que

U=U;-Uy=U,-V,)-U,-V,)=U, -U,. (10)

Este hecho muestra que el vector de colision es un
invariante galileano, debido a que éste se construye
mediante la combinacion lineal de las velocidades relativas
de los cuerpos antes y después de la colision. Siendo los
coeficientes de esta combinacion lineal el coeficiente de
restitucion ¢ y la unidad, respectivamente. Por otra parte, la
invarianza del vector de colision exige que el coeficiente de
restitucion sea un escalar ante el grupo de Galileo, tal como
ocurre con las masas de los cuerpos.

IV. ~ COLISION  SEMI-ELASTICA E
INELASTICA O PLASTICA

Consideremos la colision indicada en la Fig. 1, en este caso
la conservacion de la cantidad de movimiento puede ser
escrita como

mV =mU; + mU; = V =U, + mU}, (11)

Donde m=m,/m; es definida como la masa relativa. La
regla de colision de Huygens-Newton (6) puede ser
reemplazada por el vector de colision definido en (9), de
forma que el problema de hallar las velocidades después de
la colision semi-eldstica o inelastica entre los dos discos
rigidos se resuelve partiendo del siguiente sistema de
ecuaciones vectoriales

(12)
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La primera ecuacion de (12) es justamente la conservacion
de la cantidad de movimiento (11), mientras que la segunda
corresponde a la definicion del vector de colision dada en
(9). Las velocidades que se obtienen de resolver (12) son

Ui=Tmm V¥ 5m A@). (132)
— e+l - 1 -

! = _— 1
i trm ¥ " 1am A (13b)

Por otra parte, la velocidad del centro de masa antes de la
colision, en el marco de referencia S, viene dada por

Vi = V = V. (14)

Con esta igualdad las expresiones mostradas en (13) pueden
ser reescritas de la siguiente forma

U; =2V, —V+ %[A(ma—gw I (15a)

d; = 2V, — m% [AGe)+1-e\V ] (15b)

Notemos que las velocidades dadas en (15), con e=1,
coinciden con las presentadas por Diaz y Gonzalez [6]. En
cambio, cuando el vector de colisiobn es nulo y el
coeficiente de restitucion es igual a la unidad se obtiene el
resultado presentado por Millet [10]. Ademas, las
velocidades mostradas en (15) pueden ser llevadas al marco
de referencia del laboratorio usando las siguientes
transformaciones galileanas,

U/ =U; —V,coni=1, 2, (16a)
V=V, -V,, (16b)
Vi =Veu —Vs. (16¢)
Sustituyendo (16) en (15), se obtiene

— - _ — - /’l — -
U (e, A) = Ny —V; +E[A(5)+(1—5)V}, (17a)

U, (e, ) = Ny, =V, - 2 [A /
2(6. ) = Ny =V — [ Ae)+(L-e )V ] (17b)

2

Puede verse que las velocidades indicadas en (15) son
obtenidas a partir de (17) haciendo V; =V y V, =0. Este
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hecho se debe a la covarianza de las velocidades después de
la colision ante el grupo de Galileo. En otras palabras, ante
la transformacion de Galileo presentada en (16) las
velocidades indicadas en (17) mantienen su forma funcional
en todos los marcos de referencia inerciales. Por otra parte,
los términos dentro del corchete de (15) o (17) se
mantienen invariantes ante cualquier transformacién de

Galileo; este hecho se debe a que el vector de colision A(e)

contiene informacion referente a la dinamica del proceso de
interaccion. La forma concreta de dicho vector de colision
para choques semi-elasticos e inelastico o plasticos sera
presentada a continuacion.

A. Construccién analitica del vector de colisién para
choques semi-elasticos

Para determinar la forma concreta del vector de colision,
cuando el choque es semi-elastico o inelastico, nos

limitaremos a la busqueda de un “potencial de calibre” B
consistente con la regla de colision de Huygens-Newton

(8). Para ello proyectemos B sobre la direccion ortogonal
al versor A

A(e) =[1-fn]B = B—(BN)A, (18)

donde Af corresponde al operador que proyecta en la
direccion del versor M, es decir, AR(B) =nA(AB); y el
simbolo 1 representa al operador identidad, esto es,
1(B) = B. Ademas, el término contenido en el paréntesis es

un proyector perpendicular a la direccidn del versor n . Por
otra parte, el versor A puede ser reemplazado por (7), de
manera que la regla de colisién (8) toma la siguiente forma

A(e) U, =0. (19)
Sustituyendo (13b) en (19), se obtiene
A@e){(s+ )V -A(s) | = 0. (20)

Reemplazando dentro del corchete de (20) el vector de
colision por la expresion indicada en (18), resultando,

A(g) [ (s+)V-B|=0. (1)
La solucién mas general de (19) viene dada por
B=(s+1)V+A, (22)

Siendo A una constante arbitraria que Ilamaremos calibre,

de manera que, el potencial B es dependiente del calibre
que se fije, a diferencia del vector de colision. Tal
afirmacion se verifica al sustituir (22) en (18), resultando
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A(e) = (e + D[V (Vn)a |, (23)

el cual no depende de A. Fijar el calibre /=0 en (22) es
equivalente a considerar como nulo al término dentro del
corchete de (21), luego al sustituir este resultado en (18) se
obtiene directamente (23).

En un trabajo reciente [4] presentamos la construccion

del vector de colision A(l)=A; para colisiones

completamente elasticas. En este trabajo mostramos que el
vector de colision dado en (23) es una generalizacién del
presentado en dicha referencia, por una via distinta. De
hecho, el resultado mas sorprendente es que el vector de
colision para choques semi-elésticos, dado en (23), es
proporcional al obtenido en [4], esto es,

Ae)=T1 A, (24)

Este resultado sugiere que la dindmica del proceso de
interaccion entre dos discos o particulas durante un choque
completamente elastico es esencialmente la misma que para
un choque semi-elastico. La diferencia se encuentra en la
intensidad de la interaccién, en otras palabras, las normas
del vector de colision para choques elasticos y semi-
elasticos difieren. No obstante, la direccién del vector de
colision permanece inalterada, lo cual sugiere que (7) no se
ve modificado si la colisibn es semi-elastica o
completamente eléstica.

B. Construccion geométrica del vector de colisién para
choques semi-elasticos

Para establecer una construccion geométrica de (23) se
requiere expresar el vector de colision en términos del

A

versor de incidencia de Landau f, [12], el cual viene dado
por

i, =[2n0-2] V) =(2v-A)A-v (25)

El operador que aparece dentro del corchete de (25)

corresponde a una reflexion del versor V sobre la
direccion del versor n. Esta Ultima es la direccion
determinada por la fuerza de contacto entre los cuerpos. Por
otra parte, con ayuda de (25) se logra escribir (23) de la
siguiente forma

A(e) = %*1 Vv, ]. (26)

Esta descomposicion para el vector de colisién permite
escribir las velocidades dadas en (13) como las presentadas
por Landau y Lifshitzen [3], cuando ¢=1. En tal sentido,
todas las colisiones entre particulas pueden ser estudiadas a
partir de la construccion del vector de colision dado en (23)
como en (26). Por otra parte, el término dentro del corchete
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 2, June 2012
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(26) corresponden al vector de colision para choques
elastico Al [comparar (26) con (24)].

A partir de (26) el vector de colision Z\l puede
interpretarse geométricamente formando un circulo de radio
|V |, tal como se muestra en la Fig. 3. El 4ngulo del versor

ﬁw respecto a la direccion de incidencia es denotado por v,
encontrandose en el semiplano inferior (superior) si b>0
(b<0) y sobre la direccién de incidencia cuando b=0. El

angulo que forma el vector de colision

FIGURA 3. Se presenta a la izquierda (derecha) la construccion
geomeétrica del vector de colision Almostrado en (24) cuando el
pardmetro de impacto es positivo (negativo).

A, respecto a la direccion de incidencia es representado por
0,y el &ngulo que forma el versor n que describe la

dispersion del disco blanco es 6. Puede observarse que la
regla de colision (8) queda establecida en la Fig. 3 cuando
se dibujan 5«1 y A en angulo recto. Hemos convenido
elegir como positivo a todos los &ngulos de la Fig. 3. En tal
sentido, cuando el angulo @, obtenido de (1) sea positivo

(negativo) se elige el circulo de la Fig. 3 con pardmetro de
impacto positivo (negativo).
Para la construccion de (24) 6 (26), el primer paso es

determinar las direcciones de los vectores A yfi, . Para

ello se toma en cuenta que los angulos internos del
triangulo isésceles inscrito en la circunferencia de la Fig. 3
estan relacionados por

De acuerdo con la relacion de ortogonalidad entre el vector

de colision A, y el versor i, se tiene que ambos vectores

forman un angulo recto, tal como se indica en la Fig. 3,
resultando la siguiente relacién

73 '
Op =05 (28)
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Sustituyendo (28) en (27), resulta
v =206;. (29)

De (28) y (29) se pueden determinar las direcciones de los
vectores Al y ﬁl/, , respectivamente, mientras que (27)

establece la relacion entre las direcciones de dichos

vectores.
Para completar la construccion de los vectores A y ﬁl// :
el segundo paso consiste en determinar las normas de dicho

vectores, en particular, el versor i tiene norma uno, en

174
cambio la norma del vector de colision A se obtiene al

determinar la cuerda sustentada por los vectores V 'y vh,,
tal como se muestra en la Fig. 3, resultando

"El‘ = 2}V|sen (%) (30)

Si la direccion de incidencia no coincide con la horizontal,
por ejemplo, cuando inicialmente el disco proyectil incide

Descendente

Ascendente

FIGURA 4. A la
representacion gréafica del versor de incidencia de Landau ﬁw y el

se muestra una

izquierda (derecha)

vector de colision A cuando la incidencia es ascendente
(descendente).

sobre el blanco con un angulo 6 medido respecto a la
horizontal, entonces los tridngulos inscritos en las
circunferencias de radio V quedardn rotados tal como se
indica en la Fig. 4. En dicho caso, la direccion de incidencia
puede ser ascendente o descendente, formando un angulo 6
respecto a la horizontal, cuando el pardmetro de impacto es
negativo o positivo, respectivamente.

Para las situaciones mostradas en la Fig. 4 se tiene que
la direccién del vectorde incidencia de Landau, viene dada
por:

y=205-6. (31)

Este resultado también puede comprobarse analiticamente;
para ello se considera la base canénica {i, &}, y se
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construyen los  vectores V =V (coséi+sendd) y

N = cos 6,1 +send,6, éste Ultimo es paralelo a la velocidad

del disco blanco Ué en el marco de referencia S (ver Fig. 4
izquierda). Sustituyendo estas cantidades en (25) se llega a

A =2cos(d—6y)h-V
v . (32)
=C0s(20, - 0)i +sen(26, - )%

De esta expresidn queda claro que la direccion del vector de
incidencia viene dada por (31).

C. Construccién del vector de colision para choques
inel&sticos o plasticos

En una colision ineldstica o pléstica las particulas quedan
unidas moviéndose con igual velocidad, de manera que se

verifica la igualdad U, =U}. Sustituyendo este resultado en

(6) se concluye que e=0 para cualquier forma que tome V
y el versor A. Sustituyendo estos resultados en (9) se
concluye que el vector de colision para choques inelasticos
o plasticos se anula; esto es, A(0)=0. Resultado que
también se obtiene de (23) cuando el versor A se elige de la
siguiente manera

<

fi = (33)

<

Asi, para obtener la velocidad después de una colisién
ineldstica o plastica se sustituye A(0)=0 en (13),
obteniéndose los resultados de las referencias [2, 7]. De
igual forma, al sustituir la misma condicion para el vector

de colision en (17) se obtiene el resultado indicado en la
referencia [9].

V. CONSERVACION DE LA ENERGIA EN UNA
COLISION

La ley de conservacion de la energia para un choque semi-
elastico se establece agregando un término energético que
compense la energia liberada o absorbida por el sistema
debido al proceso de interaccién en la colisién. A dicho
término lo denotaremos con la letra Q, asi

Ko=K; +Q . Q=Kj-Kj. (34)

Cuando Q es positivo (negativo) el choque es endoérgico
(exoérgico). Por otra parte, a mayor Q mas inelastico sera el
choque. En una colisién inelastica la energia cinética se
transforma parcial o totalmente en energia interna, la cual
es liberada (absorbida) por el sistema cuando el choque es
endoérgico (exoérgico) [3, 5].
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La cantidad (34) puede ser calculada en cualquier marco
de referencia inercial, dado que tal cantidad es covariante e
invariante ante el grupo de Galileo [13], lo cual es
consistente con la conservacion del momento lineal en
todos los marcos de referencia. Reciprocamente, la
conservacion de Q nos lleva a que el momento lineal se
conserva. En efecto, al escribir

i=n
KK 1 [y _ai
Q' =K, —Ki :izzljmi [l\/iIZ—IUMZ] (35)

y considerar un marco de referencia K, que se mueve con
velocidad V, ,donde las transformaciones de Galileo para

las velocidades vienen dadas por V/=V,-V, 'y

U/ =U, -V, , se obtiene
o S [01-4
Q' =K, -K, +V, -2 m Ui~V |,
o~ kg™ (36)
Q' =Q+V,, [ Pinai~Pinicial |

Donde claramente se observa que la conservacién de Q
implica la conservacion del momento lineal y viceversa.

Ahora, el objetivo es calcular la cantidad (27) en el
marco de referencia S, teniéndolo asi en cualquier marco de
referencia, y demostrar que el tipo de colisiones tratadas en
este trabajo son endoérgicas. Para ello se determinara la
energia cinética después de la colision,

(a0 ff | @)

De manera que

HTG2 % )
Q="|V - (Ale)-&V)" |. (38)
Al ]
Antes del choque Después del choque
0
my
L' 9/1
o— @ - : '
mq mo ‘@
T
mo Uy

FIGURA 5. A la izquierda (derecha) se muestra la situacion antes
(después) de la colision entre dos particulas.
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Al sustituir (26) en (38) se obtiene la cantidad Q en
términos del coeficiente de restitucion y el angulo «
formado entre la direccién de incidencia y el vector de
colisién de Landau. Esto es,

Q= ‘2‘(1—52>[1‘V2'ﬁ”’}|v* °,

:ﬁ(l—gz)cosz(ﬂ)mz.
5 2

(39)

Para las situaciones mostradas en las Figs. 3 y 4 el dngulo v
viene dado por 26, y 26, -6, respectivamente.

VI. ALGUNOS EJEMPLOS ACADEMICOS

A. Colisién bidimensional y semi-elastica entre dos
particulas conociendo la dispersion de la particula
blanco

Una particula de masa my =3Kgy velocidad V; =5 0
(particula incidente) colisiona con otra particula de masa
m, = 2Kg que se encuentra en reposo (particula blanco).
Despues de la colisidn, ésta se dispersa formando un angulo
de 65 = 7 /3 respecto de la linea de incidencia, tal como se

muestra en la Fig. 5. En este caso haremos uso del diagrama
izquierdo de la Fig. 3, debido a que la particula blanco se
dispersa con un angulo descendente. De la misma figura o
usando (28) y (30) se tiene que la direccién del vector de
colisién y su norma vienen dadas por

Op =16yl Ay |=5",

respectivamente, con lo cual se obtiene el siguiente vector
de colisién

Ale) = %rl | ,5& |(cos(9A)i+sen(6A)6),

. (40)
= £ [15i+535| 7.

Sustituyendo (40) en (13) se encuentran las velocidades de
las particulas después de la mencionada colision semi-
elastica con un coeficiente de restitucion ¢ dado, resultando

(5+36)i-+3(+1)6 m

ljl(e) = 5 S (41a)
Uy () = 2SRt (41)
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Si la particula de masa m, se dispersa por encima de la

direccion de incidencia, en lugar de hacerlo por debajo, se
considerara el diagrama derecho de la Fig. 3. Con ello, lo
que se obtiene es una reflexion sobre el eje horizontal de la
Fig. 5, de manera que lo que cambiaria en las velocidades
dadas en (41) son sus componentes; es decir, el resultado
coincide con (41) reemplazando s por —g . Por otra parte, la
energia transferida viene dada por la expresion (39), y para
esta situacion el sistema absorbid la siguiente cantidad de
energia,

Q=2 -2%)doul. (42)

El coseno del angulo con que se dispersan entre si ambas
particulas viene dado por,

U, J, 1
cosf(e) = = . (43)
() UdlUol  24362495+7

De esta relacion se concluye que las particulas no se
dispersan entre si formando un angulo recto, dado que (43)
no se anula para ningan valor finito del coeficiente de
restitucion & Por otra parte, de (43) es posible conocer el
valor del coeficiente de restitucion si conocemos la
dispersion entre las particulas.

En cambio, si la colision anterior fuese completamente
elastica debe tomarse el valor &=1 en las expresiones (41) y
(42), obteniéndosela conservacién de la energia cinética
(Q=0Joul) y las siguientes velocidades

U, (1) = (4i+38) m, (44a)
U, 3 _zﬁ@ o (44b)

B. Colision bidimensional y semi-elastica entre dos
particulas conociendo la dispersion de la particula
incidente

Consideremos la situacion de la Fig. 5, pero en lugar de
conocer el &ngulo 6 se conoce que 6=n/3. En dicho caso,
los valores de masa y de velocidad de la particula incidente
quedaran inalterados. Esta  situacion resulta  ser
algebraicamente mas complicada, dado que se debe
encontrar el &ngulo & para poder emplear los diagramas de
la Fig. 3. Por tal razén, se debe escribir dicho angulo en
funcion del angulo 6, para ello se tiene en cuenta la
siguiente relacion
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Ui(£)0  sen26,
le(g)f A(g)—cos26, '

tang, = (45)

donde se ha sustituido (13a), (26) y (29). Adicionalmente,
se ha definido el pardmetro A(¢) como

Ae)="""""7, (46)

La relacion (45) puede invertirse para obtener las siguientes
expresiones

cos(26,) = ﬂsenzel - ‘cos(é’l)‘ xfl— 2%sen’0 ,
sen(20,) = Asend; cos 6, + [sen(4,)| .fl ~2%sen’g,.  (47b)

Las cuales son necesarias para determinar el vector de
colision (30). Teniendo en cuenta que el angulo &=n/3 y
las expresiones dadas en (47) se llega a las siguientes
relaciones trigonométricas

31—4-32

(473)

cos(26,) = 2 : (482)
/ 2
Sen(zgz) = W , (48b)

donde A viene dada por la expresion (46) haciendo m=2/3;
esto es,
&+2

Ale) === (49)

e+’

Con estas relaciones trigonomeétricas, el diagrama mostrado
a laizquierda de la Fig. 4, y la expresion (24) se tiene que

Ae) = vy, |

_ @ [(4—3;1“/4—3/12 )i (50)

+(@+m)4m.

S

Las velocidades de las particulas en este caso vienen dadas
al sustituir el vector de colision (50) en (13), resultando

U, (e) = T[(MW )nﬁ(mm )g}fp (51a)
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Uy (e) = 3(5:1) [(4+31—W )z—\ﬁ(mm )g} m

(51b)

Por otra parte, si la colision antes descrita es elastica debe
hacerse £=1 en las expresiones (49) y (51), obteniéndose las
siguientes velocidades,

0, 1) - (3+\/7)i+1{3_’(3+«/7)6 % (522)
0, - 3177 )f—8\/9_>(3+\/? )6 m (52b)

Obsérvese que el vector de colision expresado en (50) no
coincide con el expresado en (40), la razon se debe a que
cada vector de colision obedece a una interaccion distinta.
En otras palabras, si las particulas fuesen discos o esferas
rigidas, la colision entre ellas ocurre con distinto parametro
de impacto, ya que en un caso la dispersion de la particula
blanco es m/6 mientras que en la otra situacion no lo es.

C. Colisién inelastica o plastica entre dos particulas

En una colision ineléstica o plastica entre dos particulas,
cuya situacién inicial es como la mostrada a la izquierda de
la Fig. 5, estariamos tentado a tomar ¢=0 en (41), lo cual
nos daria velocidades distintas, contrario a lo que se
esperaria en una colisién de este tipo. El error en este
procedimiento radica en quela interaccién que condujo al
vector de colision (38) es diferente a la interaccion que
conduce al caso de un choque inelastico, en el cual no basta

con hacer &=0 en (13), sino también A(¢)=0. Por esta

razén, las velocidades de las particulas mostradas en la
referida figura después de una colision inelastica o plastica
viene dada por (11), dando,

01(0)=UZ(0)=§i% (53)

Esto puede obtenerse directamente de la conservacion de la
cantidad de movimiento sabiendo que las velocidades
finales son iguales.

D. Colisiéon semi-elastica entre dos particulas de igual
masa

Considerando la misma colisién que la planteada en la Sec.
A,; pero bajo la hip6tesis de quelas masas de las particulas
son iguales. Ahora se tiene que el vector de colision dado
en (40) no se ve modificado dado que la interaccion es de la
misma naturaleza que la planteada en la mencionada
seccion. Al sustituir (40) en (13) se obtiene que las
velocidades de las particulas después de la colision son
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U, () = g[(7—3)z+\ﬁ(g+1)@] m (544)
UZ (6) = 5(6;;1) [f—%ﬁ]%. (54b)

El coseno del angulo con que se dispersan entre si ambas
particulas viene dado por

01'02 _ 1-¢
040, e2—2£413

Si la colision fuera completamente elastica (e=1) se
observaria que ambas particulas se dispersan entre si
formando un angulo recto, resultado que es ampliamente
conocido en la literatura [2, 5, 7].

cosé(e) = (55)

E. Colisién entre una particula y una pared

En esta situacion se considera que la masa m, del blanco
(ver Fig. 5) es mucho mayor que la masa del objeto
incidente m;, de manera que la masa relativa tiende a
infinito. Aplicando este limite a la velocidad (13b) se
obtiene que la pared se encuentre en reposo; esto es,

uy = lim U, () =0. (56)

Donde se ha considerado para esta interaccién que el vector
de colision es independiente de la masa relativa m. Por otra
parte, la velocidad de la masa incidente m; después de la
colision se obtiene al tomar en (13a) el limite antes
mencionado, resultando

Uy = mIiLnooljl(g) =A” —¢V. (57)
Siendo A® el vector de colisién dado por (26) cuando ﬁw

es perpendicular a la superficie de la pared. Con esta
informacion la velocidad dada en (57) toma la forma
siguiente

Upr =V -(s+1) (V- )h,,

- (58)
= [1-(e+DA, 0, | (V).

En particular, cuando ¢=1 se tiene que el operador dentro
del corchete de (56) corresponde a una inversion respecto a

la cola del vector V' seguida por una reflexion respecto a la

direccion establecida por i ,0 una reflexion sobre el plano
de la pared.
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Obsérvese que en una colision completamente inelastica
la velocidad dada en (57) se anula, en virtud que =0 y

A®(0)=0.

VII. DISCUSION

La técnica presentada aqui no requiere del uso de
coordenadas para la obtencién de las velocidades después
de una colision inelastica, observandose que nuestro
enfoque caracteriza las colisiones inelasticas mediante tres
magnitudes: EI vector de colisién, el coeficiente de
restitucion y el parametro de impacto. Todos ellos
invariantes galileanos; ademas, el vector de colision es
covariante ante el grupo de Galileo. La importancia de esta
caracterizacion radica en que las velocidades presentadas en
(17) exhiben el caracter covariante de manera explicita. En
esta caracterizacion los choques unidimensionales (b=0)
son establecidos cuando el vector de colision se anula; es

decir, A(s)=0. En este caso se recuperan las expresiones

obtenidas por varios autores [6, 8, 9].Para el caso de
colisiones bidimensionales (b#0) se puede evitar el uso de
la descomposicién en coordenadas cartesianas de la
conservacion de la cantidad de movimiento usando los
resultados expresados en (17), (23) y (26); de manera que
las expresiones mostradas en (15) arrojan el mismo
resultado que las presentadas por Ortega [10] cuando se
descomponen las velocidades en coordenadas cartesianas.
Los resultados (24) y (26) pueden representarse
geométricamente mediante la Fig. 4, los cuales toman en
cuenta el proceso de colision y el parametro de impacto,

dado que la velocidad relativa V que aparece en (23)

determina la direccién de incidencia; ademas, el versor ﬁu/

de dicha relacion determina la desviacion de las particulas
medidas desde el centro de masa y el versor A establece la
direccion de la fuerza de contacto, la cual es perpendicular
al vector de colision.

El planteamiento presentado en este trabajo permite
encontrar una relacion entre la dispersion de las particulas y
el coeficiente de restitucion [por ejemplo, ver expresiones
(43), (45) y (55)]. Experimentalmente siempre es posible
medir la dispersion de las particulas, con lo cual se obtiene
una medida indirecta para el coeficiente de restitucion.

VIll. CONCLUSIONES

Se ha presentado una estrategia para obtener las
velocidades después de una colisién entre dos particulas o
discos rigidos, usando como magnitudes caracteristicas el

vector de colision A(0), el término de masa relativa m y el

parametro de impacto b (a través de 6;), probando, a su

vez, que todas las colisiones (completamente elasticas,
semi-elasticas e inelasticas) pueden ser analizadas a partir
del vector de colision, éste contiene informacién referente
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al proceso de interaccion. Ademas dicho vector es
covariante e invariante Galileo. A partir del vector de
colision se exhibe de manera clara la naturaleza covariante
de las velocidades después de un choque. Adicionalmente,
se probé que las colisiones consideradas en este trabajo dan
lugar a procesos endoérgicos Unicamente [ver Ec. (31)], la
mayor cantidad de energia transferida ocurre en colisiones
frontales e inelasticas. Uno de los resultados mas
significativos de este trabajo es que todas las colisiones con
un coeficiente de restitucion dado puede generarse a partir
del vector de colision para choques completamente
elasticos [ver Ec. (24)].
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