Uso de técnicas digitales para el estudio del
movimiento de cuerpos rigidos

Pablo Nufiez, Néstor Olivieri, Maria Llera y Eduardo E. Rodriguez
Instituto de Industria, Universidad Nacional de General Sarmiento, Buenos Aires,

Argentina.

E-mail: erodrigu@ungs.edu.ar

EDVCATIO PHYSICORVM
TR

g T

QVO NON ASCENDAM?

(Recibido el 7 de Enero de 2012, aceptado el 10 de Marzo de 2012)

Resumen

En este trabajo se presentan técnicas digitales de captura de imagenes para analizar dos experimentos con cuerpos
rigidos en los que se estudian la condicion de rodadura y el efecto del deslizamiento. Las técnicas consisten en el uso
combinado de fotografias de larga exposicion y anélisis de video cuadro por cuadro. En una de las experiencias se
evidencia la transicion de rodadura a deslizamiento desde un punto de vista geométrico y en la segunda se analiza el

efecto del deslizamiento en la energia mecanica.
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Abstract

In this paper we present digital imaging techniques to analyze two rigid-body experiments in which the condition of
rolling and the effects of sliding are studied. The techniques combine the use of long exposure photographs and frame-
by-frame video analysis. In one of the experiences the transition from rolling to sliding is made evident, while the

other examines the effect of slipping on the mechanical energy.
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I. INTRODUCCION

El movimiento de un cuerpo rigido esta tratado en la
mayoria de los libros de textos de Mecanica de nivel
universitario [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. En particular, recibe
especial atencién el caso de la dindmica de cuerpos que
ruedan sin deslizamiento. En este caso, el andlisis se facilita
por el agregado a las ecuaciones dinamicas de ecuaciones
de vinculo que relacionan las variables cinematicas del
movimiento del centro de masas del cuerpo
(desplazamiento, rapidez y aceleracion lineales) con las
cantidades angulares analogas (desplazamiento, rapidez y
aceleracion angulares), estas Gltimas asociadas a la rotacién
en torno de un eje que pasa por el centro de masas.

En la préactica, un cuerpo rigido que rota y se traslada
sobre una superficie puede plantear varios desafios. Por
ejemplo, estudiar el proceso de transicion de deslizamiento
a la condicion de rodadura, o viceversa, y las consecuencias
de dicho cambio respecto de la conservacion de la energia
mecanica. Estos problemas estan presentados en los textos
ya sea como ejemplo [8] o ejercicio [7], o bien como puzzle
0 problema de desafio [9].

En este trabajo analizamos movimientos de cuerpos que
ruedan bajo diferentes condiciones y usamos técnicas de
captura de imagenes digitales para tener acceso al registro
completo de las caracteristicas del movimiento.
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Il. TECNICAS DIGITALES

La dificultad inherente al estudio de cualquier movimiento
radica en la obtencion de datos de la posicién en funcion
del tiempo de los cuales deducir la velocidad y la
aceleracion. En el caso del movimiento de un cuerpo rigido,
la dificultad se acentta si se quiere analizar no sélo el
movimiento del centro de masas (CM) sino también del
movimiento de las particulas en torno al CM.

Mediante fotografias de larga exposicion es posible
obtener la trayectoria de algunos puntos de interés del
cuerpo sefialados convenientemente. Por ejemplo, para un
cilindro que rueda apoyado en su generatriz se puede
considerar un punto periférico en una de las caras circulares
y otro en el centro. Si el cilindro estd en rodadura, la
trayectoria que describe el punto periférico es una cicloide
que seré registrada en la fotografia. Cualquier apartamiento
de esta curva esta asociado a la presencia de deslizamiento.
El punto central, en cambio, se mueve linealmente con la
velocidad del centro de masas del cuerpo.

A fin de que la trayectoria de los puntos seleccionados
sobre el cuerpo aparezca con nitidez y buen contraste, es
conveniente que los puntos estén marcados de color blanco,
0 bien que sean brillantes sobre un fondo negro opaco.
Preferentemente, la escena tiene que estar dispuesta en un
ambiente poco iluminado. Si fuera necesario aumentar el
contraste, se puede iluminar con una lampara que emita
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ultravioleta (“luz negra™) para realzar los colores claros y
los fluorescentes.

En simultdneo con una captura de larga exposicion, una
filmacién del movimiento con una camara digital es una
adecuada técnica complementaria. Con cada cuadro del
video es simple determinar la posicién del objeto relativa a
un sistema de referencia. La secuencia “cuadro a cuadro”
permite conocer con detalle la evolucion temporal del
movimiento.

Para la captura de las imagenes, es Util ubicar dentro del
cuadro de filmacion y de fotografia un elemento de longitud
conocida o bien realizar marcas igualmente espaciadas para
luego calcular por escala las posiciones de los puntos en las
imagenes en unidades de longitud conveniente [10, 11]. En
efecto, con programas como Photoedit (®Microsoft) o la
herramienta Paint (®Microsoft) se puede determinar las
coordenadas en pixeles de los puntos de interés a estudiar.
Estas coordenadas, por comparacion con las referencias de
longitud ubicadas dentro del cuadro, permiten convertir las
posiciones en unidades de longitud. En nuestro caso, para
hacer la captura de la informacion de posicion (en pixeles)
y de tiempo (en segundos) se ha utilizado el programa Data
Point [12], que requiere videos en formato AVI. En el caso
de ambientes muy oscuros es Util la opcidn night-shot, que
algunas filmadoras tienen incorporadas. Esta variante
permite filmar en condiciones de baja iluminacién con el
empleo de sensores con alta sensibilidad en el rango del
infrarrojo cercano.

Tanto la camara fotografica como la filmadora deben
estar ubicadas de modo que la escena donde transcurre el
movimiento quede centrada, y a distancias tales que se
minimice la paralaje, de manera que un objeto ubicado en el
centro de la imagen tenga las mismas dimensiones (en
pixeles) que cuando esté ubicado cerca del borde de la
imagen. En caso contrario, podria aparecer algin problema
de enfoque con consecuentes distorsiones de la imagen.

Por un lado, la imagen de la trayectoria obtenida por la
fotografia de larga exposicién y, por el otro, los datos de
posicion y tiempo capturados a partir del video constituyen
en conjunto un recurso factible para analizar casos
particulares de movimientos como son los casos de
deslizamiento o rodadura.

A continuacién, se presentan dos experiencias en la que
se aplican estas técnicas para estudiar, en la primera de
ellas, la transicion de deslizamiento a rodadura de un
cuerpo simétrico y, en la segunda, la disipacion de energia
en el instante de deslizamiento. La segunda experiencia esta
disefiada a partir de un problema propuesto en un texto de
mecanica elemental utilizado en cursos universitarios [7] y
gue tiene variantes como en [8].

I1l. TRANSICION DE DESLIZAMENTO A
RODADURA

La experiencia consiste en empujar un cuerpo cilindrico
sobre una superficie horizontal suave de modo que deslice
inicialmente para luego estudiar la transicion a la rodadura.
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En el presente caso, el cuerpo es un recipiente de laton de
6,4cm de radio. De manera conveniente, la cara circular de
la lata se cubri6 con papel negro y sobre ella se colocaron
dos marcas de referencia con dos circulos de papel blanco,
una como punto periférico y otra para registrar el
movimiento del centro de masas. A simple vista, la eleccion
de los colores en forma inversa puede parecer equivalente
pero vuelve ineficaz la técnica fotografica de larga
exposicion ya que la luz reflejada por objetos blancos
termina saturando gran parte de la imagen. La camara
utilizada es una Canon 350D, puesta en modo manual, lo
que permite hacer los ajustes para este tipo de imagenes.
Para este caso fueron: ISO 800 (ISO hace referencia a la
sensibilidad) y un tiempo de exposicion de 2 segundos. No
es aconsejable usar tiempos mayores a la duracion del
fendmeno ya que la captacion de luz adicional resta
innecesariamente contraste a la imagen.

La fotografia de larga exposicion de la Fig. 1 muestra
las trayectorias de un punto periférico y del punto central
sobre el eje que pasa por el centro de masa. La trayectoria
del punto periférico evidencia un tramo inicial de
deslizamiento para luego pasar a la rodadura dada la
cicloide asociada que se visualiza en la imagen.

En la Fig. 2 se muestra una composicion de tres
fotogramas de la filmacion adicional realizada. En el
fotograma central se puede observar que la marca de la
periferia queda registrada con mayor nitidez cuando estd
pasando por la posiciébn méas baja, lo que se corresponde
con el hecho que en caso de rodadura ese punto de contacto
tendria velocidad instanténea relativa a la superficie igual a
cero.

Una mayor cuantificacion se puede hacer recordando
que en condicion de rodadura el médulo de la velocidad
angular w es igual al cociente entre la velocidad del centro
de masa vy v el radio R del cilindro que rueda:

-t (1)

FIGURA 1. Fotografia de larga exposicion, que permite tener en
un sélo cuadro la trayectoria de los dos puntos resaltados. La lata
es empujada rpidamente y desliza hasta que entra en condicion de
rodadura evidenciada por la trayectoria cicloidal del punto
periférico.

Mediante un andlisis cuadro a cuadro del video es posible
evaluar el cociente vcy /R y determinar el instante en que
éste satisface la condicién de rodadura, es decir cuando su
valor coincide con la velocidad angular @. En este caso se
utilizé una cdmara Sony DCR-SR45 para capturar imagenes
a una tasa de 30 cuadros por segundo.
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FIGURA 2. La imagen es una composicién que redne tres
fotogramas obtenidos del video. En el segundo cuadro la nitidez
del punto periférico indica que su velocidad es nula, se halla
instantaneamente detenido en un cuerpo que rueda y se traslada.

En la Fig. 3 se muestran la velocidad angular « del cuerpo
y el cociente vey /R entre la velocidad de su centro de
masas Y el radio. Se puede observar que, al comienzo, la
velocidad angular es casi nula y crece hasta quedar
aproximadamente constante. Por su parte, la velocidad de
traslacion crece repentinamente por la accién de la fuerza
gjercida por la mano que empuja para iniciar el
movimiento. Luego, como actla s6lo la fuerza de friccion
en el deslizamiento, la velocidad disminuye hasta hacerse
también aproximadamente constante. Una vez que el
cociente vem /R iguala el valor de la velocidad angular , el
cuerpo entra en rodadura y se verifica la relacion (1).
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FIGURA 3. Evolucion del cociente Vey /R (azul) y de la
velocidad angular @ (verde). La convergencia de las curvas
verifica la condicion de rodadura sin deslizamiento. Las lineas son
indicativas de la tendencia de cada variable

IV. DISIPACION ENERGIA

DESLIZAMIENTO

DE POR

En esta experiencia consideramos el problema planteado en
un texto universitario de Fisica en el que se estudia un
cuerpo que esta formado por un cilindro de radio r y masa
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m al que se la han adosado dos discos de radio R y masa M
en sus extremos.[7] La propuesta del problema es
determinar como cambian las velocidades del cuerpo al
rodar inicialmente cuesta abajo por un plano inclinado,
apoyado sobre el cilindro, para luego continuar por el plano
horizontal, apoyado sobre los discos (Fig. 4). El analisis
tedrico previo, suponiendo conservacion de la energia
mecanica, determina que al producirse el contacto de los
discos con el plano horizontal (cambio de radio raR >r) se
produce un incremento de la velocidad del centro de masa y
una disminucidn de la velocidad angular.

Esta hip6tesis de conservacidn de la energia se puede
contrastar mediante un experimento que muestra la
trayectoria de un punto periférico y del centro de masa
recurriendo a la fotografia de larga exposicion. Por otro
lado, la técnica de video y su andlisis cuadro a cuadro
permite estimar los valores de la energia mecénica a lo
largo de todo el movimiento.

En este caso, se disefid el dispositivo con un cilindro de
madera de 15cm de largo y un radio de 1,2cm al que le
adosaron dos CD en sus extremos. Se cubri6 la cara circular
del CD con papel negro opaco y se marcaron un punto en el
centro y otro en la periferia con papel blanco. Los puntos
estan resaltados con tinta fluorescente, tal como se muestra
en la imagen (Fig. 5).

Para realizar la experiencia se incliné una pista de
120cm de longitud, con un angulo de inclinacion pequefio
de entre 5° y 10° y de este modo se logr6 el plano
inclinado; la superficie horizontal fue provista por el piso
del laboratorio. El cuerpo se solté desde la parte elevada del
plano inclinado de modo que la velocidad inicial fuera cero.

Todo el movimiento de rodadura sobre el plano y a
continuacion por el piso ocurre en unos pocos segundos.
Para obtener mayor nitidez de la trayectoria en la fotografia
se usa “luz negra” para iluminar la escena.

=

FIGURA 4. Esquema del problema, similar al que se encuentra en
la bibliografia, Ref. [7].

En este caso, la iluminacion elegida brinda mayor contraste
de los puntos de interés y que permite captar movimientos
mas fugaces. Los otros recaudos técnicos que se mencionan
en la primera experiencia son también validos aqui.
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FIGURA 5. La imagen muestra el montaje del dispositivo para la
captura de fotografias de larga exposicion.

Las fotografias de larga exposicion (Figs. 6 y 7) muestran la
trayectoria realizada por el punto de la periferia y el central
en el recorrido. Se observa una cicloide alargada sobre el
plano inclinado (circunferencia generatriz de radio r) vy,
luego de una transicion cuando los discos apoyan, una
cicloide comin en el plano horizontal (circunferencia
generatriz de radio R). El intervalo de transicion no puede
ser modelado con el empalme de esas dos cicloides (ver
APENDICE), lo que estaria indicando que en un breve
intervalo después del choque con el plano horizontal el
cuerpo rota y al mismo tiempo desliza. Es Util notar que en
ese lapso actla una fuerza de rozamiento en direccion
horizontal y hacia delante que incrementa la velocidad del
centro de masas y a la vez produce un torque que disminuye
la velocidad angular w. La Fig. 8 muestra el estudio del
movimiento cuadro a cuadro a partir del video obtenido con
una cdmara digital HP-M525 que captura 17 cuadros por
segundo. El incremento de velocidad del centro de masa
resulta inferior al esperado bajo la suposicion de que la
energia mecéanica se conserva. Esto representa una
disipacion de energia debido a la accién de la fuerza de
rozamiento en el intervalo de contacto de los discos con el
piso.

La presencia momentdnea de dicha fuerza de
rozamiento trae aparejada una variacion de energia que se
puede estimar en base a los datos extraidos del andlisis
cuadro a cuadro del movimiento. La Fig. 9 muestra la
energia mecéanica del cuerpo a lo largo de la trayectoria. Es
notable cdmo en el instante en que el cuerpo cambia su
circunferencia generatriz (que coincide con el cambio de
superficie) la energia decae abruptamente al producirse el
deslizamiento de los discos en el piso. Ese instante se
corresponde también con la transicion entre las dos
cicloides que describe el punto en la periferia, segin queda
evidenciado en la fotografia de larga exposicion. El choque
ineléstico del cuerpo cuando abandona el plano inclinado y
toma contacto con la superficie horizontal también
contribuye a la disipacién de la energia mecanica.
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FIGURA 6. Trayectorias del punto de la periferia y del punto
central, tal como se observan en las fotografias de larga
exposicion.

y(m)

y(m)

FIGURA 7. Segun la posicion del punto periférico en el momento
de contacto de los discos con el plano horizontal, se generan
distintas trayectorias que enlazan a las cicloides.
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FIGURA 8. Velocidad del centro de masas del cuerpo que rueda.
La velocidad creciente corresponde al trayecto sobre el plano
inclinado. Se observa el cambio de la velocidad cuando los discos
apoyan sobre el plano horizontal. La linea verde indica el valor
esperado de la velocidad en el plano horizontal si se conservara la
energia mecanica.
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FIGURA 9. Energia mecéanica evaluada del cuerpo. Se observa un
cambio en la energia en el momento en que los discos tocan el
plano horizontal.

V. CONCLUSIONES

Estas técnicas permiten realizar mediciones de magnitudes
que usualmente son dificiles de efectuar por la complejidad
de fendmenos tales como las rotaciones, deslizamientos y
las trayectorias en general diversas de cuerpos rigidos. Para
el estudio de estos fendmenos los dispositivos no son de
gran sofisticacion, se requieren elementos técnicos que
actualmente estan muy difundidos como son la camara de
video y la camara fotogréfica digital.

En particular, de la cémara fotografica digital se
aprovecha el modo de larga exposicién que resulta
adecuado para la captacién de trayectorias de puntos de
interés en un determinado movimiento. Cada escenario de
obtencion de imagenes requiere un montaje que debe tener
en cuenta cuestiones de iluminacién y contraste de colores
para su mejor apreciacion, que se van mejorando con el
ensayo y error.
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Es fundamental lograr imagenes suficientemente claras
como para realizar los andlisis de las experiencias
expuestas. Subordinado a lo anterior queda la posibilidad de
aplicar sobre las imagenes capturadas consideraciones
estéticas para ilustrar mejor los fendmenos a estudiar.

Por su parte, la cdmara de video digital permite
reconstruir el movimiento estudiado a partir de posiciones y
tiempo que posibilita la observacién del video cuadro por
cuadro. Ademas es posible captar, en ciertos cuadros,
momentos de interés especificos del movimiento.
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APENDICE

TRAZADO DE CICLOIDES

Para trazar las cicloides sobre las fotografias de larga
exposicion se han considerado las ecuaciones de la cicloide
generada por un punto periférico P al rotar el cuerpo sobre
los discos de radio R, cuando el cuerpo se desplaza en el
plano horizontal; y las ecuaciones de las cicloides
generadas por el mismo punto P debidas a la rotacion sobre
la generatriz del cilindro de radio r e inclinada un angulo g
debido al plano inclinado.

Cuando el cuerpo rueda sin deslizar sobre el plano
horizontal, la cicloide que describe un punto de la periferia
se puede representar por [13]:

x=R(a-sena),
y=R(1-cosa).

(A1)

Aqui, o es el angulo de rotacién del cuerpo. Por su parte,
las ecuaciones de la cicloide que genera el mismo punto P
al rodar el cuerpo sobre el cilindro de radio r se pueden
obtener mediante la suma de vectores a y b en el sistema
(%, y) solidario al plano inclinado, como se observa en la
Fig. 10:
c=a+h. (A2)
El vector a ubica el centro de la cara circular respecto de O
y el vector b corresponde a la posicion de P visto desde el
centro O".
c=(ra-Rsena;r -cosa). (A3)
Las coordenadas del vector c describen la cicloide generada

por el punto P al rotar sobre la generatriz del cilindro de
radio r.
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FIGURA 10. El cuerpo rota el angulo o y se traslada la distancia
0OQ'. Las coordenadas del punto P dadas por el vector c describen
la ecuacidn de la cicloide. Este vector se obtiene de la suma de los
vectores a (centro del cuerpo en el sistema (x, y)) y del vector b
que corresponde a la posicion relativa de P respecto del centro O”.
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Finalmente debemos expresar al vector ¢ rotado el angulo
del plano inclinado respecto del sistema (X, y). Para ello se
puede considerar la siguiente suma de vectores (ver Fig.
11):
cC=s+t, (A4)
donde s = (y’sen B; y’cos f) y t = (X'cos 8, — X" sen f).
Considerando que x” e y” son las ecuaciones de la cicloide
segln lo expresado en (A3), obtenemos la expresion del
vector c rotado el angulo p.
¢ =(y senb+ X cosh, y cosb - x"senb). (A5)
Es decir que la ecuacidn de la cicloide generada en el plano
inclinado es:

X=(r—Rcosa)senf+(ra—Rsena)cos 5,
y=(r—Rcosa)cos —(ra—Rsena)sengs.

(A6)

A\ 4

FIGURA 11. El punto P en el sistema (X, y) puede ser ubicado si
se considera, por ejemplo, al vector ¢ como la suma del vector s y
del vector t.
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FIGURA 12. Las cicloides generadas segun las ecuaciones para el
plano inclinado y el plano horizontal a partir de los parametros r,
R y B. El ajuste de estos parametros permite establecer sobre la
fotografia donde hay rodadura y dénde no.

http://www.lajpe.org



Las cicloides se pueden generar (Fig. 12) en una planilla de
calculo en funcion del angulo de giro a y de los pardmetros
r, Ry S. Luego, se pueden superponer a las fotografias de
larga exposicion para ajustarlas convenientemente a los
datos experimentales.
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