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EDITORIAL

It is a pleasure to publish a new issue of LAJPE where we find interesting articles about research in Physics
Education and several topics of theoretical and applied Physics. We thank for contributions of colleagues
from Argentina, Bahamas, Brazil, Colombia, Denmark, Ecuador, Ethiopia, India, Italy, Mexico, Nigeria,
Portugal, Russia, Spain, Turkey and USA. The presence of LAJPE in the World each time is biggest;
therefore we are happy because the great number of contributions from developing countries. One of our
aims is became a real support to Physics teachers in all educative levels, in this sense we are in the right way.
But we need a lot of work of the educators and researchers, it is very important to share experiences and
projects results from different culture, countries and educational systems. What we can expect from an on-
line journal of Physics Education? In the editorial team perspective, we can say that meeting proceedings
peer reviewed are very important. Also, the special issues devoted to specific topics and the regular are
required. More citation in the research papers and books on Physics Education should be done, and then
LAJPE papers should be mentioned in traditional and prestigious journals as American Journal of Physics,
The Physics Teacher, European Journal of Physics, Physics Education, Physics Review Special Topics
Physics Education Research, Brazilian Journal of Physics Education, Revista Mexicana de Ensefianza de la
Fisica, between others. Even in recent journals like the European Journal of Physics Education and the Euro-
Asian Journal of Physics and Chemistry Education, for instance. On the other hand, also is important the
LAJPE presence in journals on Science Education and related topics, because all citation can contribute for a
better editorial reputation and to improve the image of the Physics Education as a science, further as a part of

the Physics.

In the name of the editorial team we want to thank all our collaborators because your effort and for trust on
us.

César Mora
Editor in Chief
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EDITORIAL

Es un placer publicar un nuevo nimero de LAJPE en donde encontrardn articulos interesantes sobre
investigacion en Educacion en Fisica y varios temas de Fisica Tedrica y Aplicada. Agradecemos las
contribuciones de los colegas de Argentina, Bahamas, Brasil, Colombia, Dinamarca, Ecuador, Etiopia, India,
Italia, México, Nigeria, Portugal, Rusia, Espafia, Turquia y los EE.UU. La presencia de LAJPE en el mundo
cada vez es mayor, por lo que estamos contentos por el gran namero de contribuciones de paises en desarrollo.
Uno de nuestros objetivos es convertirnos en un verdadero apoyo para profesores de Fisica en todos los
niveles educativos, en este sentido estamos en el camino correcto. Pero necesitamos mucho trabajo de parte de
educadores e investigadores, es muy importante compartir experiencias y resultados de proyectos de diferentes
culturas, paises y sistemas educativos. ;Qué podemos esperar de una revista en linea de Educacion en Fisica?
En la perspectiva del equipo editorial, podemos decir que las actas de congresos revisadas por pares son muy
importantes. Ademas, se requieren de nimeros especiales dedicados a temas especificos y asi como los
nameros regulares. Se debe hacer mas citas en trabajos de investigacion y libros sobre Educacién en Fisica,
esto es, los articulos LAJPE deben ser mencionados en revistas tradicionales y prestigiosas tales como el
American Journal of Physics, The Physics Teacher, Revista Europea de Fisica, Educacién Fisica, Fisica de
Revision Fisica Temas Especiales Investigacion de la Educacion, Revista Brasilefia de Ensefianza de la Fisica,
Revista Mexicana de Ensefianza de la Fisica, entre otras. Incluso en revistas recientes tales como el European
Journal of Physics Education y el Euro-Asian Journal of Physics and Chemistry Education, por ejemplo. Por
otro lado, también es importante la presencia de LAJPE en revistas de Educacion en Ciencias y de otros temas
relacionados, porque todas las citas pueden contribuir de una mejor reputacion editorial y para mejorar la

imagen de la Educacion en Fisica como una ciencia, mas ain como una parte de la Fisica.

A nombre del equipo editorial queremos agradecer a todos nuestros colaboradores por su esfuerzo y la
confianza puesta en nosotros.
César Mora

Editor en jefe

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012 2 http://www.lajpe.org



Towards a conceptual framework for identifying
student difficulties with solving Real-World

Problems in Physics

o AL e e

QVO NON ASCENDAM?

Martin Niss
IMFUFA, Department of Sciences, Roskilde University, Universitetsvej 1, 4000 Roskilde,
Denmark.

E-mail: maniss@ruc.dk

(Received 27 January 2012, accepted 22 March 2012)

Abstract

This paper develops a conceptual framework for identifying the challenges and obstacles university students encounter
when solving real-world problems involving Physics. The framework is based on viewing problem solving as a
modelling process. In order to solve a real-world problem, the problem solver has to go through the steps and do the
tasks of such a process. The paper presents a theoretical analysis of what it takes to solve three real-world problems,
demonstrating how the framework presented captures the essential aspects of solving them. Moreover, it is argued that
three steps critical for real-world problem solving — initial analysis of the problem situation, choice of relevant
physical theory (the so-called paradigmatic choice) and mathematization — are not covered by existing models of
problem solving in Physics. Finally, the existing research on student difficulties with problem solving in Physics is
placed within the framework.

Keywords: Problem solving, real-world problems, university level.

Resumen

Este articulo desarrolla un marco conceptual para identificar los retos y obstaculos que los estudiantes universitarios
encuentran en la resolucion de problemas reales relacionados con la fisica. EI marco esta basado en la visualizacién de
la solucién de problemas como un proceso de modelado. Con el fin de resolver un problema del mundo-real, el
solucionador de problemas tiene que pasar por los pasos y hacer las tareas de dicho proceso. EI documento presenta un
andlisis tedrico de lo que se necesita para resolver los tres problemas del mundo-real, demostrando cémo el marco que
se presenta recoge los aspectos esenciales de su solucidn. Por otra parte, se argumenta que los tres pasos criticos para
la resolucion de problemas del mundo-real - andlisis inicial de la situacion del problema, la eleccion de la teoria de los
aspectos fisicos (la eleccion paradigmética Ilamada) y la matematizacion - no estan cubiertos por los modelos
existentes de resolucién de problemas en fisica. Por ultimo, la investigacion existente sobre dificultades de los alumnos
con la resolucion de problemas en fisica se coloca en el marco.

Palabras clave: Resolucion de problemas, problemas del mundo-real, nivel universitario.

PACS: 01.04. Fk, 01.40.E-, 01.40.ek ISSN 1870-9095

1. INTRODUCTION

A major goal of Physics Education is to develop student
competency in solving real-world problems using the
concepts and theories of Physics. Since the 1960s, Physics
educators and researchers have lamented that the type of
problems so predominantly used in Physics education that
they are called standard problems [1] are cleaned-up
versions of real-world problems with much of the physical
reasoning already done for the students due to the very
formulation of the problems [2, 3, 4, 5]. Fig. 1 shows a
typical example of a standard problem. In order to allow
students to develop a broader problem-solving competency,
other types of problems have been proposed [2, 3, 5, 6, 7].

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

As these problems supposedly simulate problems found in
the real world, they are often called real-world problems.

The process of solving standard problems has been
studied extensively, but only a few studies exist on the
challenges and difficulties students encounter when solving
real-world problems. In their study of high school students
solving astronomy problems, Shin, Jonassen and McGee [8]
concluded that solving both well- and ill-defined problems
required domain-specific knowledge, but ill-defined
problems in unfamiliar contexts also required planning and
monitoring skills. Fortus [9] investigated the approaches of
individuals with different physics backgrounds to both
well-defined and real-world problems. He found that the
skills needed to solve a well-

http://www.lajpe.org
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A pendulum consists of a small ball attached to one end of
a light string of length L. The other end of the string is
attached to hook fastened to the ceiling. A fixed peg is
located vertically below the hook at a distance smaller than
L. The ball is initially held at rest, with string taut and
horizontal, and is then released. What must be the
minimum distance between the hook and the peg so that
the string is still taut when the ball reaches a point directly
above the peg?

FIGURE 1. A standard problem: The pendulum problem.

defined problem in the domain of Newtonian mechanics
were not sufficient to solve a real-world problem in the
same domain that required making assumptions. Moreover,
Fortus’ results indicate that the step in the problem solving
process causing most difficulties for the subjects studied
was making reasonable assumptions concerning the
problem.

Hence, real-world problems seem to present other
difficulties for the problem solver than standard problems
do. Unfortunately, we do not know much about what
challenges and obstacles students encounter when solving
real-world problems. The present paper is part of a general
research program that aims at remedy this situation by
identifying and characterizing these difficulties for
problems posed by others and whose solutions require the
use of Physics. This paper develops a conceptual
framework that can be used in this endeavor.

A research framework is, ‘a basic structure of the ideas
(i.e. abstractions and relationships) that serve as the basis
for a phenomenon that is to be investigated’ [10, p. 458]. It
provides a structure that can be used for conceptualizing
and designing empirical research studies, allows sense
making of data, and enables us to go beyond common
sense. Lester distinguishes between different kinds of
research frameworks. A theoretical framework guides
research activities with reference to formal theory, i.e. a
theory that has been developed by using an established,
coherent explanation of certain sorts of phenomena and
relationships, e.g. Piaget’s theory of cognitive development.
In contrast, conceptual frameworks, such as the one
presented here, are put together from a number of sources,
including various theories and aspects of practitioner
knowledge. A conceptual framework is, ‘an argument that
the concepts chosen for investigation, and any anticipated
relationships among them will be appropriate and useful
given the research under investigation’ [10, p. 460] and its
aim is to contribute to both fundamental understanding and
the development of teaching.

In order to obtain such a framework for the present
purpose, we need a detailed description of the problem
solving process. For standard problems, several such
models exist [11, 12, 13, 14, 15], but none of them focuses
on the solving of real-world problems. Hence, the aim in
this paper is to answer the following research questions:

What stages are involved in solving real-world Physics
problems? What are the tasks at each stage?

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

A systematic and sufficiently detailed description of
these stages and tasks would give us an account of the
challenges that solving a real-world problem poses for
students. Whether these challenges are in fact obstacles for
the students is a question that will be studied empirically in
subsequent papers.

The research question is investigated theoretically by
solving the three real-world problems presented in Fig. 2
and by analyzing the stages and tasks involved in the
solutions. In order to systematically identify the stages and
tasks required in the problem solving process, the problem
solving process is seen as a modelling process, where the
solution to a problem is obtained via a mathematical model
that is either constructed for the purpose or selected from
the physicists’ arsenal of models. This perspective allows
us to draw on the research on modelling in Physics
Education, in particular the work of Hestenes and Halloun.
The justification of the framework is based on a theoretical
argument that the model actually captures the essential
steps in solving the three problems.

1. STANDARD AND
PROBLEMS

REAL-WORLD

Standard problems can be characterized as follows [1]: A
situation is described for which certain information is
provided, typically as numerical values for the variables of
the situation. The job of the problem solver is to determine
the value of one of the other variables of the situation.

The cannon problem
How does a cannon’s firepower depend on the length
of the cannon barrel?

The power plug problem

A power plug is connected to a water heater. Heat is
generated in the power plug due to a loose
connection. How much heat can possibly be
generated in the power plug?

The water tap problem
How does the width of a column of water from a tap
change down the column?

FIGURE 2. The real world problems considered in the paper. The
cannon problem is taken from Hgjgaard Jensen (2003), the power
plug problem from Hgjgaard Jensen (2004) and the water tap
problem is an unpublished exam problem posed by Jens Hgjgaard
Jensen.

http://www.lajpe.org
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Moreover, the problems are well-defined with the sought-
after variable explicitly stated and only relevant variables
appear in the problem statement.

To what extent are the so-called ‘real-world problems’
in the Physics Education literature (see, e.g. the problems in
[4, 9]) related to problems found in real-world situations?
On the one hand, the problems have some artificial features.
For example, they are not set by the problem solvers
themselves but by others, e.g. the teacher. This means that
the problem framing stage of the problem solving process
that some researchers emphasize as important in real-world
problem solving (see, e.g. [18]) has already been done
when the problem is presented to the solver. Consequently,
‘real-world tasks’ would perhaps be a more accurate name
than ‘real world problems,’ but since the latter is used in the
literature, it will also be used here. In addition, as the
problems are set in a school context, they carry some
connotations with them. Students can safely assume that the
Physics of the problems has been covered in the classroom,
that they can in fact be solved and that this can be done
within a reasonable amount of time, etc. On the other hand,
the problems also simulate aspects of problems in the real
world. First, they refer to an authentic context: (A) The
event described has taken place or has a fair chance of
taking place; (B) the question posed in the task might
actually be asked in the real-life event; (C) the
data/information given in the problem is realistic in terms
of the problem; and (D) the solution is consistent with what
is regarded as an appropriate solution in the corresponding
out-of-school situation." Many standard problems do not
fulfill points (A) and (B), e.g. who would like to know the
answer to the problem in Fig. 1? Second, the steps required
to solve the real-world problems correspond to those of
solving a real-world task (except, of course, for the problem
framing). More precisely, for a real-world problem the
problem solver must make several decisions about (1)
which specific variable(s) would be useful to answer the
question; (2) which Physics concepts and principles could
be applied to determine that variable; (3) what information
would be needed; and (4) where or how that information
could be obtained or estimated [2, 3, 20]. Moreover, the
problem solver needs to make assumptions, approximations
and idealizations of the problem situation [2, 9, 21, 22]. In
contrast, standard problems do not require that the solver
performs all or even most of these steps.

The three problems discussed in the present paper are
formulated in everyday language; the situations described
belong to the real world rather than an artificial physics
world; their questions might actually be posed in the real-
world situation, and their solutions require the application
of Physics.

. This is an adaptation of a framework proposed by Palm [19] for
describing the concordance between word problems in
mathematics education and tasks in the real world beyond the
mathematics classroom.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

I1. THE EXISTING MODELS OF THE
PROBELM SOLVING PROCESS

Several models of the problem solving process in Physics
exist. One dominant model is that of Reif and colleagues
[11, 12, 21] which concerns effective human problem
solving in general. The procedures contained in their model
should be used in conjunction with a domain-specific
knowledge base, such as mechanics. The model, as
expounded in [12], divides problem solving into four
stages:

1.  Problem description and analysis;

2. Construction of a solution to the problem;

3. Assessing the solution; and

4.  Exploiting the solution
The knowledge base which is specific to the problem
domain in question facilitates these stages. It contains
declarative knowledge of concepts and principles as well as
specific procedures facilitating their use.

In the first stage, the original problem is redescribed in a
way that facilitates the subsequent search for its solution,
including identifying and organizing relevant knowledge
and describing it in convenient symbolic form. The
resulting problem description assists the construction of the
solution by limiting the domain of search and by allowing a
ready application of the problem solver’s knowledge base.
Reif and Heller subdivide this stage into two fairly distinct
stages. The one sub-stage, which we will call 1A, is where
everyday knowledge is used to generate a basic description
readily interpretable by the problem solver. The aim of this
description is merely to translate the original problem into a
form clearly describing the situation specified and the
information to be found. This includes using diagrams
and/or statements to describe the specified situation about
the system and its properties, introducing convenient
symbols, and identifying those denoting unknown values.
The other sub-stage, which we will call 1B, is where the
problem solver uses his/her specialized knowledge about
the domain in question. This leads to a theoretical problem
description in which the problem is described in terms of
the concepts of the particular domain. This means that the
entire body of theoretical knowledge about this domain is
accessible when the solution of the problem is
implemented. The theoretical analysis of a problem is
usually followed by a qualitative analysis of the problem in
which the main implications of applicable principles are
explored qualitatively. Such an analysis may facilitate the
subsequent solution by suggesting possible approaches and
by helping to interpret physically the results of the
mathematical analysis. When substage 1A and 1B is
completed, the way is paved for the actual construction of
the solution. Here, Reif and Heller focus mainly on
generally applicable methods, such as constraint
satisfaction. After a solution is constructed, how
satisfactory it actually is in terms of e.g. completeness and
internal consistency is assessed.

To solve a real-world problem, the problem solver has
to go through the Reif and Heller’s four stages listed above.

http://www.lajpe.org
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Sub-stages 1A and 1B play a particularly important role
when solving real-world problems because these two steps
take the problem from the real-world situation and put it
into the realm of Physics. However, as will be argued
below, their model, which in principle is applicable to all
types of problem solving, is too general and simple to
capture the complexity of translating a real-world problem
into Physics.

Two recent models of the problem solving process, one
developed in [14, 15], and the other in [13], modify the
model by Reif and colleagues. These two models focus
greatly on the role of Physics knowledge in the problem
solving process, but neither of them is designed to
characterize the possible challenges and obstacles students
encounter due to the real-world aspect of the problem
solving.

IV. MODELLING IN PHYSICS

Seeing problem solving as a modelling process allows us to
focus particularly on the translation from the real world

Situation

'

System
Phenomenon

A 4 y v
Purpose Model < Validity

|

Analysis

A

A 4
Conclusions/ |
Justification

A 4

FIGURE 3. Modelling in Physics according to Hestenes (1995).

to the physical world. According to Hestenes [24],
modelling in Physics typically begins with a real-world
situation. Then the following steps are taken:

A The system to be modelled is identified along with
its relevant properties (identification of variables). This leads
to the construction of a system schema and the selection of
property descriptors.

B. A model is then constructed or selected and
adapted from a collection of available models. The intended
use or purpose greatly influences this step and a variety of
purposes govern variations of the modelling process.

C. Empirical determination of the model’s validity is
obtained by comparing the model with the system in the
original situation. This can involve designing and performing
an experiment or simply checking the answer to a problem.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

D. The previous step provides justification for the
conclusions about the system and the situation which are
drawn from the model.

E. In order to extract conclusions from the model, an
analysis of the behavior of the model is required.

The model deployment scheme described in Fig. 4 shows
that Halloun [25] builds on Hestenes’ ideas, though some of
the stages are reformulated and several new ones added. As
will be argued below, the most important additional stages
for the purpose of this article is the stage ‘Paradigmatic
choice: What theory? What model(s)?’, which Halloun
describes as follows, ‘The problem solution would begin
with the choice of an appropriate theory within the context
of a specific scientific paradigm (e.g. the choice of Newton
theory, Euler theory, or Hamilton-Jacobi theory for
classical mechanics situations), followed by the choice of
appropriate models’ [25, p. 150-151]. Two distinct stages
are involved in Halloun’s paradigmatic choice. In the first
stage, the overall theory is chosen and the appropriate
model is chosen subsequently. The latter stage involves
choosing an appropriate principle, e.g. conservation of
energy, within the theory. Since these two stages may cause
different difficulties for the students, we consider them to
be separate steps and call them the ‘paradigmatic choice’
and the ‘principle and concept choice,’ respectively.

Empirical
situation

Analysis of the situation:

What physical systems?
What phenomena?

Y

Paradigmatic choice:
What theory?
What model(s)?

V'I

Schematic reproduction:
What objectives?

Evaluation

Paradigmatic
synthesis

composition?
Model structure?

What is needed from model

#I
Transformation into a mathematical
model:
<+ What mathematical depictors/
Results: representations are most suitable?
What outcomes? Mathematical What mathematical operations are
How can they be - model | g—| needed to analyze the chosen
justified? N processing model(s)

How interpreted?

FIGURE 4. Model deployment according to Halloun (2004).

V. THREE EXAMPLES

To assist and illuminate our analysis, we consider solutions
to three specific, real-world problems.

A. The power plug problem

The power plug problem can be solved using the following
steps [17]:

1. A loose connection is a point in an electric circuit where
the metal on one side of the connection is not in complete
contact with the metal on the other side, effectively
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reducing the cross-sectional area of the wire at the joint.
Consequently, higher than normal resistance occurs at the
joint, thus, causing it to heat up. For our purpose, the effect
of the loose connection is for it to act as a resistor, so that
when a current flows through the resistor, heat is generated.
The heating of the loose connection must be equal to the
power generated by the flow of the current through the
resistor. Similarly, we can represent the effect of the water
heater on the system using a resistor. Regarding the
position of the resistors, it is natural to assume that the
loose connection resistor is connected in series with the
water heater, which is an external component. The role of
the water heater is to affect the voltage drop over the
former, since they are placed in a series.

2. We now have a physical model describing what is
happening. It follows from the previous considerations that
the relevant physical theory is electric circuit theory.

3. Within this theory, Joule’s law can be used to calculate
the heat generated due to the current flowing through a
conductor or, equivalently, the power dissipated in a
resistance. Moreover, we know that the current through a
series of resistors is the same for each resistor.

Loose Water
connection heater

FIGURE 5. Electric diagram for the power plug problem.

4. These physical ideas can be turn into a mathematical
model. First, we have to describe the situation in
mathematical terms. We denote the resistance of the loose
connection by R,, and the current through it, I. Then we use
Joule’s law to calculate the power dissipated in the loose
connection:

W, =R12 D

This does not solve the problem, because we want to reduce
W, to known quantities and | is unknown, while the mains
voltage is assumed to be known, namely 220V, 110V, or
whatever is the value in the country of residence. One
might be tempted to simply use Ohms law for voltage,
V=RI with R and V over the loose connection to eliminate I,
but that does not work because we do not know the voltage
over the loose connection. We call the resistance of the
water heater Ry. Noting that for a series of resistors, the
current through them is the same we thus replace the above
with:
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RV?

= @
(Ry +Ry)

5. We now want to find for what values of R,, W, attains its

maximum value. Thus we find the derivative with respect
to R, is given by:

dw, _y2 (R, +R —-2R)
dR, (Rh+RI)2 .

®3)

The power plug attains the maximum heating for the values
of R, when this is equal to 0. This happens when R, =R,.
6. Hence, we obtain:

V2 1Vv?

W, =R — =Y 4
hmex TR +R,) 4R, @

7. The power delivered to the water heater W, is VR, s0
the maximum loss is proportional to this power, which
seems reasonable.

8. We can rewrite the maximum loss to get:

1
Wi max = Z\Nh' 5)

Hence, the worst case scenario is that a fourth of the
dimensioned power of the water heater is lost as heat due to
the loose connection.

B. The cannon problem

The cannon problem can be solved as follows [16]:

1. The cannon’s firepower is a measure of the
destructiveness of its projectiles. We define the firepower to
be the kinetic energy of the projectile when it leaves the
barrel muzzle (we could also have chosen the muzzle
speed). The ignition of the cannon gun powder causes an
explosion in the cannon that expands the air below the
projectile, which propels the projectile until the air fills the
entire volume of the barrel.

2. The explosion and expansion of the gas in the cannon
can be described with thermodynamics, while mechanics is
appropriate for the motion of the projectile in the barrel.

3. We can use thermodynamics to calculate the work done
by the expanding gas on the projectile during its motion
through the barrel. Using the work theorem of mechanics
we can relate this work to the kinetic energy. We
furthermore have to make an assumption about the
expansion process. We will assume that the explosion
occurs without an exchange of heat between the gas and the
barrel, i.e. it is an adiabatic expansion, but other reasonable
assumptions could have been made as well.

4. Let V, be the small volume behind the projectile and V.
the volume of the barrel. Let P, and P be the pressures of
the gas right after the explosion and during the expansion,
respectively. We assume that the barrel is a cylinder and let
L, denote the length of the barrel corresponding to the
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initial volume V, and L the entire length of the barrel. Since
we assume that it is an adiabatic process, we know that the
pressure during the expansion is:

PV7 =RV, (6)

Here y is a characteristic constant of the gas.
The work done on the projectile is

VL
w =J' PdV. @)
VO

According to the work theorem, the kinetic energy gained
by the projectile in the barrel is:

W = AK. (8)

Since the projectile is initially at rest 4K is equal to the
kinetic energy of the projectile when it leaves the cannon
muzzle; this implies that the firepower is equal to W.

5. Evaluating the integral in Eq. 7, we get an expression for
the work:

Voo o VIR( 1 1
W=VgR [ Vv 0_0( = ©
Vo y-1vyt v

This can be rewritten in terms of the barrel length, using the
assumption that it is a cylinder:

W = \;Opi{l— ['LOJH] (10)

6. For the firepower we obtain:

K= %{1—(%}71J = uo{l—("—fjﬂ} (11)

7. Here Vti; is identified as the internal energy of the gas
v

after the explosion U,. Hence, the firepower is equal to U,
when the barrel length is long. This seems reasonable
because in that case all the energy released by the explosion
should be transferred to the projectile as none of it is lost to
the surroundings as gas expansion.

8. The cannon’s firepower dependence on the length is
given by Eqg. (11).

C. The water tap problem

The water tap problem can be solved in the following way:

1. We assume first that the column has a circular cross-
section. The width of the column is then the diameter of
this cross-section. The water leaves the tap with a certain
flow rate. We assume that in a horizontal section of the
water column, the water has a uniform flow rate. Gravity
causes the water to accelerate as it falls, thus increasing the

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

flow rate as we go down along the column. Furthermore,
we assume that the horizontal shape of the water column
does not change.

2. Since this problem involves the follow of water, fluid
dynamics can obviously be applied.

3. In order to apply these ideas, we need to make some
choices. We neglect turbulence and assume that the flow is
laminar. Since we assume a uniform flow rate through a
horizontal cross-section, we get a continuity equation.
Moreover, we assume that the viscosity can be neglected,
so that Bernoulli’s equation (a way of taking energy
conservation into account) can be applied to the situation.
Furthermore, we assume that the pressure down the water
column is constant.

4. These ideas can be turned into a mathematical model. Let
the tap be placed at the height hy above the sink and let it
have a circular cross-sectional area of Ay. We denote by vq
the flow rate of the water leaving the tap. Bernoulli’s

. L1
equation states that the quantity E,ovv2 +pgh+p, where v

is the velocity; p is the water density; g is the gravitational
acceleration; and h is the height above the sink, is constant
down along the water column. In particular, the equation
for what occurs just after the water has left the tap is:

%pvg + pgh, + p = const. (12)
The atmospheric pressure has a constant value, p. So:
1 5 1
P+ pdh+ P =2 oo+ pghg + P, (13)

The continuity equation gives that the cross-sectional area
A times the flow rate v is constant down the column:

A-v =const. (14)
In particular, at the tap we get:
A, - vy = const. (15)

Hence:
A-v=~A)-v,. (16)

The horizontal cross-section is circular, so A= 7d?with d
being the diameter.

5. These equations can be analyzed mathematically.
Bernoulli’s equation implies that:

v2 —v§ =2g(hy —h). (17)

Hence:

v =4/2g(h, —h) +V2. (18)
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Combining this equation with the continuity equation
yields:
A:Ao'Vo: A -V (19)

v gy —h)+v2

We then use that the cross-sectional area of the water is

circular, so g :\/E.
T

6. We find that the width, i.e. the diameter, changes with
height as

d= aRl 174 (20)
Jz(2g(he —h) +v2)

Here vy, Ao, and hg are constants of the system.

7. We find that the column gets thinner as we go down the
column, a result that we should expect from our real world
experience.

8. We get that the width changes with height according to
Eg. (20).

VI. PROBLEM SOLVING AS MODELLING

It is evident that solving these three problems requires
executing the actions that researchers see as characteristic
of real world problem solving: the problem solver has to
make the decisions, assumptions, approximations and
idealization that are relevant for the problems.

Hestenes’ and Halloun’s diagrams of modelling in
Physics can be adapted to model the process of solving
real-world problems. Hestenes’ diagram forms the
backbone, but in modified form. First of all, Halloun’s
‘paradigmatic choice’ is relevant for the problem solving
process and some of Halloun’s titles are more indicative
than Hestenes’, so they have also been chosen. On the other
hand, two of Halloun’s boxes, ‘Schematic reproduction’
and ‘Paradigmatic synthesis,” represent unnecessary
complications for the present purpose and are consequently
left out here. All this leads to the diagram in Fig. 6, which
shows the problem solving process.

The process begins with a real-world situation in which
some problem is formulated. As this is typically not
formulated in Physics terms, the problem needs to be put
into a form that is amenable to investigation using Physics.
To do so, making an initial analysis of the situation is
necessary. The aim of this step is the identification of the
physical system and the phenomenon that are to be
modelled. This is done by identifying the relevant features
of reality, selecting the objects, relations and so on that are
relevant for the modelling. This process is typically based
on specialized knowledge about the domain as well as
physical knowledge. In this process the system is delineated
from the context and some idealizations are done, explicitly
or implicitly.

For the power plug problem and the cannon problem,
this initial analysis is the first step. For the power plug case,
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the analysis has three parts. First, the effect of the loose
connection on the situation can be represented by an
electrical resistor and this resistor should be placed in a
series with the water heater. Second, the water heater does
in fact play a role because it affects the current going

Situation

v

Analysis of situation:
What physical system?
What phenomena?

v

Paradigmatic choice
What theory?

v

Principle choice
What concepts and principles?

+ \ 4

Transformation into a € Evaluation
mathematical model

* A

Mathematical analysis

v

Results
What outcomes?
How can they be justified?
How interpreted?

A 4
Conclusion

FIGURE 6. Problem solving as modelling.

through the loose connection. Third, the problem solver
needs to identify relevant theoretical or special knowledge,
e.g. that the heating is equivalent to the power generated by
the current flowing through the resistor. The cannon
problem requires an analysis of how the everyday notion of
firepower should be interpreted in physical terms as kinetic
energy (or perhaps as the muzzle speed) of the projectile.
Moreover, it should be realized that the explosion of the
gun powder propels the projectile.

In the next step, the machinery of Physics is brought to
bear on the delineated system. This requires that the
problem solver makes a paradigmatic choice of appropriate
physical theory. This means choosing a way of seeing the
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problem in physical terms and this choice subsequently
affects how the problem is approached.

For the three problems, the paradigmatic choice is done
in step 2. For the power plug problem and the water tap
problem, this choice follows immediately from the initial
analysis. For the cannon problem, however, the solver
needs to find a strategy for determining the muzzle speed of
the projectile. Which physical discipline would solve the
problem? One might think that the problem could be
attacked by purely mechanical means, for instance, by
making a more or less ad hoc assumption about the
acceleration of the projectile in the barrel. A more
satisfactory solution, along the above lines (several other
reasonable solutions with other types of expansion of the
gas are possible), requires a certain realization on the part
of the problem solver, namely that the solution to the
problem involves a combination of a mechanical view point
and a thermodynamic one. This requires the combination of
two physical disciplines.

When the physical theory has been chosen, the solver
has to choose a physical principle within this theory. This
corresponds to step 3 for the three problems. In the power
plug problem, the solver needs to realize both that Joule’s
law can be used to find the heat generated by the current
flowing through a conductor as well as that the current
through a series of resistors is the same for each resistor.
The cannon problem requires that the solver realizes that
the thermodynamic work can be used to obtain the
mechanical kinetic energy. In the water tap problem,
Bernoulli’s equation or another version of energy
conservation as well as the continuity equation are the basis
of the solution to the problem.

The choices of paradigm and physical principle should
lead to a physical model of the phenomenon in question.
The physical model obtained can then be transformed into a
mathematical model. Hestenes and Halloun do not provide
many details about this stage, so it is necessary to extend
their description. The setting up of the mathematical model
requires a mathematization, i.e. a translation of the physical
structure into a mathematical structure. This involves a
description of the situation in mathematical terms (the
volumes, pressures, lengths, etc.) as well as writing the
mathematical equations described in the paradigmatic
choice. During this stage, the abstract laws and principles,
often mathematically formulated, are applied to the specific
situation by an identification of the general mathematical
structure of the situation. Thomas Kuhn’s [26] discussion of
Newton’s second law can serve as an example. This law,
Kuhn writes, is usually formulated as f=ma. In order to
apply it, the solver needs to adapt it to the situation. For the

free-fall, the laws reads: mg:mdzs; for the simple

dt?
pendulum, it is transformed to: mgsingz_nﬂLZ?; for a pair
dt
of coupled harmonic oscillators, it becomes two equations,
. . 2
the first being: mlLZSJr ks, =k,(d +s,—s,)» etc. In all

these situations, the problem solver has to identify the
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relevant mathematical quantity, whether it is the height
above the Earth, the angle, or the position along a
pendulum trajectory of the object.

This is stage 4 for the three examples. The power plug
problem requires that the solver realizes which variable will
solve the problem and which are unknown. Moreover it is
important to realize that Ohm’s law for the voltage, V=RI
with R and V over the loose connection to eliminate I, do
not work because we do not know the voltage over the
loose connection. We call the resistance of the water heater
Ry. In order to solve the cannon problem, the solver has to
realize that the barrel length is related to barrel volume. The
mathematization process for the water tap problem is quite
involved. In order to apply Bernoulli’s equation and the
continuity equation, a mathematical preparation of the
situation is needed that specifies the parameters that can
describe the shape of the water and the flow of the water.

The model resulting from the previous deliberations can
be analyzed mathematically using mathematical methods to
obtain mathematical results and conclusions. These
methods can be either analytical or numerical, i.e. they can
involve the use of a calculator or a computer.

This is stage 5. For the power plug, it consists in finding
a maximum of the equations, while an integral must be
evaluated for the cannon problem. For the water tap, the
equations must be manipulated to give the right answer.

The mathematical analysis leads to results for the
behavior of the model. For the power plug problem and the
cannon problem, this is stage 6.

The entire process is evaluated during the process with
respect both to the original purpose as well as validity. The
purpose largely governs the modelling process. The level of
detail in the model is, for instance, governed by the
purpose. Sometimes only a crude model is needed, while at
other times a more elaborate model is relevant. The model
furthermore needs to be valid; this is achieved by
comparing the model with the system in the original
situation.

For the power plug problem, it is reasonable that the
value is proportional to the power of the water heater, while
the result for the cannon problem is studied in a limit.

Finally, a conclusion about the real-world situation is
drawn based on the obtained results.

VII. DISCUSSION

By seeing problem solving in Physics as a modelling
process, the proposed framework is based on a systemic
modelling of the challenges encountered by students
solving real-world problems.

It is evident that the model indeed captures the stages of
the process of solving the three example problems
provided. Since there is nothing special about these three
problems, it is reasonable to assume that the model captures
the process of solving real-world problems more generally.
Moreover, the model allows a focus on aspects of special
importance for real-world problems that are rarely covered
by previous models. For all three problems, the initial
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analysis of the situation clearly plays an important role in
the process of solving them. This is particularly true for the
power plug problem, where, for example, this analysis is
crucial and it is not all trivial to determine the relevant
aspects of the loose connection. This aspect is much less
present in the pendulum problem in Fig. 1, as illustrated by
Reif and Heller’s (1982) four-stage model analysis of the
problem solving process. A basic description can
immediately be given with diagrams and symbols and the
goal stated as the determination of the value of parameter.
Subsequently, a theoretical description could be provided.
In contrast, in the real-world problem, considerations
concerning how to prepare the situation to set up the
theoretical description are required.

Another special feature of the present description of the
problem solving process compared to previous approaches
is the paradigmatic choice. For standard problems in
Physics, the paradigmatic choice is of little importance as
the problems have been prepared in such a way that it is
rarely unclear which physical theory applies to the problem.
Most Physics students are probably undoubtedly aware that
the solution to the pendulum problem in Fig. 1 requires
mechanics. This may not be the case for real-world
problems as is particularly evident with the cannon
problem. This problem requires an initial analysis of how
the everyday notion of firepower should be interpreted in
physical terms as kinetic energy (or perhaps as the muzzle
speed) of the projectile. Here the problem solver needs to
decide which physical discipline would solve the problem.
One might think that the problem could be attacked by
purely mechanical means, for instance, by making a more
or less ad hoc assumption about the acceleration of the
projectile in the barrel. A more satisfactory solution, along
the above lines (several other reasonable solutions with
other types of expansion of the gas are possible), requires a
certain realization on the part of the problem solver, namely
that the solution to the problem involves a combination of a
mechanical view point and a thermodynamic one. This
requires the combination of two physical disciplines. It thus
requires that the solver is capable of realizing that the
thermodynamic work can be used to obtain the mechanical
kinetic energy.

The third aspect that is taken into account in the present
model of the problem solving process is the
mathematization process. The setting up of the
mathematical model requires mathematization, i.e. a
translation of the physical structure into a mathematical
structure. This involves a description of the situation in
mathematical terms as well as applying the Physics
principle to the situation. Standard problems have typically
been translated into mathematical language, which is not
the case for real-world problems. For the power plug
problem, we arrive at Eq. 1 when the mathematization is
complete. Physical insight is required to realize that this
equation is not sufficient. | is not an independent variable
and focusing on V is preferable. At this point the water
heater is taken into account to get Eq. 2.

Previous research on student difficulties with problem
solving can be incorporated into the framework presented
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here. The initial analysis of the situation involves what
might be called a framing of the problem situation (see
[27]), i.e. the determination of a certain perspective that
guides the problem solver’s interpretation of the situation.
The framing of the situation constitutes a fundamental
understanding of the situation. Based on established
theories as well as more informal Physics, the framing
includes a selection of the situation’s relevant features as
well as cutting out of irrelevant features. Sometimes this is
based on more or less formal Physics ideas about what is
going on and sometimes assumptions, i.e. ‘less-than-fully
established propositions that are used as a basis for
continuing a problem solving process’ [9, p. 87]. The
framing is often a prerequisite for deciding which specific
variables would be useful to answer the problem and what
Physics concepts and principles could be applied to
determine that variable. In the case of the power plug, e.g.
the framing consists in pointing out that the loose
connection can be represented as an electrical resistor with
a certain constant resistance. This framing defines a certain
perspective on the situation, which is particularly important
for real-world problems as they are not prepared in
advance.

Fortus [9] stresses that making assumptions is crucial
when transforming a real-world problem into a well-defined
question. He finds that two types of assumptions are
involved: (a) assumptions about the Physics variables and
the principles involved in the problem; and (b) assumptions
about the absolute or relative magnitudes of the variables.
Fortus emphasizes that assumptions of the first type are
always involved when solving any Physics problems,
whether standard or real world. Heller and Hollabaugh [3]
point out, however, that standard textbook problems often
specify the unknown variable in the last sentence, thus
removing the necessity of making decisions about which
specific variable would be useful to answer the problem.
The identification of what exactly to look for in terms of
physics quantities is much more straightforward for
standard problems, with their formalized nature, than for
the less formalized real-world problems. It is also natural to
assume that this identification may cause difficulties for the
students.

It has been widely recognized that a major obstacle
faced by novices when they try to solve a standard Physics
problem is translating from the verbal statement of the
problem to a mental representation of the problem in terms
of Physics (see, e.g. [1, 14, 15]). An adequate mental
representation of the problem is the first requirement for
successful problem solving. In order to obtain such a
representation, one needs to infer deep features with the use
of relevant background knowledge. Understanding why and
how a feature is important thus involves conceptual
knowledge of the problem. However, novices’
representations are lacking and pose an impediment to their
problem-solving proficiency [28, 29, 30]. Studies by
Finegold & Mass [31] and McMillan & Swadener [32]
indicate another difficulty. Poor problem solvers fail or are
unable to carry out the necessary qualitative analysis to
construct an adequate representation. We should expect
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real-world problem solvers to encounter difficulties similar
to the ones found for standard problems when they attempt
to answer the well-defined question arrived at in the process
described above.

The difficulties of making paradigmatic choices have
not been researched. The reason could be that this step,
which is crucial for real-world problem solving, seems to
be much easier for most standard problems since their
formulations often reveal which physical theory is relevant.
Concerning the principle choice and concept choice, several
empirical studies show that both cause difficulties for
standard problems. Hardiman, Dufresne, and Mestre [33]
found that beginning Physics students who had completed a
Physics course had trouble identifying major laws or
principles that could be applied to solve a problem. Other
studies show that while students may be able to state the
definitions of scientific concepts, they often do not know
what to do to apply these definitions in specific cases [34,
35].

The intricacies of the mathematization process, which is
critical to solving real-world problems, have not been
studied to a large extent. While not intending to
characterize difficulties, Redish [36] argued from a
theoretical point of view that the ability to use mathematics
in solving Physics problems requires something other than
what is learned in the mathematics classroom. In particular,
physicists interpret and use equations in a different way
than mathematicians, because they combine conceptual
physics and mathematical symbolism. On a much more
specific level, Clement, Lochhead, and Monk [37] found
that college students working on a word problems in
mathematics had difficulties translating the English words
from the problem statement into algebraic expressions.

To conclude, we provide a few remarks about the
potential applications of the framework presented. This
paper offers insights into the behavior of Physics students
when faced with real-world problems. The identification of
difficulties generic to the problem-solving process opens up
the possibility of predicting where in the process of solving
a given problem obstacles of different types might be
expected to arise. This understanding can contribute to the
planning of teaching, such as the identification of necessary
prerequisite skills as well as the design of activities that
scaffold the development of problem solving competency,
in particular the design of tasks that address the challenges
and obstacles presented in the framework. Finally, the
framework, when it has been refined and further examined,
may be useful as an instrument in research on problem
solving in Physics. The work presented in this paper has
advanced our progress towards achieving these goals.
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Abstract

In this study, the studies regarding the 5E model, which grounds on the constructivist approach in educational levels in
the world and Turkey, and is used as an educational model and its properties were analysed and information were
presented in respect of this model. In the study, which was performed in accordance with the descriptive scanning
method in this research, primarily the papers, dissertations in magazines indexed in databases such as the Dissertation
scanning center of the Board of Higher Education, Ebsco Host, Science Direct, Taylor and Francis and Web of Science
etc. and the literature were scanned in a broad perspective. The dissertations, papers attained as a result of scanning
were analysed by taking the grades of objective, conclusion and education into consideration. The 5E Model was
developed by one of the leading names of the BSCS (Biological Science Curriculum Study) project, Rodger Bybee,
and used in applications aimed at this project. The 5E Model grounds on the Constructivist Approach and the Model of
Learning Ring. There is a good deal of “E” release in the literature. These are encountered as 3E, 4E, 5E, 7E etc.,
however, this study analyses the 5E Model. The 5E Model is consisted of the grades of Engage, Explore, Explain,
Elaborate, Evaluate.

Keywords: Constructivist Approach, 5E Model, Physics Education and Teaching.

Resumen

En este trabajo, los estudios sobre el modelo 5E, que se fundamenta en el enfoque constructivista en los niveles
educativos en el mundo y Turquia, ademas se utiliza como un modelo educativo y sus propiedades fueron analizados y
la informacidn fue presentada al respecto de este modelo. En el estudio, que se realizé de acuerdo con el método de
analisis descriptivo, en esta investigacion, sobre todo los trabajos, tesis en revistas indexadas en bases de datos como el
centro de exploracion Tesis de la Junta de Educacion Superior, Ebsco Host, Science Direct, Taylor y Francis y la Red
de Ciencia, etc y la literatura fueron analizadas en una perspectiva amplia. Las disertaciones, documentos obtenidos
como resultado de la exploracion se analizaron mediante adoptando los grados de objetivo, la conclusién y la educacion
en consideracion. EI modelo 5E fue desarrollado por uno de los principales nombres de la BSCS (Estudio Curriculo de
Ciencias Bioldgicas) del proyecto, Rodger Bybee, y se utiliza en aplicaciones destinadas a este proyecto. Los terrenos
del Modelo 5E en el Enfoque Constructivista y el Modelo de Aprendizaje Anillo. Hay una buena parte de "E",
liberacion en la literatura. Estos se encuentran como 7E 3E, 4E, 5E, etc., sin embargo, este estudio analiza el Modelo
5E. El modelo 5E esta constituido por los grados de Envolver, Explorar, Explicar, Elaborar, Evaluar.

Palabras clave: Enfoque Constructivista, Modelo 5E, Educacion Fisica y Ensefianza.
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N

PACS: 01.40.Ha, 01.40.G-, 01.50.My, 81.15.Aa

I. INTRODUCTION

A lot of researches were made in the area of learning theory
and constructivist approach. Researches such as Jean
Paiget, Eleanari Duckwath, George Hein, and Howard
Gardner get the bottom of them. Biological Science
Curriculum Study (BSCS) Team of which group leader is
Rodger Bybee improved a learning model according to
constructivist thinking named 5E. Bybee worked with the
other educational researchers to develop 5E Model [1].

The BSCS 5E Model is the most effective way of
engaging students in learning. Developed in the 1980s, the
BSCS 5E instructional model is a hallmark of these
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programs. First it is provided that students are engaged in
the concepts through a short activity or relevant discussion.
Next, students explore the concepts with the others by
developing a common set of experiences. In the Explain,
the teacher guides the students to develop an explanation
for the concepts they have been exploring. In the Elaborate,
the students extend their understanding or apply what they
have learned in a new setting. In the Evaluate, the students
and the teacher have an opportunity to evaluate the
students’ understanding of the concepts [2].

The 5E instructional model is based on a constructivist
view. Because this model of learning is important, we
summarize it before introducing the different phases of the
5E model. Constructivism is a dynamic and interactive
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conception of human learning. Students redefine,
reorganize, elaborate, and change their initial concepts
through interactions among the environment, classroom
activities and experiences, and other individuals. Learning
individuals interpret objects and phenomena and internalize
the interpretation in terms of their current concepts similar
to the experiences being presented or encountered. In other
words, changing and improving conceptions often require
challenging the current conceptions and showing them to
be inadequate. From a science teachers point of view the
most important and psychological problem is to avoid
leaving students alone an overall sense of inadequacy. If
this occurs, educators have encouraged psychological
problems.

If a current conception is challenged, there must be
opportunity, in the form of time and experiences, to
reconstruct a more adequate conception than the original
one. In short, the students' construction of knowledge can
be assisted by using sequences of lessons designed to
challenge current concepts in order to provide opportunities
for reconstruction of concept by themselves. This is one
important justification for the 5E model and for other
learning cycles [3].

What may be relevant to science and technology
education today may become obsolete tomorrow due to
constant technological advancement. Students need to
develop skills to help them benefit from change rather than
be put disadvantaged by it. Students need to think
convergently and divergently to investigate challenges and
problems as well as to think in complex and creative ways.
These skills are higher-order thinking skills sometimes
known as critical thinking skills. Although the age of
students needs to be considered, Wilks has shown that
higher-order thinking can and should be taught to students
of all ages. In most primary schools, only lower levels of
thinking are taught such as knowledge, comprehension and
application. Students are encouraged to develop their
memory, but not thinking skills. Higher levels of thinking
include analysis, synthesis and evaluation. Learning
experiences focus around these levels develops skills in
problem solving, inferring, and estimating, predicting,
generalizing and creative thinking. The development of
higher-order thinking skills can benefit all students
including younger students because they are encouraged to
ask questions, answer them intelligently and share their
ideas with others A constructivist view of teaching and
learning incorporates higher-order thinking skills because it
encourages exploration, inquiry and direct experience with
materials and information and, in order to uncover students’
preconceptions, students are encouraged to share
experiences with others

Constructivism is seen as an orientation towards
teaching and learning, a way of viewing how teaching and
learning occur or simply a way of thinking about learning.
Teachers do not view constructivism as a view of teaching
and learning that can be followed to implement a teaching
program. Nevertheless, it has been shown that constructivist
theory can be implemented through many different teaching
models or designs, one of these being the Five Es. The Five
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Es is a teaching model, based on Piagetian theory, which
can be used to implement an implicit constructivist (more
specifically neo-Piagetian, human or social-constructivist)
view of teaching and learning. It is built around a structured
sequence and designed as a tangible and practical way for
teachers to implement constructivist theory. It purposefully
promotes experiential learning by motivating and
interesting students, as they are encouraged to engage in
higher-order thinking. This is not to say that by following
such a model, students will become intrinsically interested
in the content presented and therefore motivated to
construct meaning for themselves so that they will be able
critically analyse and incorporate new views and different
perspectives. Rather, the model provides a tangible referent
for teachers to scaffold their developing expertise in
structuring a learning environment that will facilitate
students’ interaction with a learning context in a critical,
reflective and analytical way. The Five Es, as such, is an
aid or organiser for the teacher to structure and sequence
potential learning experiences in a systematic and
synergistic way consistent with a constructivist view of
teaching and learning. In itself, the Five Es is not an
essential part of student learning. The Five Es is a model,
scaffold or framework for the teacher [4, 18].

Researchers have offered alternative strategies to
promote meaningful learning in science [5].

1. METHOD AND MATERIAL

Datas related with this research are the products of
literature scanning made for postgraduate disquisition.
Different ways were used to get data (continual
publications, disquisition scanning service, other internet
scanning services, books, journal...).

A. Findings

In the first part of disquisition, there are data related with
learning models, 5SE Model and its characteristics and also
method used. It is deduced and made suggestions according
to data got at the end of research.

B. 5E Model

The BSCS approach to the 5E Model is credited to Roger
Bybee who developed the 5E model which will be used in
the Applications of Research & Model Inquiry Lessons
section of EJSE. Bybee’s SE model is as follows: Probably
one of the earliest and foremost supporters of the Learning
Cycle was the SCIS (Science Curriculum Improvement
Study) program which adapted it and included it in its
science curriculum. Although there are several “E” versions
(e.g. 3E, 4 E, 5E, and other modifications) the basic
premise is that children have an experience with the
phenomena in the learning of the concept/topic [6].

When implementations of Constructivist approach are
examined, some operators transformed three staggered
circle model into five staggered circle model. This is 5E
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Model. This model consists of Engage, Explore, Explain,
Elaborate, Evaluate Phases [16]. On psychologic basis, 5E
Model is based on structuring in mind theory [7].

Constructivist Approach based on the 5E Model is an
established planning method in science education and is
consistent with contemporary theories about how
individuals learn. It is easy to learn and useful in creating
opportunities to learn science. You can think of the learning
cycle model as having five parts, though these parts are not
discrete or linear.

Prior knowledge is an important determinant of learning
and has been studied extensively in science education.
From misconception research, there is widespread
agreement that learners construct concepts from prior
knowledge [8].

See Fig. 1, 5E Model and its phases according to the
researcher Fig. 1 [9].

FIGURE 1. 5E model and its phases [9].

C. Why 5E Model in Physics Education?

The 5E encompasses the following: Principles Engagement
taps student’s prior knowledge about a physics concept,
Exploration gives students the chance to work with physics
concepts in a “hands-on” format. Following the Exploration
Phase is the Explanation phase, where the teacher and/or
students explain the concept in greater detail, introducing
students to relevant physics vocabulary. In the Extension
phase of the physics lesson, the teacher facilitates deeper or
broader understanding of the lesson. Often this phase
involves activities that direct students for applying their
knowledge to the new situations. Finally, the teachers can
assess student understanding of the physics lesson through
some type of assessment or Evaluation.
The 5E Model approach can result in:

1. Greater achievement in physics,

2. Better retention of concepts,

3. Improved attitudes towards physics,

4. Improved attitudes towards physics learning,

5. Improved reasoning ability, and

6. Superior process skills [10].
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I11. PHASES OF 5E MODEL

5E Model is implemented in five phases. They are Engage,
Explore, Explain, Elaborate, Evaluation. Presentation of 5E
model formed by a researcher is showed in Fig. 2. 5E
learning model proposed by the researcher are presented the
Fig. 3 [11].

ELABORATE

EVALUATE

FIGURE 2. 5E model and its phases according to the researcher
[11].

I ACTIVITIES

! {To Search-Think Do It-Exglos) | | (ConsiderFind) |

EVALUATE

FIGURE 3. 5E teaching model designed by researcher [11].
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A. Engage Phase

FIGURE 4. 5E model engage phase for the image [11].

In the first phase, you enable the student to engage in the
learning task. The student mentally focuses on a problem,
situation, or event. The activities of this phase should have
connections with the past and the future activities. The
connections depend on the learning task and the different
dimensions of scientific literacy; they may be conceptual,
procedural, or behavioral.

Asking a question, defining a problem, and showing a
discrepant event are all the ways for enabling students to
engage and focus them on the instructional task. The
teacher's role is to present the situation and identify the
instructional task. Moreover the teacher sets the rules and
procedures for establishing the task.

A successful engagement results in students being
puzzled and actively motivated in the learning activity.
Here we are using the activity both in the constructivist and
behavioral sense-that is, students are mentally and
physically active; in other words, they have a “minds-on,
hands-on” experience. If we combine the external events
with the basic needs and interests of the students,
instruction contributes to successful learning [3, 12, 13].

As synthesized by Berland and Reiser educators and
educational researchers foster student engagement in
scientific argumentation so they will articulate their ideas,
make sense of complex phenomenon, and engage in the
persuasive discourse of science [15].

B. Explore Phase

FIGURE 5. 5E model explore phase for the image [11].

Once you have engaged the students' interest in ideas,
students need time to explore these ideas. You can
specifically design exploration activities so that students in
the class have common, concrete experiences that begin
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building concepts, processes, and skills. To use Piagetian
terms, engagement brings about disequilibrium, while
exploration initiates the process of equilibration. Some of
the key words used to describe the type of activities used in
this phase are concrete and hands-on. Courseware can be
used in the phase, but it should be carefully designed to
assist the initial process of conceptual reconstruction.

The aim of exploration activities is to establish ex-
periences that a teacher can use later to formally introduce
a concept, process, or skill. During this the activity, the
students have time in which they explore objects, events, or
situations.

As a result of dear mental and physical involvement in
the exploration activity, students will be able to establish
relationships, observe patterns, identify variables, and
question events.

The teacher's role in the exploration phase is only as a
facilitator or a coach. It is only the teacher giving who
always initiates the activity, but later on and allows students
the time and opportunity to investigate objects, materials,
and situations based on each student's own concepts about
phenomena. If called upon, the teacher may coach or guide
students through questions, suggesting avenues of activity
or thought, and hints that may avoid frustration and begin
the process of mental reconstruction. Use of concrete mate-
rials and experiences is essential. However, it is important
to remember that the teacher's role is subordinate to the
students' activity. The exploration phase is an excellent time
to use cooperative learning [3, 12, 13].

C. Explain Phase

The word explanation means the act or process in which
concepts,  processes, or  skills become  plain,
comprehensible, and clear. The process of explanation
provides the students and teacher with a common use of
terms relative to the learning task. In this phase, the teacher
directs the attention of student specific aspects of the
engagement and exploration experiences. First, students are
asked to give their explanations. Second, teacher introduces
scientific or technological explanations in a direct and
formal manner. Explanations are the ways of ordering the
exploratory experiences. The teacher should base the initial
part of this phase on students' explanations and clearly
connect the explanations to experiences in the engagement
and exploration phases of the instructional model. The key
to this phase is to present scientific concepts, processes, or
skills in a simple, clear, and direct manner, and move to the
next phase. You should not equate telling learning. The
explanation phase can be relatively short because the next
phase allows time for restructuring and extends this formal
introduction to the concepts, processes, and skills.

The explanation phase can be teacher, textbook or
technology-directed. Teachers have a variety of tech-
request and strategies at their disposal. Educators com-
monly use oral explanations, but there are other strategies,
such as reading, video, film, and educational Courseware.
This phase continues the process of cognitive construction
and provides scientific words for explanations. In the end,
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students should be able to explain exploratory experiences
using common scientific terms. Students will not
immediately express and apply the explanations-learning
takes time. Students need time and experience to establish
and expand concepts, Processes, and skills. For a summary
of the explanation phase, see Fig. 6 [3, 12, 13].

FIGURE 6. 5E model explain phase for the image [11].

New opportunities to conduct compelling comparisons and
track progress of individuals call for new research methods
[14].

D. Elaborate Phase

FIGURE 7. 5E model elaborate phase for the image [11].

Once students begin developing an explanation of their
Reaming tasks, it is important to involve students in further
experiences that extend or clarify the concepts, processes,
or skills. The word explanation means the act or process in
which concepts, processes, or skills become plain,
comprehensible, and clear. The process of explanation
provides the students and teacher with a common use of
terms relative to the learning task. In some cases, students
may still have misconceptions, or they may only understand
a concept in terms of the exploratory experience.
Elaboration activities provide further time and experiences
that contribute to learning.

During the elaboration phase, students engage in discus-
sions and information-seeking activities. The groups' goal
is to identify and execute a small number of promising ap-
proaches to the task. During the group discussion, students
present and defend their approaches to the instructional
task. This discussion results in better definition and
gathering of information that is necessary for successful
completion of the task. The teaching cycle is not closed to
the information from the outside. Students get information
from each other, the teacher, printed materials, experts,
electronic databases, and experiments they conduct. This is
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012
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called the information base. As a result of participation in
the group's discussion, individual students are able to
elaborate upon the conception of the tasks, information
bases, and possible strategies for its completion.

Interactions within student groups are an application of
Vygotsky’s psychology to the teaching model. Group
discussions and cooperative learning situations provide
opportunities for students to express their understanding of
the subject and receive feedback from others who are close
to their own level of understanding.

The phase is also an opportunity to involve students in
new situations and problems that require the application of
identical or similar explanations. Fig. 7 is a summary of the
elaboration phase of the teaching model [3, 12].

E. Evaluate Phase

FIGURE 8. 5E model evaluate phase for the image [11].

At some point, students should receive feedback on their
achievements. Informal assessment can be made in only the
beginning of the teaching sequence. However the teacher
can complete a formal assessment after the elaboration
phase. As a practical educational matter, teachers must
assess student learning. This is the phase in which teachers
administer tests or performance activities to determine each
student's understanding. This is also an important
opportunity for the students to use the skills they have
acquired and evaluate their own understanding. In addition,
one justification for such a model lies in its providing
adequate opportunities for all students to learn science.

The 5E instructional model is aligned with many
processes involved in scientific inquiry. In science, the
methods of scientific inquiry are an excellent means for
students to evaluate their explanations. These methods are,
after all, congruent with science. How well do student
explanations stand up to review by peers and teachers? Is
there need to reform ideas based on experience?

It

I ENGAGE I I ------- I ELABORATE EVALUATE

FIGURE 9. 5E model and its phases used in the researcher [11,
17].
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Fig. 9, summarizes the evaluation phase. Fig. 9 provides
additional details about what the teacher and the student do
at different stages of the instructional model. We have
provided descriptions of the methods and the activities that
are both consistent and inconsistent with this model [3, 12,
13].

IV. RESULTS AND SUGGESTIONS

Of late years, until especially 1995, while curriculum has
been renewed in many states of Canada, Australia, Ireland
and Germany; continuous sweeping changes in Malaysia
have attracted attention. Turkey is one of the countries
affected from this development in last fifteen years.
Changes made in science curriculum are the most striking
instance of this. It takes attention that there are a lot of
activities prepared according to constructivist approach in
curriculum renewed in Turkey and other countries.
Activities prepared according to constructivist approach
and 5E Model is implemented in science curriculum
prepared in Turkey and science books written according to
this curriculum. Besides, Ministry of Education has
published these activities in its web page. This study is very
important in this regard, too. Some suggestions inferred
thanks to results of research are given below.

According to 5E Model, While teaching a subject,
giving examples from real world and wanting students to
give examples similar to these the teachers given help
students both research and link between real world and the
subject. When the students have active roles in their
learning, they learn and use the knowledge they have
learned in the real world more easily. These make students
more eager to science lessons to which they are usually
reluctant.

When the subject is taught according to 5E Model,
students use technological equipments more effectively.
Using computer, internet and other technological
equipments of students increases the effectiveness of this
approach. In the implementation of 5E Model, Computers
and computer-aided programs have been used. It is
concluded that using computer is very effective for helping
students understand the subject more perfectly. Using the
computer in the learning atmosphere help they reach their
goals more early.

Research related to 5E model and results of research
show that 5E Model is a model which increases desire of
researching, satisfies expectation of students, includes
activities helping students have active roles in their
learning. Because of this, Ministry of education should use
this model in the curriculums which will be prepared.

According to result of this research; 5E Model is an
approach that students have an active role in their learning.
Besides, it is taken up seriously by them and it is thought to
be an effective method. If teachers are trained before they
begin to work, they will have an idea about characteristics
and implementation of this model so they will have
opportunities for implementing this method in their lessons.
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Abstract

This study aimed to develop and validate a problem solving confidence questionnaire which would help teachers,
instructors, and researchers to have better understanding of problem solving confidence of students. The participants of
this scale were 950 undergraduate science and engineering students enrolled in the Introductory Calculus Based
Physics. The development of the scale included the following three steps; item formulation, content validation and
reliability calculation. The scale has 20 items allocated to two factors: (1) High Confidence; (2) Low Confidence. The
scale items had a factor loading of at least .40. The results of the factor analysis revealed that the scale accounted for
the 57.32% of the total variance. The alpha reliability coefficient was .92. According to these findings, the Problem
Solving Confidence Questionnaire (PSCQ) is a valid and reliable instrument that can be used in the field of
engineering and science education.

Keywords: Problem Solving, Problem Solving Confidence Questionnaire, Validation and Reliability.

Resumen

Este estudio tiene como objetivo desarrollar y validar un cuestionario de confianza de solucion problemas que ayudan
a los maestros, instructores e investigadores para tener una mejor comprension de la confianza en la resolucién de
problemas de los estudiantes. Los participantes de esta escala fueron 950 estudiantes de pregrado de ciencia e
ingenieria inscritos en Calculos Introductorio Basados en Fisica. El desarrollo de la escala incluye los siguientes tres
pasos, articulo de formulacion, validacion de contenido y calculo de la fiabilidad. La escala tiene 20 temas asignados a
dos factores: (1) Alta Confianza, (2) Baja Confianza. Los elementos de la escala tenian un factor de carga de al menos
0.40. Los resultados del andlisis factorial revelaron que la escala represent6 el 57.32% de la variacién total. El
coeficiente de confiabilidad alfa fue 0.92. De acuerdo con estos hallazgos, el cuestionario de confianza de solucién
problemas (PSCQ) es un instrumento valido y fiable que puede ser utilizado en el campo de la ingenieria y la
educacion cientifica.

Palabras clave: Resolucion de problemas, Resolucion de Problemas Cuestionarios para la Confianza, Validacion y
Confiabilidad.

PACS: 01.40. Fk; 01.40.gf ISSN 1870-9095

1. INTRODUCTION

Problem solving is viewed as a fundamental part of learning
physics [1, 2]. Most researchers working on problem
solving [3] agree that a problem occurs only when someone
is confronted with a difficulty for which an immediate
answer is not available. However, difficulty is not an
intrinsic characteristic of a problem because it depends on
the solver’s knowledge and experience [4]. So, a problem
might be a genuine problem for one individual but might
not be for another. In short, problem solving refers to the
effort needed in achieving a goal or finding a solution when
no automatic solution is available [5].

Research on developing an effective general instruction
for physics problem solving started at least 50 years ago [4]
and changed after the late 1970°s with the works of [1, 6,
7]. Most of the research during this period aimed to identify
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the differences between experienced and inexperienced
problem solvers. These studies showed that the experienced
problem solvers were individuals with important
knowledge, experience and training in physics, and so the
process of reaching a solution was both easy and automatic
for them. In contrast, the inexperienced problem solvers
had less knowledge, experience and training in physics
which mean that they were facing real problem.

In physics problem, inexperienced problem solvers tend to
spend little time representing the problem and quickly jump
into quantitative expressions [8]. Instructors have found
that inexperienced problem solvers carry out problem
solving techniques that include haphazard formula-seeking
and solution pattern matching [1, 9]. By contrast,
experienced problem solvers solve problems by interjecting
another step of a qualitative analysis or a low-detail review
of the problem before writing down equations [8]. This
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qualitative analysis used by experienced problem solvers,
such as a verbal description or a picture, serves as a
decision guide for planning and evaluating the solution [6].
Although this step takes extra time to complete, it facilitates
the efficient completion of further solution steps and
usually experienced problem solver is able to successfully
complete the problem in less time than an inexperienced
problem solver [8].

A. The purpose of the research

In all science courses, students are encouraged to solve
various problems for enhancing learning process.
Especially in physics it may be difficult to state some
fundamental concepts unless students solve many problems
with drawings and numerical calculations. Therefore, in
physics problem solving is accepted as difficult by most of
the students. Most studies mentioned in the introduction
part have been performed on general problem solving and
on the differences between the experienced and
inexperienced problem solvers. When the studies were
examined, unfortunately, the author could not find any
scale constructed on problem solving confidence as of
2011. In this study, the Problem Solving Confidence
Questionnaire (PSCQ) was developed to fill a gap in the
literature of physical and engineering sciences.

1. METHOD
Participants

The participants selected in this study were 950 science and
engineering students who enrolled in Introductory Calculus
Based Physics course for Spring 2008, Fall 2008, and
Spring 2009 from different departments (Physics, Physics
Engineering, Chemistry, Chemistry Engineering, and
Petroleum Engineering) at a public university in the
northwest part of US. Of the participants, 489 students
(51.4%) were female while 461 (48.5%) were male. PSCQ
was given to students who completed Introductory Calculus
Based Physics course successfully. The author was present
to answer any queries raised by the participants. The
participants took about 10min to complete the entire set of
scale. Participants’ involvement in this study was voluntary
and their confidentiality as well as anonymity was ensured
as the participants were assigned and identified by a unique
code known only to the investigator.

Procedures

The open literature was reviewed to develop the basis for
problem solving confidence questionnaire [10, 11]. The
number of 310 students was required to write an essay
about their confidences during solving a physics problem.
Also, several experts in physics and physics education and
forty volunteer students from three different physics
courses at the university were interviewed about problem
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solving and confidence in problem solving. The items
reported in the literature and obtained from essays and
interviews were categorized to construct the items of the
scale. PSCQ consisted of 20 affirmative and 11 negative
statements. Respondents rated each item on a 5-point Likert
scale, with the following scale anchors: 1=strongly
disagree, 2=disagree, 3=undecided, 4=agree, 5=strongly
agree. The validation and verification analyses were
performed by giving the scale to science and engineering
students. Some of the statistical analyses (Explanatory
Factor Analysis “EFA”, Cronbach’s Alpha, etc.) were
performed with SPSS 15.00 and the rest of them
(Confirmatory Factor Analysis “CFA”, etc.) were
performed with LISREL 8.72. Validity of the scale was
tested with the varimax rotation and principal component
analyses. The items were selected considering the rule
anticipating that the item factor load should be over .40 as a
result of the varimax rotation [12]. The construct validity of
the scale was obtained by Bartlett’s test of sphericity.
Further, as a result of the principal component analysis, the
value of Kaiser-Meyer-Olkin was calculated. For reliability
analysis of the scale, Cronbach’s alpha was used to
examine the reliability of the proposed items within each
subscale of the scale. The eigenvalues for the factors,
variance percentages and total variance percentages for the
scale were obtained. Also, within the context of reliability
analysis of the scale, Kolmogorov-Smirnov test was applied
to test if the scale showed a normal distribution. Pearson
product moment correlation analysis was performed
between main scale and components.

I11. RESULTS

The validity and reliability of the Problem Solving
Confidence Questionnaire (PSCQ) were examined
statistically.

The Validity Analysis

The validity analysis of the PSCQ was examined two
categories which are EFA and CFA as follows.

Explanatory Factor Analysis Results of the PSCQ

The statistical analysis indicated that the result of Bartlett’s
test of sphericity [13] was 1735.969 for the scale (p<.01).
The scale did not produce an identity matrix. Thus,
multivariate normal distribution was accepted for factor
analysis [14]. The value of .92 was obtained for KMO
(KMO>.60) from the principal component analysis. KMO
test was confirmed with the small partial correlations and
sufficient distribution for the factor analysis. Rotation
analysis was conducted with the principal component
analysis and varimax method to identify the components.
Two components having eigenvalues greater than 1.00 [15]
were defined. The validity was confirmed with the total
variance percentage greater than 41% [16].
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Validity analysis enabled to include 20 items having the
factor load of .40 in the scale. The items with lower factor
load (<.40) were excluded. The factor distribution and
factor load of these items are presented in Table I. Total
item load of 20 selected items changed from .839 to .576.

The factors in the PSCQ were defined as High
Confidence and Low Confidence. The calculated variance
percentage for first factor including 14 items was 43.05.
The variance percentages were obtained for second factor
(6 items as 14.27). The eigenvalues for factors were 8.61
and 2.85 respectively. Also two factors accounted for
57.32% of total variance. It should be noted that t-values
were found as significant with p<.01 when 27% high and
27% low group means were compared.

Confirmatory Factor Analysis Results of the PSCQ

To further assess the two-factor structure proposed by [17],
a confirmatory factor analysis was conducted with LISREL
8.72 using maximum likelihood procedure as the technique
for parameter estimation. The maximum likelihood
procedure is among the most popular and robust methods
for use in structural equation modeling [18].

The SEM (structural equation modeling) technique
employs fit indices to provide estimates of how well the
data fit the a priori hypothesized model. Because different
indices reflect different aspects of model fit, multiple
indices are typically reported. Also the chi-square statistic,
the other fit indices selected for this study are: (a) the
Goodness of Fit Index (GFI), (b) the Comparative Fit
Index(CFI), (c) the Incremental Fit Index (IFI), (d) the root
mean square error of approximation (RMSEA), and

standardized root mean residual (SRMR).
TABLE I. The distribution of factors and factor loads of the items.
Items High Low
Confidence Confidence
1 1like to solve to a problem .839 109
2 lenjoy solving a problem 811 5.380E-02
3 | like to solve a numeric problem .802 8.377E-02
4 1 do my best to be successful in problem solving 779 .107
5 I am interested in problem solving .769 1.461E-02
6 1 like to struggle with solving problem even if | cannot solve the problem 761 4.238E-02
7 1like to solve problems from different sources 756 6.396E-02
8  Istruggle with a problem until I find the correct answer 753 -3.033E-02
9  Itrytoo hard when I cannot solve the problem 744 113
10 Iamsure that | can solve a problem .740 154
11 1 am self confident in problem solving .740 272
12 I amsure that | am able to solve even a difficult problem 734 .260
13 I do my best for solving the problem no matter how difficult a problem .699 276
14 1 lose track of time while solving a problem .609 -2.059E-02
15 I demoralize if | cannot solve a problem -4.265E-02 773
16 | am stressed while solving a problem 9.479E-02 .766
17 1 lose self confidence if | cannot solve a problem 136 735
18 1 amupset when I find incorrect answer of a problem -172 718
19 | am afraid of making numerical mistakes .286 .634
20  Preconceptions prevent me from solving a problem .290 576
TABLE II. Confirmatory factor analysis’s results.
Model ‘ 2 ‘ 22 1df GFI CFI IFI RMSEA SRMR
2-Factor 303.65 1.80 .90 91 .92 .04 .02

Fig. 1 shows the path diagram for the 2-factor model for the
PSCQ. As seen in Table Il, there was a good fit. An
examination of the modification indices in the LISREL
revealed excessive co variances among the residuals of the
observed variables.
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The Reliability Analysis

The reliability analysis indicated the lowest and highest
score as 29 and 95, respectively. The distribution of the
scores was found to be normal from Kolmogorov-Smirnov
test (p<.05). Cronbach’s alpha reliability coefficient of the
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scale was .92. Cronbach’s alpha values for high and low
confidence were .94 and .91, respectively.

IV. DISCUSSION

Over the last decade, researchers in science education have
identified various student attitudes, behavior, and beliefs
that shape and are shaped by student classroom experience
[19, 20, 21]. Several scales have been created to measure
various aspects of student’s beliefs, attitudes, and
expectations. The three most well-known surveys for
probing student beliefs about the physical sciences are the
Maryland Physics Expectation Survey (MPEX) [11], the
Views about Science Survey (VASS) [22], and the
Colorado Learning Attitudes about Science Survey
(CLASS) [10]. Each of the three has a particular focus,
mainly aspects of epistemology or expectations.

When the previous studies on this subject were
examined, it can be realized that most of the research has

o7
/0_8

(LI

n_a

a.

been conducted on the attitudes, beliefs, and behaviors of
the students toward to the courses [10, 11, 21]. A scale
hasn’t been developed for revealing the state of the students
while solving problem until today. It is known that students
have difficulty while solving problem in engineering and
physical sciences. This result was interpreted by the
researchers as students insufficiently performance in
problem solving. This was reported in this paper of Gok
[23]. He defined the problem solving strategies of the
students with the help of the problem solving strategy steps
scale given in the paper. When the results of the study were
examined, it was found that the students don’t have any
difficulty to determine the fundamental principle(s) of the
problems. Although, the students could understand the
related subjects easily, they couldn’t solve the problems and
check the results of the problems. This problem revealed
the requirement of investigating the confidence of the
students. This scale in this area was developed for filling
this gap.

FIGURE 1. Path diagram of the two-factor model.

The author has developed and validated an instrument, the
Problem Solving Confidence Questionnaire (PSCQ), which
build on work done by existing scales. This scale probes the
problem solving confidence of the science and engineering
students while solving problem in the university level. The
PSCQ was written to make the statements as clear and
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concise as possible and suitable for use in a wide variety of
physics courses. The statements are scored overall and in
two categories which are High Confidence and Low
Confidence. High Confidence: a person’s confidence is
high when challenging oneself to achieve their goals
through education and continuous learning. High
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confidence is not being a perfectionist, it’s the knowledge
and strength a person has. Low Confidence: It would be
classified as a negative emotion or delusion, as it
exaggerates one’s limitations in capacity, quality and
potential for growth.

Several design principles shaped the PSCQ and
distinguish it from the previous scales. 1) It was designed to
address a wider variety of issues that educators consider
important aspects of solving problem. 2) The wording of
each statement was carefully constructed and tested to be
clear and concise and subject to only a single interpretation
by both a broad population of students and a range of
experts. This makes the scale suitable for use in many
different courses covering a range of levels, and also allows
most of the statements to be readily adapted for use in other
sciences such as calculus, chemistry. 3) The expert and
novice responses to each statement were unambiguous so
scoring of the responses was simple and obvious. 4) The
amount of time required to thoughtfully complete the scale
was kept to 10 minutes or less by requiring clear and
concise statements and using a simple response format.
This also limits the scale to be less than about twenty
statements. 5) The administration and scoring was designed
to be easy. 6) The grouping of statements into categories of
student confidence was subject to rigorous statistical
analysis and only statistically robust categories were
accepted.

The author performed a series of rigorous validation and
reliability studies that involved several iterations to revise
and refine the scale statements. The validation process
included: interviews with and survey responses from
physics faculty to establish the expert interpretation and
response; interviews with students to confirm the clarity
and meaning of statements; and administration of the scale
to several hundred students followed by extensive statistical
analysis of the responses including a detailed factor
analysis to create and verify categories of statements.
Revisions were made in this scale based on the results of
the interviews and factor analysis and then the above
validation studies were repeated with the new version of the
scale.

Four experts underwent a series of interviews on the
draft of the PSCQ. Their comments were used to hone the
statements and remove any that could be interpreted more
than one way. When this process was complete, eleven
experts took the scale. Their answers confirmed the expert’s
point of view used in scoring. These experts were physicists
who have extensive experience with teaching introductory
courses and worked with thousands of students at the
university. Some of these experts are involved with physics
education research; others are simply practicing physicists
interested in teaching. Student interviews on essays were
carried out on draft by obtaining forty volunteers from
different physics courses at the university. Care was taken
to interview a diverse group of students by selecting from
introductory courses catering to the full range of majors,
having equal numbers of men and women.

Interviews consisted of first having the student take the
scale with pencil and paper. Then, during the first ten
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minutes, students were asked about their major, course
load, best/worst classes, study habits, attitude about
problem solving, class attendance and future aspirations, to
characterize the student and his or her interests. After this,
the interviewer read the statements to the students while the
student looked at a written version. The students were
asked to answer each statement using the 5-point scale and
then talk about whatever thoughts each statement elicited. If
the student did not say anything, he/she was prompted to
explain his/her choice. After the first few statements, most
students no longer required prompting. If the students asked
questions of the interviewer, they were not answered until
the very end of the interview. Interview results showed
students and experts had consistent interpretations of nearly
all of the statements. Finally, these interviews provided
some new insights into students’ confidence in problem
solving.

Statistical analyses were used to test the validity of the
sub-grouping of statements into categories. In this regard,
the PSCQ is different from previous scales. There is no
published statistical analysis of the MPEX, VASS
categories. The statistical analysis of the PSCQ revealed
good validity and internal consistency reliability according
to Explanatory Factor Analysis. It was possible to state that
the sample data was adequate for factor analysis according
to statistical results. Then, the data was analyzed with
principal component analysis to explore the component
structure underlying the instrument. Later, Confirmatory
Factor Analysis was used to determine the ability of a
predefined factor model to fit an observed set of data.
According to CFA results, adequate model fit was
represented by GFI, CFl, and IFI values greater than .90
[18] and RMSEA values below .05 [24]. Estimates of the
internal consistency reliability of the scale were determined
by calculating Cronbach’s alpha reliability coefficient. This
analysis aimed to determine the extent to which items
within a scale measure the same construct as other items
within that scale. The result of the internal consistency
reliability having the value of .92 is considered to be
acceptable to good. Analysis revealed that the coefficient
was high enough to be considered adequate, namely, all
items lead to a higher alpha coefficient for the overall scale
reliability. As a result it can be said that the PSCQ
consisting of 20 items is a valid and reliable instrument to
assess undergraduate science and engineering student
perceptions on problem solving confidence.
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Abstract

This article describes four innovative pedagogical exercises: (i) The expression for relation between cross sections in
the laboratory and the centre of mass systems provided in text books assumes zero or low Q values which needs to be
corrected for the most general case when Q value of the reaction is not negligible compared to the masses of interacting
nuclei. The general expression derived here can be used for elastic and inelastic cases involving zero, low or even very
high Q values. (ii) The equation of oscillatory motion of a massive surface put horizontally on two wheels rotating with
equal and opposite angular velocities is established. The time period of oscillation is related to the coefficient of
dynamic friction between the surface and the wheels which facilitates the measurement of the coefficient of dynamic
friction. (iii) The equation of motion of a fixed torque mass shedding vehicle moving against friction and its velocity at
any instant of time are derived. This example is equivalent to motion of a mass shedding rocket moving by applying
fixed force against atmospheric friction. (iv). The equation of the path of a missile directed at every instant of time
towards a rectilinearly moving target and time taken to hit the target are derived. It provides equation of path for
asteroid and comet destructing missiles as conceptualized by NASA projects.

Keywords: Cross Section in Lab and CM systems; Coefficient of dynamic friction; Equation of path of Missile.

Resumen

En este articulo se describen cuatro ejercicios pedagdgicos innovadores: (i) La expresion de relacion entre las secciones
transversales en el laboratorio y el centro de masa de los sistemas de comunicacion previstos en los libros de texto
asumiendo los valores de Q bajos o nulos, los cuales se necesitan para ser corregidos para el caso mas general, cuando
el valor de Q de la reaccion no es despreciable comparado con las masas de ndcleos en interaccion. La expresion
general derivada aqui puede ser utilizada para los casos elasticos e inelasticos que implican los valores cero, bajos o
incluso cuando Q tiene valores muy altos. (ii) La ecuacion de movimiento oscilatorio de una superficie masiva puesta
horizontalmente sobre dos ruedas giratorias con velocidades angulares iguales y opuestas es establecida. El periodo de
tiempo de oscilacion esta relacionado con el coeficiente de friccion dindmica entre la superficie y las ruedas lo que
facilita la medicion del coeficiente de friccion dindamica. (iii) La ecuacion de movimiento de un vehiculo de
diseminacion de par fijo de masa en movimiento contra la friccion y su velocidad en cualquier instante de tiempo son
derivados. Este ejemplo es equivalente al movimiento de masa de un cohete en movimiento aplicando una fuerza fija
contra la friccion atmosférica. (iv) La ecuacidn de la trayectoria de un misil dirigido a cada instante de tiempo hacia un
blanco en movimiento rectilineo y tiempo necesario para alcanzar el objetivo son derivados. Se proporciona la ecuacion
de la trayectoria de asteroides y cometas destruyendo misiles segun lo conceptuado por proyectos de la NASA.

Palabras clave: Seccion transversal en el laboratorio y los sistemas CM; Coeficiente de friccion dindmica, ecuacion de
la trayectoria de misiles.

PACS: 45.20.-d; 45.40.Aa; 45.50.Tn; 45.40.Gj. ISSN 1870-9095

I. RELATION BETWEEN LABORATORY AND
CENTRE OF MASS CROSS SECTIONS FOR
HIGH Q VALUES

In this short note the non-relativistic expression for the
relation between cross sections in the laboratory and the
centre of mass systems derived in text books [1] is re-
derived. Let m, be the mass of the projectile incident with

velocity v, and kinetic energy E = %mlug in the laboratory

frame on a target of mass m,, at rest. Let m; and m, be the
masses of the interacting nuclei, respectively, after
collision.
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The centre of mass system of interacting particles is
defined as a frame of reference where the sum of the
momenta of all interacting particles is zero. Therefore, in
the centre of mass system incident projectile and the target
nuclei moves with momenta which are equal in magnitude
and opposite in direction and hence

=>v,, = _Mivo (1)

my (vo_vcm) =My VUem my+my’

where v, is the velocity of the centre of mass of the
projectile-target system in the laboratory frame of
reference. Obviously, v, = vy—v,,, and v, = v, are the
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velocities of the projectile and the target, respectively, as
observed in the centre of mass frame. Thus, the kinetic
energy E_.,,, in the centre of mass frame of reference is

my 1

1 1
E., = >mv?+ ~myv?= E = -uv? 2
cm 7 il 2 M2 V2 Myt my 2 HVo, (2

1Mz

obtained using Eq. (1) where ,uzmT is called the
mpt+my

reduced mass of the projectile-target system and the
magnitude of momenta of each particle m,(vy — ve) =
MyVen = UV are equal in this frame of reference. The
energy released (or absorbed) Q in the process of
interaction is given by

(m; + mz)CZ = (m3 + m4)C2 + 0, (3)

which is always realized in the centre of mass frame of
reference and ¢ is the velocity of light in vacuum. Let
vy and v, be the velocities of scattered projectile like and
recoiling target like nuclei in the centre of mass system and
6, be the angle of scattering of the scattered projectile like
nucleus of mass m5 as observed in the laboratory system
while 6 be the corresponding angle as observed in the
centre of mass system. Obviously, the two angles 8, and 6
are related by

tanHO _ v3siné _ sin@ y = 17_2’ )

v3c0s0+v,  cosO+y ’ v3

obtained by constructing the velocity triangle. The
following energy conservation equations in the centre of
mass system

1 2

1 ..
> mvi + Emzvzz =E.p before collision

1 1 .
> msvs + 5m4vf =E,,+Q after collision (5)
can be used for evaluation of. In the centre of mass frame
momenta of the two colliding nuclei are always equal in
magnitude and opposite in direction at every instant of time
and hence infinite time before and infinite time after
collision as well, so that

MV = MyVz,  M3gVz = MyVs. (6)
Using Eqg. (6) to eliminate v; and v, from Eq. (5), one
obtains

Eem  _ (mq+my) mamy v_2)2 ©)
Ecm+Q  (mz+my)mymgz ‘vz’ '

and therefore

V2 myms (M3+My) Ecpy 1/2

y=== 17, 8)

V3 mymy (M1+Mz) Ecm+Q
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The relation between the differential cross sections
measured in the laboratory system (j—;)lab and the centre of

mass system (Z—;)Cm is given by
. d . d
2msinBodfy (S )iap = 2msind (S cm, 9)

from the conservation of flux. Thus

do sinfd6 ,do
(E)lab - sinBydé, E)cm- (10)

Using Eqg. (4), the above equation becomes

do _ [1+y%+2ycos613/? do
Goieb =~ Trycose; — Gadem: 11)
The angle integrated cross sections are just the areas offered
perpendicularly to the incident beam direction and therefore
remain same in the laboratory and the centre of mass
systems which means o4, = 0.

The Eqg. (8) provided above for is exact and there is no
approximation involved and is valid for the most general
case when Q value of the reaction is not negligible
compared to the masses of the interacting nuclei. The term

(M3 ¥ey is missing in the corresponding expression of Ref.
(my+my)
[1] which is valid only for Q values much smaller than the
masses involved and is therefore an approximate

expression. For elastic scattering Q = 0, my = m, and
m, = m, and theny = % [2] from the Eq. (8) above.
2

I. A LABORATORY METHOD OF
MEASURING THE  COEFFICIENT OF
DYNAMIC FRICTION

Measurement of the coefficient of dynamic (or kinetic)
friction between wheel and road (or any surface) is often
needed. A useful laboratory method for measuring the
coefficient of dynamic (not rolling) friction is described
here. First an equation is derived for the motion to show
that the restoring force is proportional to the displacement
of the plate (surface) from its equilibrium position. Then the
time period of the simple harmonic motion (SHM) executed
by the surface is related to the coefficient of dynamic
friction between the surface and the wheels establishing the
feasibility of this method for measuring the coefficient of
dynamic friction.

Let the centres of the axles of two wheels are d distance
apart and they are coupled by belt in such a manner that
when motor of one wheel drives it at a constant speed
(which means constant angular velocity), the belt forces the
other wheel to move in the opposite direction and with
identical speed as the former. The wheels are kept vertical,
on which the plate of mass M is placed whose dynamic
friction coefficient against the given wheels is to be
determined. Now at equilibrium condition, the plate rests
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symmetrically on the two wheels with its centre of mass at
% distance from each of the axles. If the plate is now

displaced it will execute periodic oscillations. Let x be the
displacement at any instant of time ¢t and R, and R, be the
normal reactions on the two wheels at that instant of time.
Obviously, at equilibrium condition these two forces of
normal reactions are equal. When the centre of mass of the
plate is displaced by x, its distances from the two axles are

§+x and g— x, respectively. Balancing moments of the

weight of the plate (acting vertically downward from its
centre of mass) against reaction force (acting vertically
upward and passing through axle) about the first and the
second axles yield

Ryd = (5 +x)Mg,
d
Rid = G —x)Mg, (12)

respectively, where g is acceleration due to gravity. The
frictional forces which are proportional to the normal
reactions are, therefore, uR; and uR,, respectively, and they
are acting in the opposite directions horizontally but
unequal in magnitude except for the mean position with p
being the coefficient of dynamic friction. Hence, the
restoring force is

HRy = Ry = =5 x, (13

where we have used Egs. (12) for evaluating R, and R,.
The equation of motion (Newtonian force equation) is

d%x _ _ 2ugM
dtz a * (14)
which is the equation of a SHM. Its time period T of
oscillation is, therefore, given by

T = 2nV-%. (15)
2ug

The coefficient of dynamic friction

2n?d

77 (16)

Il =
can now be measured by measuring the time period of
oscillation T and distance d between the axles. It is obvious
from the above equation that if the distance d between the
axles is increased then the time period of oscillation T also
increases. Obviously, for better accuracy, large separation
between the axles is desired since it would not only lessen
the errors involved in the measurement of separation
distance d but also reduces the errors in the time period
measurements.
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I11. THE EQUATION OF MOTION OF A MASS
SHEDDING VEHICLE

A fixed torque vehicle applies fixed force since radii of its
wheels are fixed. The problem of the motion of a mass
shedding fixed torque vehicle moving against friction is
equivalent to motion of a mass shedding rocket moving by
applying fixed force against atmospheric friction provided
frictional force is proportional to its variable mass which in
turn is proportional to its length (atmospheric friction is
likely to be proportional to its length since viscous drag
depends upon the dimensions of the object).

Let M be the mass of a vehicle (including the fuel and
the load) at the start of the journey which is shedding mass
at a constant rate of r per unit time. The force that it applies
to overcome frictional force and maintain its initial speed is
ugM which remains constant throughout as per the
statement of the problem. The frictional force is assumed to
be proportional to the weight of the vehicle at any instant
with u, g being the coefficient of friction and acceleration
due to gravity, respectively. The net force at time t is
obviously ugM —ug(M —rt) = ugrt so that acceleration

% at time t is given by

dv _ ugrt
dt =~ M-rt

: A7)

and hence velocity v at time t can be obtained from the
following equation

v=J

where ¢ is a constant of integration. Changing variable
from t to x = rt, one obtains

_ kg x
v_rfM—x

ugrt
M -1t

dt + c, (18)

dx + c. (19)

The first term of the right hand side of the above expression
can be integrated to provide

- M I
V== [Mln (M _x) x] +c. (20)
which with the initial condition that when t =0, v=u
yields ¢ = u + %MlnM where u is the initial velocity of the

vehicle. Therefore, the velocity v at time t of a fixed torque
mass shedding vehicle moving against friction is

v =u+ %[Mln(%)—x]. (21)

where x = rt is the amount of mass shed up to time t.

In case of a rocket the term ug can be replaced by some
other constant k and then it would mean that the engine of
the rocket applies a constant force of magnitude kM
necessary to overcome atmospheric friction required
initially and the atmospheric friction at any instant of time
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is proportional to its mass (which is proportional to its
length) with k as the constant of proportionality.

IV. THE EQUATION OF PATH OF AN OBJECT
TRACKING MISSSILE

A missile is fired at a rectilinearly moving target when it is
closest to it and hence the line joining the missile and the
target is perpendicular to the straight line along which the
target is moving with a constant velocity u. The missile is
moving with a constant speed of v and is directed at every
instant of time towards the moving target. Let [ be the
distance of closest approach when the missile starts moving
towards the target. After time ¢, let s(x, y) be the length of
the curvilinear path travelled by the missile which is
moving with a constant speed v. Since the missile is
directed at every instant towards the rectilinearly moving
target, the tangent on curvilinear path of the missile meets
the target at any instant of time t and therefore

t = s(x,y)
:y+(l—x)3—i’, (22)

assuming that the line joining the missile and the target at

= 0 as the x-axis which is perpendicular to the straight
line y-axis along which the target is moving with constant
velocity u and position of the missile at t = 0 to be the
origin of the co-ordinate system. From the above two
equations one obtains

AN
which can be differentiated with respect to x to yield

ds _dy

2 2
Bo=+ (-0ZF-F=0-03, @

dx? dx dx

where S =% is a constant of motion. Putting = Z—z , the
above equation reduces to

BN+ = -0 (25)
Since  ds? = da? +dy?, = =YD
2
(2)1=va+p.
Therefore, solution of the above equation is
[ f=bl it e (29)

where ¢; is a constant of integration. Evaluating the
integrals on both sides provide

sinh™'p = =BIn(l — x) + ¢4, (27)
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Butat t=0, x=0 and p =Z—z = 0 since the x-axis is
chosen in the direction perpendicular to the straight line y-
axis along which the target is moving and position of the
missile is chosen to be the origin of the co-ordinate system
at t=0. This initial condition vyield ¢, = Binl and

sinh™p = Bln( ) Therefore

p == s in ()] - 1G5 - ()7 e

l—x l-x
and integrating both the sides of the above equation yields

lB(l x)1 B

_1 [l‘ﬁ -0)™F
T2

-~ | +c2. (29)

where ¢, is another constant of integration. Since at t = 0,
both x =0 and y =0, imply ¢, = f;z . Therefore the

equation of the path of a missile directed at every instant
towards rectilinearly moving target is given by

_ l[l_ﬁ(l—x)“'ﬁ _ zﬁ(z—x)l-ﬁ] 1B
T2

148 1-B 1-p2%° (30)

Let T be the time taken by the missile to hit the target after
leaving the station. Then when x =1 and t =T, Eq. (22)
provides

ul = y(x =1). (31)

From Eq. (30), y(x = 1) = 1i€;z

T = y(x=l) _ B _ 147 (3 2)

u  u(1-p2)  vZ-uz’

using =% . The above equation tells that v > u for the
missile to hit the target.

V. SUMMARY

In this short note, we correct an expression for relation
between differential cross sections in the laboratory and the
centre of mass systems for binary collision, describe a
method of measuring the coefficient of dynamic (or Kinetic)
friction, provide a solution of the simple rocket problem
with air drag and solve the pursuit problem for a tracking
missile such as the asteroid or comet destructing missiles.
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Abstract
This paper discusses the traditional problem of the projectile motion by alternative approaches. The usual assumption
of neglecting air resistance is considered. We verify that the vector method based on the whole position vector gives
significant pedagogical advantage when compared with the decomposition method alone. We also show that the
approaches stressing the concept of linear momentum and the conservation of energy play an essential role. The
methodology based on the notion of first integrals of motion gives an overview on this topic, showing the interplay and
complementarity of the different descriptions.

Keywords: Kinematics, projectile motion.

Resumen
Este articulo discute el problema tradicional del movimiento de un proyectil en enfoques alternativos. El supuesto
habitual de dejar de lado la resistencia del aire es considerado. Verificamos que el método vectorial basado en la
posicién total del vector da ventaja pedagdgica significativa cuando se compara solo con el método de descomposicion.
También se muestra que los enfoques dan hincapié al concepto de cantidad de movimiento y la conservacién de la
energia juega un papel esencial. La metodologia basada en la nocion de las integrales primeras del movimiento ofrece
una vision general sobre este tema, mostrando la interaccion y la complementariedad de las diferentes descripciones.

Palabras clave: Cinemética, movimiento de proyectiles.

N e

QVO NON ASCENDAM?

PACS: 45.40.Gj; 45.20.dg; 01.40.gb

I. INTRODUCTION

Projectile motion is a topic that students of the scientific
areas learn at secondary school. Even when this subject is
revisited in the introductory courses of physics in the
university, students are typically invited to memorize and
apply a pre-established prescription. This methodology is
based on the traditional decomposition into two
independent motions. As a matter of fact, we can observe
that the generality of the textbooks only consider this
traditional approach that is followed by teachers in the
classroom. At this level, it would be expected that students
could be stimulated to apply new points of view to such a
familiar problem.

Several articles and notes have discussed the problem of
projectile motion in two-dimensions in the absence of air
resistance [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Some of them discuss
interesting aspects like the orthogonality of initial and final
velocities for the maximizing parabolic trajectory [3, 4]. In
general, authors combine vectorial and analytical methods
to obtain the main results. An alternative description which
includes the concepts of angular momentum and torque to
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solve some aspects of this problem has also been
considered [8].

In the present paper the projectile problem is revisited.
The usual assumption of constant acceleration of gravity §

and absence of air resistance will be made. Besides the
traditional approach, three complementary methods are
presented. The most straightforward method takes
advantage of the whole position vector, with calculus being
kept to a minimum. We report this situation by addressing
two exploratory examples that are typically used by
teachers to introduce this subject. A next step applies
impulse-momentum and kinetic-energy theorems, stressing
momentum and energy variables. Finally, a first integrals
method gives an overview of the projectile problem,
allowing a natural link between dynamical equations and
constants of motion, i.e., quantities whose values do not
change along the entire path of the particle [9]. So, the
variety of descriptions and points of view allows to get a
deep understanding of this subject, making it a theoretical
tool with a didactic interest in physics or mathematics
courses. To prove the reliability of the nonconventional
methods as powerful alternatives for solving problems of
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projectile motion in two-dimensions, two
problems are also included.

We remember that the existence of conserved quantities
of an isolated mechanical system is associated with its
invariance under the Galilean group. However, it is also
possible to prove the existence of other constants of motion
rather than the well known quantities arising from space-
time symmetries as the laws of conservation of momentum
and energy [10]. Some of the constants of motion can
depend explicitly on time.

Independently of the method used, we will also show
that the velocity vector plays a crucial role. Within the
methodology addressing the law of conservation of energy,
this is visible in the way the equation of the trajectory can
be calculated. Here we suggest the condition of parallelism
between the velocity vector and the tangent to the
trajectory. So, this procedure also illustrates the application
of simple mathematical tools to physics, a barrier that some
students have difficulty to overcome. However, it is
worthwhile showing that the problems suggested can be
solved even with a simple high school level of algebra,
which most students taking an intermediate physics course
at the university are supposed to be familiar with.

illustrative

I1. TRADITIONAL TREATMENT

For convenience and comparative purposes, we start with a
summary of the traditional approach to the projectile
motion. This motion has a constant acceleration a = ¢, so

the position vector as a function of time is given by

F=r+V,t+=gt?,

N |-

)

where T, and v, are the initial values of position and

velocity vectors, respectively.

Using this approach, let us address an illustrative
example of projectile motion which corresponds to the
simpler physical situation (i, =0), being in general used
by teachers to introduce this subject.

Example 1. A particle is thrown upward at an angle «
to the horizontal and with an initial speed v, . Determine

the time of flight of the particle, the maximum range and
height, and the equation of the trajectory.

The traditional methodology is based on the
decomposition of the two-dimensional motion into the
horizontal and vertical components, where the discussion of
the velocity vector and its components (see Fig. 1) play a
fundamental role.
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FIGURE 1. Parabolic trajectory of a projectile which leaves the
origin with a velocity v, at an angle « . The components and the

velocity vector in four point of the path are shown.

The relevant quantities of the projectile problem are
summarized in the following expressions:

Range, x=V, cosat )
. . 1,
Height, y=v, sin at—zgt : 3
Timeof flight, T =2 sin o )
g
VZ
Maximum range, R=-2sin 2 » (%)
g
VZ
Maximum height, H :2—Dsin2a. (6)
g
Parabolic trajectory, y=tan & x—% x2. (1)
2v; Cos“«

I11. APPROACH BASED ON ELEMENTARY
VECTOR ANALYSIS

After the presentation of the projectile motion, which starts
with the equations of motion for each of the two
dimensions, teachers can show the advantage and versatility
of exploring geometrical and analytical aspects of the
problem through whole vectors and its addition. The
importance of using whole vectors in mechanics has been
pointed out by Wheeler [11]. However, with few exceptions
[12], this approach is absent from the literature and the
classroom teaching. For example 1, the position vector of
the projectile as a function of time follows directly from (1)
with 1, =0

http://www.lajpe.org



r=v0t+1gt2. ®)
2
y
212 /2
(%)
Vot 7
o
0 X

FIGURE 2. Position vector of a projectile with coordinates ( x, y)

at the instant t as the addition of two displacement vectors: the
vector Vi t if the gravity were absent, and the vector gt?/2

arising from the gravity.

This expression is represented in Fig. 2 showing the
addition of two terms: (1) V,t is the displacement if no

acceleration were present resulting from the initial velocity
of the particle, and (2) %gtz is the vertical displacement

arising from the gravity. This deepens and gives a new
insight to the meaning of the projectile problem as a
superposition of two independent motions:

(i) constant velocity motion in

direction;

(if) free-fall motion in the vertical direction with some

initial velocity.
In addition, the time of flight t is a parameter that
established the necessary link between the two components,
which are completely independent of each other. This
aspect is important for the methodology presented in
section 5.

At this point teachers can show that (2) and (3) can be
obtained directly from the projection of the vectors
presented in Fig. 2. However, the purpose of this section is
to point out a method that analyses whole vector instead of
its components. An important point of this methodology
starts with the rule of addition of vectors as illustrated. This
is relevant bearing in mind the difficulties of students of
introductory physics with vectorial calculus. This vectorial
analysis is a good complement to the traditional approach
of the previous section and is easily generalized to
problems with other initial conditions. So, let us address a
second general example where 1 = 0.

the horizontal

Example 2. A particle is thrown from the top of a
building upward at an angle ¢ to the horizontal and with

an initial speed v, . The height of the building is h.

Determine the time of flight and the maximum distance
from the building when the particle reaches the ground

(Fig. 3).
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FIGURE 3. Kinematical quantities of a projectile problem at the
instant t (upper) and at the total time of flight T (lower) where the
range R is attained.

In this case the position vector at the instant t is given by
the addition of three vectors:

F=h+V,t+=gt% )

N

In Fig. 3, we illustrate this generalization showing the
different displacements at a generic instant t and at the
time of flight T.

As the given quantities are: v,, a and h, by using

elementary trigonometry, the time of flight T and the
maximum range R are easily calculated. To this purpose we
write (see Fig. 3, lower part)

%gTz—hzvoTsina, (10)

R=v, T cosa. (1)

From these two equations we obtain the time of flight:
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T:M(H(HZQ h/v? sin2a)1/2)' (12)
g

and the maximum range:

_Vgsin2a

R (1+(1+2g h/v: sinza)m). (13)

In the limit h=0 the Egs. (4) and (5) for time flight and the
maximum range, written in the previous section, are
recovered.

V. IMPULSE-MOMENTUM AND WORK-
ENERGY THEOREMS: CONSERVATION OF
MOMENTUM AND ENERGY

The impulse-momentum and work-energy theorems are
tools that students usually appreciate to solve problems.
However, teachers do not in general motivate students to
look at these theorems to analyse projectile behavior. As a
further step, we may introduce explicitly this point of view,
showing that the conservation of energy can also be useful.

A. Analytical development

The impulse of a force over time produces a change in the
momentum p=mv, where m is the mass of the particle. It
is defined by the integral of the applied force over the time
interval 0 and t, allowing for the so-called impulse-
momentum theorem:

I=[ Edt=Ap 14
|_jo|: t=Ap, (14)

which is the integral form of Newton's second law.
Let us illustrate the application of this procedure to
example 2. Substituting F=mg in this theorem and

simplifying, we find the standard kinematic expressions
Vv, =V,, =V, C0Sq, (15)
gt+v, =v,, =V,sina. (16)

It may be noted that the first of these equations corresponds
to the conservation of the momentum along the X axis,
which is a consequence of the absence of any force in the
horizontal direction.

The work done by a force over displacement produces a
change in the kinetic energy, K, of the particle upon it acts.
The integral is now defined over a displacement, allowing
for the work-energy theorem for the particle:

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

34

wzfﬁ.drzAK. 17)
0

As the gravitational force is a conservative one, this is
equivalent to the conservation of total mechanical energy of
the system particle-Earth. In fact, a conservative force acts
between the members of the system; the point of
application of the force undergoes a displacement, and
work is done by the force. The corresponding potential
energy function U (y) changes according to W =—AU . So,

we can write for the particular case of example 2, the law of
conservation of energy

mgy+%m(vf+v§)=mgh+%m(V§x+V§y)v (18)

where the zero point for potential energy is defined at
y=0.
Since v, =v,, , the previous equation can be simplified:

1 1
gy+§v§=g h+§ - (19)

We remark that (18) expresses the conservation of total
mechanical energy: E (v,,y,v,)=E, (v,)+E, (y,v,)=const.
In fact, the total mechanical energy is given by

E(VX’y’Vy):%m(va’_V;)J’_mg y Comlng fl’0m the

summation of
E (1) = 3my; &

1
Ez(y,Vy)=§mV§ +mgy- both constants.

In this methodology we obtain the components of the
velocity

vV, =V, Cosa, (20)
and

1/2
’

vy:i(vgsin2a+29(h—y)) (21)

where v, is a function of y.

The last equations are very convenient to obtain the
equation of the trajectory. In fact, since the velocity vector
is tangential to the trajectory at every point, the differential
equation of the trajectory of the particle follows directly
from the requirement

dr AV =0, (22)

! In the Hamiltonian or Lagrangian formalism we say that x is a cyclic
coordinate, which implies that the x component of the momentum is a
constant of motion. The conservation of energy comes from the absence of
t in the energy function.
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involving the vector product of V and

dF=dxi+dy]j, where T and ] are the Cartesian unit

vectors along x and y, respectively.
This condition can be expressed as

Cross

v, dx-v,dy=0. (23)

In this case, the insertion of (20) and (21) into (23) allows
to obtain

(vjsin205+2g|(h—y))fl/2 dy— 1 dx=o0, (24)

V, COS &
which on integration yields
(ch Sinz05+29(h—y))1/2 +— 9% _const. (25)
V, COS &

It is worth noting that if h=0, then the equation of the
parabolic trajectory (7) is recovered.

B. Application

Now, let us consider a problem, adapted from Serway and
Beichner [12], that shows as the combination of the
vectorial analysis with the conservation of energy can be a
very convenient tool.

Problem 1. A particle of mass m=0.5kg is shot from
point A at the top of a building. The particle has an initial
velocity \70 with a horizontal component of 30m/s. The
height of the building is h=60m and the particle rises to a
maximum height h = 20m at point C, and reaches the
ground at point B (see Fig. 3). Determine, using the value
g=9.8ms™:

(i) the vertical component of v,

(if) the time of flight of the particle and the maximum
distance from the building when the particle
reaches the ground,

(iii) the work done by the gravitational force on the
particle during its motion from A to B, and

(iv) the horizontal and vertical components of the
velocity vector when the particle reaches B.

Solution

(i) The conservation of energy (18) applied to the initial
position A and to point C where v, =0, together with

v, =V, allow to obtain the vertical component of the
initial velocity:

Vo, =429 h, =19.8mis. (26)
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(if) The time of flight and the maximum range can be
obtained by geometry as illustrated in the lower part
of Fig. 3 (see also (10) and (11)), giving T = 6.1 s and
R=181.8m.
(iii) The work can be provided by the variation of potential
energy, yielding

W5 =—(Ug—U,)=mgh=294.0J. @7

(iv) Applying again the conservation of energy to points A
and B it is straightforward to calculate the components
of the velocity at position B:

v, =— /29 (h +h)=—39.6m/s, (28)

and
v, =30m/s. (29)

V. APPROACH BASED ON FIRST INTEGRALS
OF MOTION

For advanced students, we can go further giving a new
insight into the equations obtained in the previous sections.
As already referred, the projectile motion can be
decomposed into two components characterized by four

dynamical variables: x, V, , y and v, . These dynamical

variables, which specify the state of the system, are
functions of time t, parameter which provides the necessary
connection between the two components.

Meanwhile, there exist functions of the dynamical
variables and, eventually of the time, the so-called integrals
of motion [9], whose values remain constant during the
motion, and depend only on the initial conditions. So, we
present a methodology that allows to interpret the equations
of the projectile problem as first integrals of motion, which
corresponds to constants of motion. This method, here
presented at an elementary level, was formulated in a more
formal way [13], following a methodology proposed by
Wittaker [14]. We remember that the traditional way to
obtain constants of motion comes from a much more
elaborated mathematical framework based on space-time
symmetries and cyclic coordinates [9].

To discuss, from a pedagogical viewpoint, how
constants of motion can be extracted and used to analyse
the projectile behavior, let us consider the following
illustrative problem [15], to be explicitly solved later.

Problem 2. An elastic ball is dropped on a long inclined
plane at point A. It bounces, hits the plane again, bounces,
and so on. Let us label the distance between the points of

the first and the second hit d,,, and the distance between
the points of the second and the third hit d,, . Find the ratio
d12 /d23'
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FIGURE 4. Trajectory of an elastic ball on an inclined plane. The
triangle ABC is isosceles. The magnitude of the vectors indicated

are given by AB=v,t_ and BC=1gt§' and 4 and a are
2

complementary angles.

A. Analytical development
The referential indicated in Fig. 4 is the most convenient to

solve the problem. According to this referential, the
relevant information can be written as

V, =V, Cosal +V,sine J, (30)

g=gcosai—gsina J. (31)
We start with the definitions:

dx dy dv dv, ,
Zov 2oy —X-gcosa,—L=—gsina. (32)
dt “dt Y dt gcosa dt geina

As t is a common parameter of (32), we can also write

I _dy_ Qv W _dt g

V., VvV, gcosa —gsina 1

This leads to a set of rearrangements of the differential
equations involved, which are going to be analyzed in
detail. This procedure allows to find first integrals for this
system which corresponds to constants of motion.

1. To obtain the first constant of motion C,, We start with

the relation
v, dv, = g cosa dX, (34)

showing that, by direct integration,

Clzévf—gcowz x:%vg cos’ a. (35)
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. Analogously, from equation

v, dv, =—gsinady, (36)

we get, on integration, a second constant of motion

2

szévy+gsinay:%v§sin2a. @37

Before pursuing, it should be emphasised that the
constants of motion C, and C, are actually compatible

with the conservation of total mechanical energy:
E(x,v,,y,v,)=E (X,v,)+E,(y,v,)=const , where

Elzmclzémvf—mgcosax and

E,=mC, :% mvZ+mgsinay, both constants.

. Once again, from the relation

dv, =g cosadt, (38)
we get a new constant of motion

C,=v,—gcosat=v,cosa. (39)

. Analogously, from the equation

dv, =—gsinadt, (40)
we obtain

C,=V, +gsinat=y,sina. (41)

The equations of motion (39) and (41) correspond to the
impulse-momentum theorem along the x and y
directions, respectively. The interesting point is that
these two constants of motion C, and c, depend

explicitly on time t. This is intimately related to the
presence of a force along both axes x and y.

. There are more three relations from (33):

v, dv, =—gsinadx, (42)
v, dv, =g cos e dy, (43)

and
dv, (44)

cosa  sina’

that yield the same conclusion:

Vv Vv
Co=—2—+—2L-=2v,. (45)
Cosa Siha
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Straightforward mathematical manipulations show
that this equation can also be obtained by combining
Egs. (39) and (41).

6. Finally, the differential equation v _d y—-v,dx=0 is also

contained in (33), which on integration gives the
equation of the trajectory as already illustrated in the
previous section.

The mathematical derivations presented here can be
simplified in situations, like Example 1, where v, is itself a

constant of motion [13].

So, starting with the dynamical equations, we can find
constants of motion of this classical problem with two
degrees of freedom. With some of these equations, it is easy
to solve the problem proposed. The remaining equations
can be used to check the solution of the problem we are
dealing with.

B. Solution of problem 2

Applying (41) to the flight phase between first and second
hit one can show that the time to get the maximum distance
from the inclined plane is given by v,/g . So, the time

spent in each flight is t. =2y /g The vectorial

construction in Fig. 4, which shows that the triangle ABC
is isosceles, confirms this result.

At point C, the components of the velocity can be
calculated through (39) and (41), yielding

v, =3V, cosa, (46)

and
v, =-V, sina. 47

After the elastic ball-plane collision the takeoff velocity
components are v, =3v,cose and v, =V, Sina - This

indicates that in the next flight phase the maximum distance
from the inclined plane is the same of the first flight and the
range is larger.

The displacement along the plane follows from (35) and
(46):

2 2 4?2
dlzzlv_x_lv_ocosazlcosa. (48)
2gcosa 2 g g

Equation (37) confirms that y=0 at point C.
At point D, it is easy to show that the components of the
velocity are:

v, =5V, cosa, (49)

and
v, ==V, sina. (50)
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Another look at the projectile motion

This result indicated that the time of each flight is, in fact,
the same.

Using a procedure similar to the previous one we obtain

2
d,, =%cos a, (51)
g
showing that
9 1 (52)
d, 2

The extra Eq. (45) can be used to check the values obtained
for the components of the velocity at points C and D. We
invite the reader to obtain other interesting aspects of this
challenge problem as, for instance, the location of the
maximum distance from the plane attained in each flight.

VI. CONCLUSIONS

We have discussed the projectile motion, where the usual
assumption of constant acceleration of gravity and absence
of air resistance have been considered. We started with two
typical examples which are used as exploratory tools. We
have verified that the vector method based on the whole
position vector gives significant pedagogical advantage
when compared with the decomposition method alone. If
we look at several textbook problems, we verify that some
aspects can be easily solved by the conjugation of this and
other procedures.

For advanced students, the methodology based on the
notion of first integrals of motion, gives an overview on this
topic, showing the interplay and complementarity of the
different descriptions. It can also provide the starting point
for the discussion of constants of motion of any classical
system. As a matter of fact, these approaches in a familiar
problem help students to understand the dynamical content
of the conservation laws, and can establish a natural bridge
to introduce this topic of fundamental importance in several
areas of physics.

In conclusion, the nontraditional approaches invite
students to elaborate a general procedure and, after that,
they can easily solve the problem. In this way they do not
worry about "memorized equations”. We verified that this
procedure enhances the physical content of the subject
when compared with the traditional method. In addition, it
is worthwhile showing that this approach can be carried out
even with a simple high school level of algebra, which most
students of intermediate physics course are supposed to be
familiar with. In fact, it should be emphasized that in the
first examples no mathematics beyond elementary vectorial
calculus and trigonometry was employed. Meanwhile, the
more advanced method allows to focus on supplying the
mathematical framework of the linear first-order
differential equations. The advantage is that this is done in a
context that the students were already familiar with from a
physical point of view.
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Abstract
A simple problem in Newtonian mechanics is considered. The problem consists in finding the maximum value of the
length xyp of the portion of string slowly dragged on a step of height h, when the string itself is initially placed to
match the vertical profile of the step, the remaining part lying on the ground and the final portion being in static
equilibrium during the dragging process. A straightforward analysis is required to find the solution. The problem can
be proposed in a lecture or a demonstration in class on the role played by the coefficient of static friction in mechanics.

Keywords: Classical Mechanics teaching, static coefficient of friction.

Resumen
Un simple problema de la mecénica newtoniana es considero. El problema consiste en encontrar el valor maximo de la
longitud xyp de la porcion de cadena lentamente arrastrado en un paso de altura h, cuando la propia cadena se coloca
inicialmente para que coincida con el perfil vertical del paso, la parte restante en el suelo y la porcidn final de estar en
equilibrio estatico durante el proceso de arrastre. Un analisis simple se requiere para encontrar la solucion. El problema
puede ser propuesto en una conferencia o una demostracion en clase sobre el papel desempefiado por el coeficiente de

friccion estatica en la mecanica.

Palabras clave: Ensefianza de la Mecénica clasica, coeficiente de friccion estatica.

PACS: 01.40.-d

I. THE PROBLEM

Consider a rounded step of height h. A string of length L
and linear mass density A is initially placed in such a way
that one end follows the vertical profile of the step and the
remaining part lies on an horizontal rough surface as shown
in Fig. la.
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FIGURE 1. a) A portion of a string of length L lies over the
vertical profile of a rounded step, the remaining part lies on a
horizontal rough surface. The end of the vertical portion is held by
a finger at the edge of the step. b) The string is slowly dragged by
the finger over the step, while the other end is not moving: the
suspended part of the string is seen to have length I;.

The coefficient of static friction between the surface and the
string is us [1]. The string is then slowly dragged from the
upper end over the step with a finger, as shown in Fig. 1b,
until the other end starts moving.
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FIGURE 2. a) A small necklace of length L lies over the vertical
profile of a pile of books, the remaining part lies on a horizontal
surface. The end of the vertical portion is held by a finger at the
edge of the step. b) The string is slowly dragged by the finger over
the pile of books, while the other end is not moving: the
suspended part of the string is seen to take the form of a catenary.

We notice that the portion of the suspended part of the
string takes a form of a catenary. Just before the portion of
the string lying on the horizontal surface starts moving, we
record the value of the horizontal distance xyp (see Fig. 1b)
and the distance xs between the closest point of contact of
the string to the lower edge of the step. The evidence that
the suspended portion of the string, of length I, takes the
form of a catenary is well reproduced in Figs. 2a-b, where a
small necklace is dragged above a pile of books. Notice that
by varying the number of books in the pile one can change
the value of h, so that the ratio L/h can be varied by keeping
either h or L fixed.

Il. THE SOLUTION

By considering the schematic diagrams in Figs. 3a and 3b,
describing the forces acting on the suspended and
horizontal portion of the string, respectively, we may find
the conditions for static equilibrium. In particular, for the
suspended portion of the string, by setting the resultant
force equal to zero [1], we have:

T,c080 =T, 1)

T,sin@=myg

Where mg=Als, and T, and Tg are the moduli of the tensions
at the cuts shown in Fig. 3a.
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a)

myg

v

FIGURE 3. a) Suspended portion of the string. Only tensions at
both orthogonal cuts are considered. b) Horizontal portion of the
string: the friction f; is sufficient to maintain the system in
equilibrium.

On the other hand, for the horizontal portion we write:

ft =TB , (2)
N =m,g

where my=Alg=A(L-h-xs) is the mass of the portion of the
string lying on the horizontal surface, f, and N are the
moduli of the friction force and of the normal reaction,
respectively. By now introducing the phenomenological
relation f < 4 N valid for static equilibrium of the system,

we consider the case of incipient motion. Therefore, by
eliminating the tensions T, and Tz by means of (1) and (2)
and by setting f, = 4N, we obtain:

tané = ls . ®)
ﬂsIR

The expression for |5 can be obtained by the equation of the
catenary for the suspended portion of the curve. In fact, by
fixing the origin of the x-axis at the same point B where the
orthogonal cut to obtain tension Tg is made (see Figs. 3a-b),
by taking x positive toward the left, the catenary equation
can be written as follows [2]:

y(x)=ysIR[cosh( XI ]—1]- (4)

Hslgr

Therefore, since dl = (1+y'?)2dx, y* being the derivative of
y with respect to x, Is can be obtained by the following
integration:

I, = {1+ y’2dx:y5IRsinh[ Xs J ®)
0

sy
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FIGURE 4. Graphical representation of the curves fi(x) and f,(x)
corresponding, respectively, to the left hand side (blue full line)
and to the right hand side (dotted black line) of (8) for 1=3.0 and
4#s=0.5. The cyan dotted line represents the right horizontal
asymptote of f;(x), while the orange dotted line f(x)=1 represents
the right horizontal asymptote of f,(x). Notice that f(x)=1 is
tangent to f;(x) at its minimum point at x=I-1. Finally notice that
only the left intersection at x; between the curves f;(x) and f,(x)
gives a meaningful solution for (8), being x;<l.

EqQ. (4) can be used to obtain a relation between xs and h, by
setting y(xs)=h, so that:

h= ,uS|R[COSh[ XSI J—l]- (6)

Hslr

Recalling now that cosh®-sinh?=1, by combining (3), (5),
and (6), and by setting Iz=L-h-xs, we have:

a)

| b~
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FIGURE 5. Graphical representation of the dependence of the
quantities I, ls, X5, Xyp, and @ as functions of I=L/h. In particular,
in a) I (blue line), and Is (orange line) vs. | curves are reported for
1s=0.5. In b) x (blue line), and xyp (orange line) vs. | curves are
shown for 1=0.5. Finally, in c) @ vs. | curves are plotted for
1#s=0.4 (blue line), 15=0.5 (cyan line), 5=0.6 (orange line),
and 15=0.7 (gray line).

cosh(l'_h —1J:1+ h (72)
usly g usly
h )
cos@ = (l+ J . (7b)
Hsly

By solving numerically (7a) for Iz, we can obtain 8 from
(7b) and, by the knowledge of the latter two quantities, we
can get I, Xyp=L-ls-lg, and xs.
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111. NUMERICAL RESULTS

We can solve Eq. (7a) numerically for x=Iz/h in terms of the
parameters g and I=L/h. Let us thus write Eq. (7a) as
follows:

cosh(l_l—l]:n . (8)
HsX Mg HsX

The functions fi(x) and fy(x) on the right and left hand side
of Eq. (8), respectively, are represented in Fig. 4 for 1=3.0
and 15=0.5. By the rule we can argue from Fig. 4, for
which only the left intersection represents the meaningful
solution to (8), we obtain the solutions in terms of I,
reported in Figs. 5a-c for fixed values of us. Notice that, for
increasing values of the normalized length of the string
I=L/h, the quantities Iz, ls, Xs, Xup increase. However, as
shown in Fig. 5a, the derivative of Iz with respect to |, for a
given value of the latter normalized quantity, is always
greater than the derivative of Is for the same value of I.
Similarly, in Fig. 5b we may notice that the derivative of xg
with respect to |, for a given value of the latter normalized
quantity, is always greater than the derivative of xyp for the
same value of 1. In Fig. 5c, finally, we may notice that the
derivatives of all @vs. | curves are negative for any value of
I in the represented range of values of the latter quantity.
The behavior of the curves shown in Figs. 5a-b can be
justified by the higher value the friction force obtained by
increasing I, s being kept constant.

In Figs. 6a-c we show the quantities Ig, Is, Xs, Xup, and &
in terms of the coefficient of static friction us for fixed
values of I. As it can be noted from the I-dependence of the
distances s, xs, and xyp, a positive derivative with respect to
s IS detectable in Figs. 6a-b, differently from the
decreasing behavior of I for increasing values of us in Fig.
6a. In Fig. 6¢c one notices that all curves attain a negative
derivative. Furthermore, in the same Fig. 6¢c one may see
that, for a fixed value of I, the angles & are lower as us
increases from 0.4 to 0.7, coherently with what shown in
Fig. 5c.

IV. CONCLUSIONS

By studying a rather straightforward problem, we are able
to illustrate the role played by the coefficient of static
friction in Newtonian mechanics. The solution to the
problem can be found by elementary principles in
mechanics and results can be represented graphically by
means of numerical analysis. Furthermore, given the rather
simple experimental setup required to reproduce the system
in real terms, a classroom demonstration experiment can be
performed to illustrate the meaning of the coefficient of
static friction in mechanics. The content of the present work
can be part of a lecture addressed to advanced high-school
students or to first-year college students.
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FIGURE 6. Graphical representation of the dependence of the
quantities Ig, ls, Xs, Xup, and @ as functions of xs. In particular, in a)
Iz (blue line), and Is (orange line) vs. us curves are reported for
1=4.5. In b) x, (blue line), and xyp (orange line) vs. g curves are
shown for 1=4.5. Finally, in ¢) @vs. s curves are plotted for [=3.5
(blue line), I=4.5 (cyan line), I=5.5 (orange line), and 1=6.5 (gray
line).
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Abstract
Incline experiments with a car travelling down dynamic track are performed to demonstrate mechanical energy
conservation under the assumption that there is no friction. Data analysis revealed cases when mechanical energy
seems to increase as the car travels down incline, contradictory to the expectation. A detailed examination leads to the
conclusion that this is caused by the slight downward bowing of the dynamic track, the details of which are reported
here. This result provides an explanation to the seemingly contradictory result. It can also be used to stimulate students
to perform in-depth data analysis.

Keywords: Energy conservation, Incline, Bowing.

Resumen

Se realizaron experimentos de inclinacién con un coche que circulaba por la pista dindmica para demostrar la
conservacion de la energia mecanica con el supuesto de que no hay friccion. El analisis de datos revel6 casos en que la
energia mecanica parece aumentar a medida que el coche se desplaza por una pendiente, en contradiccion con la
expectativa. Un examen detallado conduce a la conclusion de que esto es causado por la inclinacion ligeramente hacia
abajo de la pista dindmica, cuyos detalles se presentan aqui. Este resultado proporciona una explicacion para el
resultado aparentemente contradictorio. También se puede utilizar para estimular a los estudiantes para realizar un
andlisis en profundidad de datos.

Palabras clave: Conservacion de la energia, inclinacion, inclinado.

PACS: 01.40.Di, 01.40.Fk, 01.50.My, 01.55.+b

1. INTRODUCTION

Mechanical energy conservation is an important part in
introductory physics and a variety of experiments are used
to demonstrate this principle [1, 2, 3]. Among these, many
of them are based on the usage of a car moving down an
incline. Under the assumption that there is no friction, the
theory predicts that when an object moves from one point
to another, the mechanical energies, many times the
summation of gravitational potential and
translational/rotational kinetic energies, are conserved. In
reality, friction exists and causes a net loss of mechanical
energy, implying that a reduced total mechanical energy is
not a surprise in this type of experiment. However, if a
seemingly increased mechanical energy is observed, it
deserves special attention. In a student experiment, the
calculated value of mechanical energy of a car travelling
down an inclined dynamic track was found to increase and
the reason was analyzed here.
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I1. EXPERIMENTAL SET-UP

A picture and a schematic diagram for the experimental set-
up are shown in Fig. 1. A PASCO dynamic track was raised
in one end and a car is released from the top. The motion of
the car was measured by a Vernier motion sensor. @is used
to represent the incline angle, which is measured by
PASCO angle indicator. The distances from the sensor to
the car and to the end of the track are called x and Xxo,
respectively. Upon releasing a car at rest from the top, the
position and speed of the car at different x values from the
motion sensor were measured. The total mechanical energy
(TotE) can be calculated as follows. The heights of the car
relative to the leveled ground at different x positions can be
calculated from the following Eq. (1)

h =sin&(x, —x) )

http://www.lajpe.org



Chunfei Li

~__— Motion sensor

Car

Dynamic
track

FIGURE 1. A picture and a schematic drawing of the
experimental set-up. Parameters used in the text are defined in the
schematic drawing.

The speed v can be read directly from Logpro, the software
for motion sensor. Taking the leveled ground as the zero
point, the gravitational potential energy PE has a value of
mgh. The translational kinetic energy (KE) is mv?/2. Here,
m and g represent the mass of the car and free fall
acceleration, respectively. The total mechanical energy
TotE is the summation of KE and PE.

Students are required to perform three experiments: at
incline angles of 6° and 3° without load on the car and at
incline angle of 3° with load. Then, values of x, v(m/s),
h(m), KE(J), PE(J), and TotE(J) are either read from the
software or calculated for each experiment and a table as
shown in Table I is filled. The position x ranges from
approximately 0.6m to 1.1m with a step of approximately
0.1lm. TotE is used to evaluate the mechanical energy
conservation. The value of TotE at the first recorded
position was taken as the reference point in calculating
energy difference. Taking the case of incline angle = 6° as
an example, the first recorded position is x = 0.607m. The
energy percentage difference (% diff.) at x = 0.998(m) is
calculated from [TotE(x=0.998m) -
TotE(x=0.607m)]/TotE(x=0.607m). As the car travels down
incline, a positive % difference implies an apparent
mechanical energy increase. Here, the word apparent is
used to emphasize that mechanical energy increase in the
present experimental setting should not happen.
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111. UNEXPECTED DATA AND EXPLANATION

Out of eight student groups, six groups observed that the
total mechanical energy remains the same or decreases. The
results of these six groups are easy to understand. They
simply correspond to the case of virtually no friction or
some friction to cause the mechanical energy to decrease.
Two groups observed apparent energy gain, which deserves
further discussion. Since such data is not expected, the
experiment was repeated by the present author and similar
data was obtained. Table | shows typical result showing
apparent mechanical energy increase. There are four
features in such data set. First, the apparent energy gain is
observed in both 6° and 3° experiments. Second, the %
difference increases as the car travels further down incline.
Third, the magnitude of the % difference is higher for the
case of 3° than that of 6°. Fourth, for the two 3°
experiments, with and without load, the % differences are
approximately the same.

TABLE 1. A sample data set showing the apparent mechanical
energy increase.

Incline Angle Mass of Car Mass of Load  Total Mass
=6" =03502ks =0ksg =0502ks
®x{m) Vim’s) him) KE{JT) PE{J) TotE({I) %o diff
0.607 0467 0177 00547 080 0925 N
0691 0657 0168 0108 0827 0936 1.1
0803 0846 0156 0180 0770 0949 26
0895 0972 0147 0237 0722 0959 37
0998 110 0136 0304 0669 0973 52
1114 124 0124 038 0610 099 76
Incline Angle Mass of Car Mass of Load  Total Mass
=3 =0502kg =0ks =0502kg

Position V(m/s) h(m) KE() PE(T) TotE(]) %diff.

0.605 0337 0.0887 00285 0436 046> R
0.688 0488 0.0844 00598 0415 0475 21
0.800 0633 00785 0.100 038 0487 47
0.903 0743 00731 0.139 0360 0498 7.2
0981 0804 00690 0.162 0340 0502 7.9
1110 0.948 0.0623 0226 0306 0532 14
Incline Angle Mass of Car Mass of Load  Total Mass
=3°  =0502ks =05ks  =1002ke

Position V(m/s) h(m) KE() PE(T) TotE(]) % diff

0595 0318 0.0892 00507 0876 092/ N
0.699 0509 00838 0.130 0823 0952 28
0816 0623 00777 0.194 0763 0957 33
0.885 0732 00741 0268 0727 099 74
1003 0843 00679 0356 0666 1022 10
1091 0923 00633 0427 0621 1048 13
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These summarized features lead to the prediction that this
apparent mechanical energy gain is introduced by some
systematic error, rather than random human errors. There
are two possible explanations. First, it may be caused by the
downward bowing of the dynamic track. Second, it may be
introduced by the underestimation in reading the incline
angle. A detailed explanation of these two ideas is provided
in the following. Fig. 2 shows an exaggerated schematic
drawing for the case of a bowed dynamic track. If the track
is bowed, the car moves on the solid line arriving at a
height h(bowed). If the track is straight, the car moves on
the dotted line, arriving at a height h(straight). The speeds
are denoted as v(bowed) and v(straight) for the two cases,
respectively.  Obviously,  h(straight)>h(bowed) and
v(straight)<v(bowed). These are equivalent to state that at x,
PE(straight)>PE(bowed) and KE(straight)<KE(bowed). If
no friction, KE(straight)+PE(straight) is equal to
KE(bowed)+PE(bowed). And both of them are equal to the
total mechanical energy at the reference point, the first
recorded position. However, unaware of the bowing, the
total energy calculation in student experiment was
performed by adding KE(bowed) and PE(straight).
KE(bowed)+ PE(straight) > KE(bowed) + PE(bowed) =
TotE(at reference point), which explains the apparent
mechanical energy gain. The magnitude of the apparent
mechanical energy gain AE can be calculated as follows

=
-
- ~
-+
~ \'\
- ~ \'\
" ~

h (straight) 1

O(bowed) @O(straight)

FIGURE 2. An exaggerated schematic diagram illustrating the
effect of a downward bowed track.

FIGURE 3. Reading of angle indicator at different locations.
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

Bowing Effect on Energy Conservation in an Incline Experiment

FIGURE 4. Pictures of three dynamic tracks placed next to each
other.

AE
= [KE(bowed)+ PE(straight)] — [KE(bowed)+ PE(bowed)]
= PE(straight) — PE(bowed)
= mgx:[sin(Abowed)) — sin(&(straight))]
~ mgx-cos(&straight))-46. 2)

460 = &bowed) — H(straight) represent the incline angle
difference caused by track bowing. These considerations
explain the observed features well. First, since the apparent
mechanical energy gain is caused by the bowing of the
track, it should be independent of the nominal incline angle
of the track. This is in agreement with the observed feature
one. Based on Eqg. (2), AE is linearly proportional to X,
which explains the observed feature two. For a fixed 46,
AE increases with the decrease of @(straight), which
explains the enhanced effect for the case of 3° relative to
that of 6° described above as feature three. It is believed
that the bowing of the track pre-exist, independent of the
incline angle and car load, explaining the observed feature
four.

The second possible explanation to the apparent
mechanical energy gain is as follows. Based on this idea,
the track is straight, but the reading of the incline angle is
lower than the true value &true) because of human error. If
one replaces Abowed) with étrue), the same argument
described above holds true and the apparent contradict is
solved. However, this idea is not favored because of the
following reasons. First, the angle reading was checked by
multiple persons. Second, remember that if a group
observes apparent energy gain in 6° experiment, the same
group observes an enhanced effect in the 3° experiment. It
is hard to imagine a group of multiple members read the
angles with lower values consistently in all their
experiments. The degree of misreading can be estimated.
For this purpose, different incline angles are tried in the
calculation of TotE until the % difference is close to zero,
which is expected for an ideal case. The angle that makes
the apparent mechanical energy increase to be zero is called
Afit). &(fit) obtained from the data shown in Table I is 2°
higher than the recorded one, independent of the recorded
angles are 6° or 3°. ((fit) corresponding to the data of other
group is in the order of 1° different from the recorded one.
With the instrument provided, such a misreading is
unlikely.

Further efforts were made to confirm the bowing of the
track. First, the bowing of suspicious track was examined
by angle indicator, where the angle indicator was moved
downward from the top and the angle change was
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monitored. A typical picture of the angle indicator is shown
in Fig. 3. The upper left inset shows an enlarged picture
when it is placed on top of the track for 3° incline angle
experiment. Another picture was taken when the angle
indicator is approximately 0.8m away from the top and is
shown as an inset in the upper right corner of Fig. 3. It is
clear that the incline angle has changed from 3° to 4°,
consistent with previous analysis. Further, the bowing was
examined by lining up three tracks, two good ones and one
“bad” one, next to each other as shown in Fig. 4. In the
picture, the two good ones are on top and the “bad” one is
on the lower part. The left ends have been pressed together
so that there are no gaps between tracks. An enlarged
picture of the left end is shown on the lower left corner of
Fig. 4. On the right end, there is no gap between the two
good tracks while a gap is observed between the “bad” one
and the good ones. The inset on the lower right corner of
Fig. 4 shows the gap clearly, illustrating the bowing of the
“bad” dynamic track.

The results and analysis presented here is helpful for
teaching. Although solid evidence can be provided as
shown here in Figs. 3 and 4, one to two degree bowing will
not be noticed to an unprepared mind. In performing
mechanical energy conservation experiments, it is easy to
remember and recognize the effect of friction, which causes
the total mechanical energy to decrease. When faced with
an apparent mechanical energy gain as described here,
people become frustrated and tend to simply blame human
errors. Further, teachers can actively use such results to
remind students that all the analysis of experimental data is
based on some assumptions, which are true only to certain

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

46

extent [4]. The deformation of bowing is most likely caused
by improper usage and handling. Therefore, the present
result also serves as an reminder that extra care should be
taken in using these instruments.

IV. CONCLUSION

In an energy conservation experiment of an assumed
frictionless car travelling down an incline of a dynamic
track, apparent mechanical energy gain up to approximately
10% was observed. The effect is more enhanced with the 3°
incline angle than that of 6°. The magnitude of energy gain
increases with the distance the car travels. The phenomenon
is explained successfully as the effect of bowed track. This
result is helpful to others who perform similar experiments.
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Resumo

Neste trabalho estudamos a dindmica de modelos descritos por um potencial V(¢), onde ¢ representa um campo escalar
real, a partir do fendmeno de quebra espontanea de simetria. Este mecanismo leva o sistema a apresentar dois estados
distintos, isso pode ser representado em meios continuos como um processo de transi¢do de fase e/ou pelo surgimento
de defeitos topoldgicos. Tais defeitos sdo solugdes estaticas, estaveis e de energia finita, de uma equacédo diferencial
ndo-linear de segunda ordem. Apresentamos também as equaces de Bogomol nyi, onde escrevemos o potencial de
um dado modelo em termos de uma fungdo superpotencial e o problema de resolver uma equacdo de segunda ordem
reduz-se a encontrar as solugdes de duas equacdes de primeira ordem cujas solugdes, denominadas estados BPS,
identificam os estados de menor energia e os setores topoldgicos do modelo.

Palavras-chave: Campo escalar, quebra esponténea de simetria, defeitos topoldgicos, superpotencial, estados BPS.

Abstract

In this paper we study the dynamic models described by a potential V(¢), where ¢ represents a real scalar field, from
the phenomenon of spontaneous symmetry breaking. This mechanism causes the system to have two distinct states;
this can be represented in continuous media as a process of phase transition and / or the appearance of topological
defects. Such defects are static solutions, stable and finite energy of a nonlinear differential equation of second order.
We also present Bogomol “nyi's equations, where we write the potential of a given model in terms of a superpotential
function and the problem of solving a second-order equation reduces to finding the solutions of two first order
equations whose solutions, called BPS states, identify the lowest energy states and topological sectors of the model.

Keywords: Scalar field, spontaneous symmetry breaking, topological defects, superpotential, BPS states.

PACS: 11.10.-z, 11.27.+d, 98.80. Cq.

I. INTRODUCAO

Os estudos de sistemas fisicos arraigados a dindmica de
campos escalares reais ¢ algo de bastante interesse no meio
cientifico. Estamos falando de uma classe de fenémenos
passiveis de uma descricdo exata com base nos principios
fisicos da teoria de campos. As aplicacbes se estendem
desde sistemas de matéria condensada até Cosmologia e
Fisica de altas energias.

Como exemplo, podemos citar que algumas das
vertentes mais modernas da Cosmologia utilizam o campo
escalar para descrever o campo do inflaton [1, 2, 3], que
seria responsavel pela aceleracdo césmica do universo na
sua fase inicial, ou ainda, poderiamos falar de modelos de
quintesséncia [4, 5, 6, 7], que atribuem a energia escura
aspectos da dindmica de campos escalares na fase atual do
universo. Temos também em matéria condensada a
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descricdo de defeitos topoldgicos em meios elésticos
continuos [8, 9], associados a irregularidades nos campos
que descrevem a ordenacdo da estrutura dos materiais.
Esses defeitos surgem da quebra de simetria, que levam a
uma transicdo de fase do sistema, e podem ser vortices,
kinks, paredes de dominio, etc.

Do ponto de vista matematico, os defeitos topologicos
também sdo definidos como solugdo estavel de uma
equacdo diferencial ndo-linear, que possui energia finita e
localizada.

Il. CAMPOS ESCALARES REAIS

Em teoria de campos defini-se campo escalar real como
sendo uma fungdo real do quadrivetor x* = (t x) no espago

http://www.lajpe.org
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de Minkowski. Para um Gnico campo escalar real ¢ = ¢ (x*)
em D+1 dimensdes podemos escrever a agdo como:

S = j d®xL(4,0,9), )

onde a densidade de lagrangeana L ¢é fungdo do campo e de
suas derivadas. A dindmica de modelos descritos por um
Unico campo escalar real pode ser analisada a partir da
densidade de lagrangeana:

L =%a”¢aV¢ ~V(9), (2)

onde V(¢) é o potencial que depende do sistema fisico
considerado. As equagfes de movimento sdo escritas em
1+1 dimenséo como:

o’¢p 0%¢p

o’ az+dv_o ®
X

T

Para um campo estacionério a Eq. (3) se reduz a:

d’_dv @
dx? d¢’

e a densidade de energia é a componente temporal do tensor
energia-momento:

oL
T = o,4—g""L, ®)
0.9) $—9

que é dada por:

1= p0=3( 2] v ©

onde temos somente a contribuicdo gradiente e potencial
para a densidade de energia dadas pelo primeiro e segundo
termos de (6), respectivamente. A energia de uma dada
configuracdo de campo é o resultado da integracdo da
densidade de energia em todo o espago, em 1+1 dimensdo

temos:
: =fipr(x)=ﬁ{;(c;fj +V(¢)}, ™

as solugdes de interesse fisico sdo aquelas com energia
finita, também denominadas solucdes solitbnicas, por serem
solucbes de uma equagcdo diferencial ndo linear com energia
concentrada e sdo representadas por ¢ (x). Elas conectam os
minimos do potencial. E claro que as solugdes triviais
(zeros do potencial) obedecem a condicdo V’(¢ = ¢¢)=0 e
satisfazem ainda V(¢ = ¢0)=0, isto &, elas sdo 0s minimos do
potencial. As solugdes ndo-triviais obedecem ainda as
condicGes de contorno:
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lim g(x)=¢, e lim 949 8
X—>—o0 x—>-o X

Esses limites devem ser obedecidos para garantir que a
energia do sistema seja finita. Em verdade estamos
impondo condicbes sobre a densidade de energia do
modelo, de modo que nos extremos de integracdo a
densidade de energia seja nula. A primeira condicdo de
contorno em (8) tem aspectos peculiares, ela nao s6
estabelece que nos extremos o campo ¢ seja um dos zeros
do potencial, e consequentemente uma solucdo trivial,
como também mostra que o comportamento assintdtico das
solucBes pode apresentar comportamentos distintos nos
extremos. De forma mais clara queremos dizer que existem
duas possibilidades para o valor de ¢ nos extremos.
Primeiro, a solucdo tem 0 mesmo comportamento
assintotico, ou seja, ¢(x—=+o0)—¢;. Segundo, a solugdo tem
comportamento  assintético diferente, @(x—-0)—¢; e
P#(x—+o0)—¢j com i#j, quando existir outra solugdo trivial
¢, que satisfaca V(¢;)=0 Essas possibilidades s8o
caracterizadas pela corrente topoldgica:

j# =§8““8V¢. ©)

A densidade de carga associada a equacéo (9) é dada por:

1

d
P8 =t eomp 4 d—f (10)

1

2 2
que, por sua vez, nos leva a uma carga conservada:
1 pro 1 1 1 1

- = —Zh(-0)==¢ —= 11

Q=3[ POIdx=2g(0) =2 () =2 ¢ =5 ¢, (D

de onde podemos especificar dois tipos de solugdes
distintas: as solu¢des topoldgicas com Q # 0 (41 # ¢»), isto
é, conectam minimos distintos; e as solugdes ndo
topolégicas com Q = 0 (41 = ¢»), que ligam um minimo a
ele mesmo. As solugdes topoldgicas sdo configuracfes do
campo que mudam de valor de um extremo a outro, seja por
um decrescimento ou crescimento de ¢ e vice-versa, ja as
solugdes ndo topoldgicas possuem o mesmo valor do
campo em ambos 0s extremos.

I11. QUEBRA ESPONTANEA DE SIMETRIA

O conceito de simetria estd intimamente relacionado com o
conceito de isometria, assim como suas operagdes
geomeétricas associadas de reflexdo, rotacdo e translacéo.
De forma geral, podemos dizer que um sistema é simétrico
se 0 mesmo nao muda as suas caracteristicas e/ou
propriedades frente a alteracbes dos pardmetros que o
descrevem. As aplicagdes desse principio tém grande
utilidade em sistemas fisicos, bioldgicos, em descrigcGes
matematicas por meio da teoria de grupos e na geometria.
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Em Fisica a aplicacdo mais importante de simetria esta
no teorema de Noether [10], que estabelece que para cada
simetria continua em um sistema fisico existe uma
correspondente lei de conservacdo. Assim, pode-se mostrar
que a conservacdo de momento linear estd associada a
simetria de translacdo ou paridade do sistema. A
conservacdo de energia associa-se a uniformidade temporal
e a carga elétrica a uma simetria de calibre, entre outras.

Pode-se dizer que um sistema possui sua Simetria
quebrada quando as alteracBes promovidas neste, alteram
suas caracteristicas e/ou propriedades. Fendmenos como
esse aparecem em mecanismos de transicdo de fase em
sistemas de matéria condensada, como em cadeias
poliméricas de poliacetileno [11]. Também podemos
encontrar quebra de simetria em modelos cosmolégicos,
essa quebra de simetria é responsavel pelo surgimento de
defeitos topoldgicos no universo primordial que seriam
cordas cdsmicas ou monopolos magnéticos.

Em teoria de campos, um dos mecanismos de quebra de
simetria de grande interesse é aquele que promove a
geracdo de massa para o campo. Inicialmente, dizemos que
uma teoria descrita por uma densidade de lagrangeana L(¢),
onde ¢ representa um campo escalar real, é simétrica se esta
torna-se invariante frente a transformagéo L(¢) — L(-¢), 0
estado de vacuo é degenerado e os estados possiveis
transformam-se um no outro em detrimento dessa simetria.
Dos modelos descritos por potenciais polinomiais, o
modelo 14" é o mais simples que apresenta o fenémeno de
quebra esponténea de simetria, ele possui a forma:

V(g) = b+ 28" (12)

com u e A constantes reais, onde A representa a constante de
acoplamento de auto-interacdo do campo. Os fatores
numéricos sdo introduzidos por conveniéncia, algumas
caracteristicas desse modelo sdo:

i) possui simetria de reflexdo ¢ — - ¢, ou simetria Zy;

ii) Hamiltoniana dada por:

_1 %2 2 42 1 4. 13
H_Z{[dxj +”¢}r4¢’ )

iii) se > 0e A >0 0 minimo do potencial esta em ¢ = 0,
sendo este um minimo global, conforme Fig. 1;

iv) se u < 0e A >0 aparecem dois minimos em ¢, = + (-
wl2)*?, o que possibilita o fendmeno de quebra
esponténea de simetria, ver Fig. 1.

Para u < 0, a simetria € quebrada, pois o sistema sai de um
Unico estado de vacuo para a possibilidade de se encontrar
em dois estados distintos de minima energia. A massa
quadréatica associada ao campo tem valor expresso por:
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Vig) Vi¢)]

¢ 1 0 1 ¢

FIGURA 1. Potencial do modelo ¢* para u = 1 e 2 =2 (a
esquerda) e para u =-2 e 1 = 2 (a direita).

2
m? =4V -2 (14)
d¢2 ¢2:,/,//1

Sabemos que o campo é uma entidade fisica que permeia
todo o espago e consequentemente ndo possui mMassa.
Entretanto, o surgimento de dois estados de vacuo e a
consequente quebra de simetria gera massa para 0 campo,
que, por sua vez, localiza-se nos minimos do potencial. O
que estamos calculando na verdade é a massa da particula
classica associada ao campo nos estados de mais baixa
energia, dependendo do modelo podemos ter mais de um
valor de massa associada. Uma vez que ¢ = 0 ndo é mais
um minimo globa, podemos estudar o lagrangeano em torno
dos novos estado de vacuo definindo um novo campo.
Vamos fazer o deslocamento ¢ — y = ¢ + (-/2)"? de modo
que o potencial pode ser reescrito, a menos de uma
constante aditiva, como:

1
V() =" w2 (15)

A lagrangeana para esse novo potencial e com o novo
campo y fica:

L:%a# 8“;(+u;(2¢‘f—y/1;(3+%l;(4. (16)

A nova lagrangeana dada por (16) possui um termo cubico
que viola a simetria Z,. As propriedades do modelo
expresso pelo campo y sao:

i) o estado de vacuo corresponde ay = 0;

ii) sua massa é positiva, dada por m = /2|ul;

iii) apresenta uma interacéo clbica y°.
Existem ainda outros mecanismos desse tipo, como por
exemplo: a quebra espontanea de simetria de um grupo
continuo de simetria, como o grupo de rotagcdes SO(2), que
para dois campos escalares ¢, e ¢,, leva ao surgimento de
massa para um dos dois campos, enquanto o outro
permanece sem massa. Esse campo sem massa é
denominado de Bdson de Goldstone [12]. Podemos ainda
citar o mecanismo de Higgs [13, 14] no modelo padréo.
Para este caso, o estado de vacuo do campo de Higgs é
constante e tem valor igual a 246 GeV. A existéncia de um
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estado de vacuo diferente de zero quebra espontaneamente
a simetria de calibre da interacdo eletrofraca, esse
mecanismo gera massa para os bosons de calibre Z,, W' e
W', mediadores dessa interag&o.

IV. DEFEITOS TOPOLOGICOS

Uma definicdo matematica para defeito seria dizer que ele é
uma solucdo, com energia finita, de uma equacdo
diferencial ndo linear. Do ponto de vista fisico, um defeito
topoldgico é a regido de transicdo entre fases distintas de
um sistema, em suma, é a regido em que o sistema muda
suas caracteristicas e/ou propriedades.

Geralmente, os defeitos estdo associados a alguma
quebra de simetria que da origem a um conjunto nao trivial
de estados degenerados, como os dipolos magnéticos nos
dominios de um material ferromagnético [15]. No regime
de baixas temperaturas, a quantizacdo do fluxo magnético
em super condutores como o hélio superfluido gera o
aparecimento de defeitos, denominados vortices [9]. Em
cosmologia temos os monopolos magnéticos, introduzidos
por 't Hooft [16], ou cordas cdsmicas, propostas por Nielsen
e Olesen [17], que sdo defeitos associados ao processo de
transicio de fase do universo primordial, quando a
temperatura do mesmo diminuiu até um valor critico T,
gerando esses objetos exdticos. Em 1961, Skyrme
apresentou o primeiro defeito topoldgico tridimensional
decorrente da teoria de campo ndo linear, j& em 1966,
Nambu antecipou a existéncia de tais defeitos na teoria
guantica de campos e Rather, estudando excitagbes em
particulas elementares, verificou o aparecimento de defeitos
quénticos, cuja energia adicionada aos estados de energia da
particula completavam o espectro observado [18].

Iremos estudar o defeito topolégico que aparece na
teoria de campos escalares, o kink. Vamos utilizar o
potencial do modelo ¢* que é dado, no sistema
admensional de unidades, por:

V(g =2 -4 (17)

O potencial (17) pode ser visto na Fig. 2. A equacdo de
movimento para o caso estacionario tem a forma:

90 _ (97 -0). (18)

ax?

Utilizando o método da quadratura para resolver (18)
temos:

dgd’p _dgdv _ d(1(dg)")_d
X dx® X dg jdx{Z(dx) J ax V@)
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1 0 i ¢‘
FIGURA 2. Potencial do modelo ¢*.

Integrando, obtemos:

%ziw/ZV(¢)+C, (19)

dx

que sdo duas equacao diferenciais de primeira ordem, onde
C é uma constante de integracdo. Lembrando que como
estamos trabalhando com campos escalares reais, V(¢) deve
ser positivo definido para que ¢ seja real. Fazendo a
constante C igual zero, separando as variaveis e integrando,
obtemos:

¢ ==xtanh(x—X,). (20)

Impor que a constante C seja nula, estd assegurando na
verdade que a energia das solugdes seja finita, uma vez que
a presenca dessa constante na densidade de energia
acarretaria na divergéncia da integral utilizada para
determinar o valor da energia. A solucdo com sinal positivo
em (20) é denominada kink e a com sinal negativo anti-
kink. Essas solugdes sdo topoldgicas por terem limites
assintdticos diferentes, elas conectam os diferentes minimos
do potencial, que também sé@o soluges triviais ¢. = £ 1,
com energia nula.

-

#(x) 11600

1 E]

FIGURA 3. O kink, a esquerda, e o anti-kink, a direita, ambos
centrados na origem.
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Quando os kinks estdo imersos em duas ou mais dimensdes
eles sdo chamados paredes de dominio e suas energias se
transformam em densidades de energia. A Fig. 3 representa
0 kink e o anti-kink dado por (20), onde escolhemos o
centro em x = 0. A separacdo entre 0s zeros do potencial
definem um setor topolégico com carga Q = +2 e com
energia dada por:

oo 4
E=[ "sech?(x)dx=—> (21)
[ sech®(gax =

onde utilizamos a Eq. (7) em que a densidade de energia do
kink é p(x) = sech® (x), mostrada na Fig. 4. A figura mostra
que a densidade do kink é finita e distribuida de forma
simétrica em torno da origem.

px) /s

[ X
FIGURA 4. Densidade de energia do kink.

V. EQUACOES DE BOGOMOL'NYI

Um método alternativo para investigar a presenga de
defeitos topoldgicos em modelos de campos escalares,
consiste em identificar as solugdes denominadas de BPS
(Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) [19, 20]. As solucdes
BPS sdo definidas por dois estados de minima energia e
identificam os setores topoldgicos do modelo. O método foi
proposto por E. B. Bogomol'nyi em 1976, embora em 1975
M. K. Prasad e C. M. Sommerfield ja tivessem publicado
um trabalho sobre o assunto. A idéia central esta no fato de
que para potenciais ndo negativos, cujos zeros sao minimos
globais, podemos escrever:

V(g) = %w; : (22)

onde W, =dW/d¢ e W(¢) séo fungBes continuas do campo,
esta Ultima é denominada superpotencial e esta associada a
descricdlo de setores bosbnicos reais em teorias
supersimétricas [21, 22, 23, 24]. Para o potencial do modelo
¢* temos o superpotencial associado dado por:

W(g)=p-24" 23)
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Podemos reescrever as equacdes de movimento para as
solugdes estaticas ¢ = ¢(x), utilizando a expressdo (22),
assim temos:

d2¢
e =W,W,,. (24)

A energia para as solucées de (24) é obtida a partir de:
2
E= lr“’dx{(d‘éj +W¢2}, (25)
29— dx

onde reescrevemos a Eq. (7) em termos do superpotencial.
Completando os quadrados em (25) encontramos:

e e fds Y 26
sendo
o dW
¢ -LC dx
0 que leva a:

Ey =W[#(x > 0)]-W[g(x > -0)] =[aW|  (28)

Como as solugdes fisicamente aceitaveis sdo as de energia
finita, as configuracBes de menor energia sdo as de maior
interesse para nossa descri¢do, logo o campo deve ser
escolhido de modo que E seja minima, assim devemos ter:

9w, (29)
dx ’

ou seja, a segunda integral em (26) deve ser nula e Eg é
energia minima do sistema, também conhecida como
energia de Bogomol'nyi. O interessante esta no fato de que
se derivarmos a equacao (29) obtemos (24), o que mostra
que esta Ultima pode ser resolvida a partir da anterior, € 0
problema de resolver uma equagdo de segunda ordem se
reduz a encontrar as solugdes de duas equacdes de primeira
ordem [25, 26]. A expressdo (29) é conhecida na literatura
como equacdo de Bogomol'nyi. Outra vantagem desse
método é que podemos calcular as energias usando somente
a funcdo W(¢#) por meio de seus limites assintdticos sem
conhecer as solugBes. Outro ponto a salientar esta
relacionado ao fato de que as energias gradiente e potencial
sdo degeneradas:

E,=E, = f:dxw ($)? :%- (30)
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VI. ESTABILIDADE LINEAR

Na teoria de campo escalar torna-se necessario o estudo da
estabilidade linear das solucOes estaticas das equacGes de
movimento, haja vista que tais equagdes sdo nédo-lineares.
Para isto basta considerar pequenas perturbacGes em torno
das solugbes. O objetivo é linearizar as equacles de
movimento e obter o potencial de estabilidade e os
autovalores associados [27]. Vamos inserir uma perturbacédo
em primeira ordem, escrevemos a solucdo para o campo
como:

P(x,1) =g, (x) + S(x, 1), (31)

onde &(x, t) representa uma pequena flutuacdo em torno da
solugdo estatica ¢s(x). Substituindo na Eg. (3) obtemos:

d’¢_d’, d’¢ v

=0. (32)
dt> dx® dx? d¢

#=¢

S6 que agora V=V(¢, +&), fazendo a expansdo em serie de
taylor em torno de & = 0 e considerando os termos de
primeira ordem em ¢ encontramos:

d?v
dg’

dt?  dx? dx? d¢

d’¢ _d’. d*¢ dv —0. (33)

P=ds

+S

#=¢s

Utilizando (4) obtemos uma equacéo para & da forma:

d?V|

d? d?
£ d% a
¢ =5

=0. (34)
dt?  dx?

4

Trata-se de uma equacdo diferencial parcial, para resolvé-la
basta aplicar o método se separacdo de variaveis, fazendo
) = &X)T(t) e substituindo em (34) obtemos as
equacdes:

d’T

e +a)2T‘:O, (35)
2
z ‘f—gu =—w*& (36)
X
sendo:
_av) (37)
d¢2 P=ds

Uma solucéo de (35) é dada por:
T (t) = cos(at). (38)

A Eq. (36) é uma equacédo de autovalor do tipo Schrodinger
[34, 35, 36], que pode ser reescrita como:
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(‘dz+u]§=w2§:H§n(x)=w§§n(x)' (39)

dx?

em que H é o respectivo operador Hamiltoniano e &,
representa o conjunto de auto-funcdes de H. A estabilidade
é assegurada se o Hamiltoniano for ndo-negativo, ou seja,
se seus auto-valores forem positivos, ja que auto-valores
negativos fariam que T(t) divergisse assintoticamente, caso
® seja negativo as solugdes de (35) deixam de ser
exponenciais complexas, e passam a ser exponenciais reais,
de modo que para t tendendo ao infinito, a solucéo explode.
Uma forma de verificar que H é ndo-negativo € averiguar se
0 mesmo pode ser fatorado na forma H. = S'. S,, e de fato
podemos escrever H em (39) como:

d d
H =(—m(iw¢¢j(m(iw¢¢), (40)

onde podemos fazer

+ d d
S :_&iM@ﬁ ]¢:¢s e S, =&ib’V¢¢LZ¢S - 4

em que S, representa o conjugado hermitiano de S. , logo
H pode ser fatorado. Na Mecanica Quantica os autovalores
equivalem ao valor esperado do hamiltoniano H tomado
entre dois estados ortogonais, de modo que podemos
escrever:

@y =(¢[H|£)=(¢]s"s|¢). (42)
02 =" e dx. (43)

Assim, podemos ver que w > 0, isto &, todos 0s modos s&o
positivos ou nulos, logo as solucdes BPS séo linearmente
estaveis mediante pequenas perturbagfes do campo. Temos
também que 0 modo zero & (x) é dado por:

d
S,&, =o:£:iw¢¢go, (44)

&,(X) = el oMok (45)

onde A é uma constante de normalizagdo. Pode-se provar
[28] de uma forma geral, que 0 modelo que é positivo
definido pode ser escrito em termos de uma funcédo
superpotencial, e consequentemente, sempre terd suas
solugdes topologicas estaveis.

Como exemplo, vamos estudar a estabilidade das
solucdes do modelo ¢* definido por (17), que sdo dadas por
(20), onde iremos considerar o kink com centro na origem.
O potencial de estabilidade é calculado usando a expressdo
(37), ou seja:

http://www.lajpe.org



Campos escalares reais e a quebra espontanea de simetria: Uma descricdo analitica para defeitos topoldgicos

d?v

. =4-6sech?(x). (46)
dg

#=ds

U(x) =

A Eq. (46) é o potencial de Pdschl-Teller modificado, bem
estudado na literatura [29]. Graficamente, ele esta
representado na Fig. 5. Para esse tipo de potencial os
autovalores para o espectro discreto sdo dados por:

E,=n(4—n), 47

onde n=0en =1 O modo zero possui energia nula e o
primeiro estado excitado energia E; = 3. O auto-estado
normalizado paran=0¢é

& (x) = \Esec h?(x). (48)

O potencial de Pdschl-Teller modificado possui modo zero
e 0S seus autovalores sdo positivos, 0 que determina a
estabilidade das solucdes estaticas do modelo ¢*. Este
resultado era esperado, uma vez que este modelo é positivo
definido e tem um superpotencial associado dado por (23).

FIGURA 5. O potencial de estabilidade para o modelo ¢* e o
respectivo modo zero (48).

VII. CONCLUSOES

Diante dos resultados expostos neste trabalho podemos
concluir que em um processo de transicdo de fase, o sistema
passa a apresentar dois estados distintos de minima energia,
0 que corresponde ao aparecimento de defeitos topolégicos
(kinks). Para modelos supersimétricos, estes defeitos sdo as
solucbes de uma equacdo diferencial de primeira ordem e
sdo denominados estados BPS, sdo as configuragdes do
campo escalar real ¢ que miniminizam a energia do sistema
e identificam os setores topolégicos do modelo conectando
0s vacuos do potencial. A estabilidade das solugdes
estaticas € assegurada se o Hamiltoniano associado a
equacdo de autovalor tipo Schrodinger do modelo estudado
for ndo negativo e puder ser fatorado na forma H. = S', S.,,
0 que evidencia o fato do potencial de estabilidade
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apresentar modo zero bosénico normalizado e auto-valores
de energia positivos.
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Abstract
We show that the maximum or minimum impedance of a special parallel RLC studied in a previous paper can be found
analytically, without using calculus. In fact, we show that the maximum or minimum value occurs when the driving
frequency @ is equal to o, =1//LC , a fact that was determined graphically in that previous paper. Furthermore, we

show that either the maximum or minimum value is given by R(p2+1)/(p2+3),where p=A+LICIR. Also, for
p? « 3, the minimum impedance z . zR(1+2p2/3)/3zR/3, whereas for p? >» 3, the maximum impedance

Znax ~R(1-2/ %) =R,

Keywords: Parallel RLC circuit, maximum or minimum impedance, maximum or minimum without calculus.

Resumen
Demostramos que la impedancia méaxima o minima de un circuito RLC en paralelo estudiado en una publicacion
reciente puede ser derivada analiticamente sin usar célculo. De hecho, mostramos que el valor méximo o minimo
ocurre cuando la frecuencia de conducciéon @ es igual a @, =1/,JLC, un hecho que fue determinado en forma grafica

en dicha publicacién. Mostramos ademas que el valor maximo o minimo es R(pZ +1)/(p2 +3), donde p=L/C/R.
Para p? « 3, la impedancia minima es Zoin = R(1+ 2p2 /3)/3: R/3, mientras que para p* > 3, la impedancia méxima

€ 7, ~R(1-2/p%)~R

Palabras Clave: Circuito RLC en paralelo, impedancia maxima o minima, maximo o minimo sin célculo.

PACS: 01.40.Fk, 01.40.Ha, 84.30.Bv ISSN 1870-9095

1. INTRODUCTION

Ma et al., studied the interesting parallel RLC circuit of Fig.
1 in [1], for two specific cases: (i) Ry =R, =0andR; =R @ @ § RS
and (i) R =R, =R; =R.

They showed how the impedance Z as seen by the
source varied with the angular frequency w of the source. In
fact, they plotted the normalized impedanceZ/R as a

function of the normalized angular frequency y =/ a,, FIGURE 1. Schematic diagram of the parallel RLC circuit studied
where @, =1/+/LC for various values of the dimensionless in [1], [2] and [3].
parameter given by p= JL/IC/R. For case (i), they

showed graphically that when w = w, 2 1/VIC, the This result was apparently unexpected, as the authors state:
o — ) « . .« .
impedance magnitude Z is a maximum value equal to R. It is surprising to see that regardless of the p values,
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‘Ze”’/R‘ reaches to 1 (sic) when y=1.” However,

Cartwright and Kaminsky [2] showed that this result could
be predicted mathematically without the use of calculus.

For case (ii), the authors of [1] also showed graphically
that for w = w, = 1/+/LC, the impedance magnitude Z is a
maximum or a minimum value, except in the case of p =1,
when the impedance is independent of frequency. In fact, a
plot of the relationship between the normalized impedance
Z /R and the normalized angular frequency y =/, for
various p values is given in Fig. 4 of [1] and a similar
graph is given in Fig. 2 in Section Il below. From these
graphs, it does appear that the maximum or minimum Z
occurs when y =1, as noted in [1]. However, it would be
rewarding to show analytically that this is indeed the case.
In fact, this is the purpose of this paper, i.e., to show
mathematically that the maximum or minimum impedance
does occur at ¥ =1. Furthermore, we do this algebraically,
i.e., without calculus. The maximum or minimum
impedance value will then be determined by simply
substituting y =1 into the equation relating normalized
impedance and y, i.e., Eq. (4) below.

For completeness, we also mention that Cartwright et al.
[3] recently studied the circuit of Fig. 1 in detail for
R, =R,R,=0andRy =c0. In fact, the maximum
impedance and the frequency at which it occurs (y #1)
were derived for this case, without using calculus.

I1. DERIVATION OF Z FOR THE CIRCUIT OF
FIG. 1.

As given in [1], the complex impedance Z =Ze" for the
circuit of Fig. 1, case (ii) is given by

-1

Ze' 1 1
= 1+— + -
R l+iol/R
oRC

1)

Eq. (1) can also be written in terms of the dimensionless
quantities y and p. Indeed, as given in [1],

A i -1
EZZL: 1+ 1 + _1 . 2
R R I+ipp l-iply

Using straightforward mathematical operations, Eq. (2)
becomes

Zel? ~ 7(p2+l)+ip(7/2 —l)
R _y(p2+3)+i2p(y2—1)'
Hence, it follows that

®)
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FIGURE 2. Relationship between the normalized impedance
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Note that Eq. (4) can be used to generate the curves in Fig.
2. However, neither Eq. (3) nor Eq. (4) is given in [1], so it
is unclear what method the authors of [1] used to produce
their curves, although they likely simply used Matlab to
compute the magnitude of their Eq. (6).

Interestingly, when p =1, Eq. (4) becomesZ/R=1/2,
i.e., the impedance is no longer a function of the radian
frequency @ , in agreement with Fig. 2.

Furthermore, when y =1, Eq. (4) gives

Z p?+l
e (5)
R p°+3

So, if we can show analytically that the maximum or
minimum occurs at ¥ =1, then Eq. (5) would give that

minimum or maximum Z value.

In order to find the minimum or maximum of Eq. (4)
without calculus, it will be necessary to write Eq. (4) in
terms of the quotient of polynomials in y. Hence, to

accomplish this, notice that Eq. (4) can be rewritten as

2(P2+1J2 2 4\
rol +(7 —1)
Z_ P , (6)
R 243 ? 2
7/2(’0 J +4(;/2 —1)

Yo,

Furthermore,
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E_l\/}/4+(A—2)72+1 -

R 2 7' +(B-2)° +1

2 12 2 32
where A:{p +Jand B:[p h J
2p

I11. NON-CALCULUS DERIVATION OF THE
MAXIMUM OR MINIMUM Z FOR THE
CIRCUIT OF FIG. 1

Now that a mathematical expression has been determined in

Eq. (7) for the normalized impedance magnitude, we can

show how its maximum or minimum value can be obtained.
We note that Eq. (7) can be rewritten as

1 [7*+(B-2)y? +1+(A-B)?
2\ y+(B-2)r% 41

(A-B)y?

(8)

There are now three cases to consider: A=B,A>B and
A<B.

A. Impedance when A=B

When A=B, p=1 and Eq. (8) becomes Z/R=1/2 as
mentioned earlier.

B. Maximum Impedance when A>B

When A> B, it is easily shown that p>1. Hence, as is

evident from Fig. 2, there is a maximum value of Z.
Furthermore, from Eq. (8), it is clear that the impedance is

maximized if (A_BZ) is maximized. As A—B is
(71—7’1) +B
2
positive, _ (A=B) is maximized when (}/1_771) is
2
(71—7"1) +B

minimized, i.e., when y =1.
Hence, we have shown analytically that the impedance
is maximized when y=1 for p>1; therefore, its

maximum value is given by Eq. (5). Alternatively,
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substituting ¥ =1
impedance as

into Eg. (8) gives the maximum

©)

Recall that for smallx, (1+x)" ~1-x (see e.g. [4]);

R -1
therefore, for large p?, i.e., p? >3, (1+%) zl—%.

Hence, Eg. (9) becomes (ignoring powers higher than
second order),

Z max z;|__12=1_2£=1—2T—C, (10)
R P L "
R

wherer, =L/Rand 7. =RC are time-constants of the
circuit.

Furthermore, for large p?, z

= is small compared to one:
P

therefore, Eq. (10) reducesto Z., =R.

C. Minimum Impedance when A<B

When A<B, it is easily shown that p<1. Hence, as is

evident from Fig. 2, there is a minimum value of Z.
We can rewrite Eq. (8) as

Zz 1
=l
R ZJ (7/1_7/71) +B

Note that B— A is positive. Furthermore, from Eq. (11), it
is clear that the impedance is minimized if B-A is

(;/1 —y’l)z +B

maximized, which occurs when (71_7-1)2 is minimized,

(1)

i.e.,, when y =1.
Hence, we have shown analytically that the impedance
is minimized when y =1for p <1, therefore, its minimum

value is given by Eq. (5). Alternatively, substituting y =1
into Eq. (11) gives the minimum impedance as

Zmin_l\E_p2+l_ p2+1
R 2\B 243 2
P 3(1+'0]

3 (12)

=1(p2 +1)[1+p—2J_1.
3 3
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-1
For small p?, ie., p?/3 « 1, Or p? « 3, [1+”2J 1P
3 3

Hence, Eq. (12) becomes

me 1 2 1 2 1 2 2
~— +1)|1-= ~=1+—
R 3(p ) 3P )73 37
RIRINY )
3\""3RRC

:1 1+ZT_L .
3 3 1c

For small p?, EPZ is small compared to one: therefore, Eq.
3

(13) reduces to Z.;, = R/3. Again, in deriving Eq. (13),
we ignored powers higher than second order.

1V. CONCLUSIONS

We have shown that the maximum or minimum impedance

of the parallel circuit of Fig. 1 can be determined without

calculus. In fact, we have determined that the maximum or
minimum impedance is given by Eq. (5), i.e., Ezﬁ.
R p2+3

Furthermore, we have shown that for p? « 3, the
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minimum impedance Z,;, ~ R(1+ 2p° /3)/3 ~ R/3, whereas for

p? > 3, the maximum impedance Z_, =~ R(1—2/p2) ~R.

Finally, we would like to point out that these theoretical
results can be verified with PSpice simulation as was done
in [2]. However, the details are not that different from what
was done in [2] and hence the PSpice simulation is not
reported here.
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Abstract

As it has been mentioned in a previous work, the starting point in the study of heat transfer problems is the heat
diffusion equation, and their solution reflects not only the boundary conditions consistent to the experimental setup, but
also the kind of modulation considered for the heat source. There, the solutions of the heat diffusion equation were
found for Dirichlet, Neumann and Robin boundary conditions type, and for an arbitrary modulation function, which the
only requirement that the modulation function had an expansion in Fourier basis. From these general solutions, the
temperature distributions (as function of relative frequency and relative position) were calculated, under the assumption
that the heat source had the sinusoidal modulation inherit from the modulation of the optical excitation, and for all three
boundary conditions mentioned before, since this kind of modulation is usually used in the standard models in
Photothermal Science and Techniques. However, this kind of modulation is in fact an approximation for the real
experimental conditions, since mechanical modulators (choppers) are frequently used in Photothermal experiments with
modulated light. In this present work, the temperature distributions are calculated, considering a square wave
modulation for Dirichlet, Neumann and Robin boundary conditions, and in the case of Robin boundary conditions, the
influence of different Biot numbers in the thermal response, are also presented and discussed.

Keywords: Diffusion equation, homogenous solid, Photothermal techniques, square wave modulation, thermal
diffusivity, thermal wave.

Resumen

Como se ha mencionado en trabajos previos, el punto de partida en el estudio de los problemas de transferencia de calor
es la ecuacion de difusion de calor, y su solucion no solo refleja las condiciones de frontera compatibles con el sistema
experimental, sino también el tipo de modulacién tomado en cuenta para la fuente de calor. Asi, las soluciones de la
ecuacion de difusion de calor fueron calculadas para las condiciones de frontera de los tipos Neumann, Dirichlet, y
Robin, y para una funcién de modulacion arbitraria, con el Unico requisito de que la funcién de modulacion tuviera una
expansion en base de Fourier. A partir de estas soluciones generales, la distribucién de temperatura (como la funcion de
la frecuencia relativa y la posicion relativa) fueron determinadas, bajo la suposicion de que la fuente de calor tuviera
una modulacién sinusoidal heredada de la excitacién dptica, y para las tres condiciones de frontera antes mencionadas,
ya que este tipo de modulaciéon se utiliza generalmente en los modelos estdndar en las Ciencias y Técnicas
Fototérmicas. Sin embargo, este tipo de modulacién es una aproximacion a las condiciones experimentales reales, ya
que los moduladores mecéanicos (choppers) se utilizan frecuentemente en experimentos Fototérmicos con luz modulada.
En el presente trabajo, las distribuciones de temperatura son calculadas, considerando una modulacién de onda
cuadrada para las condiciones de frontera Neumann, Dirichlet y de Robin, y en el caso de condiciones de frontera de
Robin, la influencia de diferentes nimeros de Biot en la respuesta térmica, también se presentan y discuten.

Palabras clave: Ecuacién de difusion, solidos homogéneos, técnicas Fototérmicas, modulacion de onda cuadrada,
difusividad térmica, onda térmica.

PACS: 02.30.Jr, *43.35.Ud, 44.04.+e, 44.25.+f, 44.27.+g, 65.40.-b, 66.30.Xj, 66.70.-f ISSN 1870-9095
1. INTRODUCTION there are many ways to accomplish a useful modulation, i.e.
a controllable modulation. In several measurement systems,
When an experiment that involves heat transfer phenomena photodiodes and laser diodes controlled by a signal
[1, 2], such as Photothermal (PT) measurement techniques generator are used to generate a modulated optical
does [3], is conceived to use modulated light as excitation, excitation, with the convenience of having various options
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in the kind of modulation for the amplitude (even a very
good approximation to a sinusoidal modulation).
Nevertheless, the most common way to generate modulated
optical excitation still is by means of a mechanical
modulator (chopper), since it is a cheap option and easy to
implement in any laboratory. The continuous light beam,
becoming from the light source, emerges from the chopper
as a square pulse train, this is, as a square wave. In Fig. 1, a
comparison between the sinusoidal and the square wave
modulations is presented.

To include the square wave (SW) modulation into the
heat diffusion equation (HDE), an expansion in Fourier

200 :

basis can be carried out, and so, the coefficients C,, of the
Fourier series of the SW were calculated to be:

_ Sinc(m/2)

C,
2

-exp(~imz/2). 1)

Where the Sinc function, is the cardinal sine function [4].
From Eg. (1), is clear that only the odd harmonics will
contribute to the SW function, and therefore, only the odd
harmonics are relevant in the thermal response, for the SW
case, calculated from the general solutions of the HDE by
the Green’s function technique [2, 4].
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FIGURE 1. Comparison between the sinusoidal modulation (red dotted line) and the square wave modulation (black solid line) of an optical

excitation flux.

Il. SOLUTIONS OF THE HEAT DIFFUSION
EQUATION

Be a lineal, homogenous and isotropic slab, such that its
geometry and the flux’s direction of the incident light beam
sustain a cylindrical symmetry, as Fig. 2 schematizes.

© =Ll

Modulated mcident
beam

| |
! !
I, 0

FIGURE 2. Scheme of the geometry of the system.
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Referring us to our previous work [5], where the method of
solving the heat diffusion equation is described in detail, at
next, the solutions under Dirichlet, Neumann and Robin
boundary type conditions are described for the SW
modulation. As well as the previous work, relative position
Z" = 7/l and relative frequency v = f/f; are used to discuss
the theoretical predictions, being I the thickness of the slab,
and f, the characteristic frequency [6].

A. Dirichlet boundary condition
In this case A¢ = A, = 1y Bf = B, = 0. The restriction implies
the continuity of the temperature distribution across the

interfacial surfaces, therefore, the response on the
frequency domain to be:
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Heat diffusion in a homogenous slab with an arbitrary periodical heat source: The case of heat source...

0,(e,2") :z 6“"5 [H (0,2 -1)F (e, 27)—...

= (r7-1) (2
..—H(@,2)F(e, 2 ~1,)exp(-A.)]
Where:
Sinho ¢
H(o' c)=———2—,
(@)= Sinhol

. . (3)
F(@' ¢) =1-exp(-f)[rSinho,c + Coshog],

rszﬁ : Am:\/ngm.
GS

KS

In the previous equations, o, = (1+i)/y is the complex
thermal diffusion coefficient, defined by means of the
thermal diffusion length [6, 7] 1 = Qa/@’)*?, being o the
thermal diffusivity of the sample (s). By means of the
Inverse Unitary Fourier Transform of Eq. (2), the
temperature  distribution  (under Dirichlet boundary
conditions) in time domain is given by:

®D<t,z*)=zeﬂ‘%”exp<iwmt). @
m A\

In the calculations values of gl; = 300 (i.e. the sample is
optically opaque) and were considered, and the results are
presented in Fig. 3 for the SW modulation, and in order to
make a comparison between the behavior of the thermal
response for sinusoidal and the SW modulations, Fig. 4
shows the theoretical calculations at z° = 0.5, in relative
frequency domain.
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w &
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FIGURE 3. Calculation of: (a) Amplitude of the temperature
variations, and (b) Phase of the temperature variations, as function
of relative position and frequency. Dirichlet boundary conditions
were considered.
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FIGURE 4. Percentage difference in (a) Amplitude and (c) Phase
difference of the temperature, as function of relative frequency,
between the sinusoidal and SW modulations. Comparison between
the thermal responses in: (b) Amplitude and (d) Phase Difference,
as function of relative frequency, for sinusoidal (dotted line) and
SW (solid line) modulations. Dirichlet boundary conditions were
considered.

From Fig. 4 it can be seen that for very small and very large
values of the relative frequency, the behavior of the thermal
response under the sinusoidal and SW modulations differs
almost by a constant factor. This can be explained because
the two models converge to each other when the thermal
response of the sample lies in the thermally thin or thick
regimes, since the contribution of the higher harmonics in
the SW modulation are negligible. However, for values of
0.37 to 3.7 for the relative frequency, the higher harmonics
contribute to the temperature distribution in such way that
their influence cannot be neglected. This range for the
relative frequency can be associated to a transition from the
thermally thin regime to the thermally thick regime. Also,
from Fig. 4(a) it follows that the temperature difference
reaches its greatest rate of change, with a change in its
concavity, around f,, highlighting the importance of the
characteristic frequency in the thermal response.
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B. Neumann boundary conditions

In this second case, As = A, = 0y Bf = B, = k;, and so, the
continuity of the heat flux across the interfacial surfaces is
guarantee. In such case, the response on the frequency
domain will be:

(01, 7)= T 2 M7 )50 2)~

; (5)
=M (@, 27)S(', 2" 1) exp(-A,) .
Where:
, ._ Coshog
M@ )= ol
(6)

S(@',{) =r,—exp(-p¢)[Sinhoys +r,.Coshoc].

In similar way, applying the Inverse Unitary Fourier
Transform to Eq. (5), the temperature distribution (under
Neumann boundary conditions) in time domain is given
then by:

0, (t7)= Ze’“(me;’rz*)exp(iwmt). - (7)

m

In the calculations a value of Sl = 300 was considered.
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FIGURE 5. Calculation of: (a) Amplitude of the temperature
variations, and (b) Phase of the temperature variations, as function
of relative position and frequency. Neumann boundary conditions
were considered.

In order to make a comparison between the behavior of the
thermal response for sinusoidal and the SW modulations,
Fig. 6 shows the theoretical calculations at z© = 0.5, in
relative frequency domain. Also, it shows that for values
around of 1 to 10 for the relative frequency, the
contributions of higher harmonics must be taken into
account. In this range for the relative frequency, a transition
from the thermally thin to thermally thick regimes occurs,
and the difference of the model under the sinusoidal and
SW modulations strongly depends on the frequency. Thus,
for the Neumann boundary conditions, the transition
interval between the thermally thin regime and the
thermally thick regime is broader than the Dirichlet case.

Also, from Fig. 6(a) it follows that the temperature
difference reaches its greatest rate of change, with a change
in its concavity, around v = 3.7.
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FIGURE 6. Percentage difference in (a) Amplitude and (c) Phase
difference of the temperature, as function of relative frequency,
between the sinusoidal and SW modulations. Comparison between
the thermal responses in: (b) Amplitude and (d) Phase Difference,
as function of relative frequency, for sinusoidal (dotted line) and
SW (solid line) modulations. Neumann boundary conditions were
considered.

C. Robin boundary conditions

This third case, also known as impedance boundary
conditions, A, = As = h, and B, = B; = k,. In this kind of
boundary conditions, h represents the overall heat exchange
coefficient, and depends on the surrounding medium as
well the physical properties of the sample. So, the
homogenous Robin boundary condition states that the total
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heat flux is conserved, taking into account the conductive,
convective and radiative heat fluxes.

If we considered that the Biot number Bis = hlk,* [8, 9]
is a simple index of the ratio of the heat transfer resistance
of and at the surface of the sample (and therefore qualifies
the ability of it to exchange heat through their surfaces), it
is possible to define a coefficient e as:

0, (0,2 = Z

o = Blsbb o iz s a) ®)

s ’\/Els

The coefficient e; is a dimensionless quantity, being a
function not only of the solid sample and its surroundings,
but also a function of the modulation frequency,
diminishing at the time that the modulation frequency gets
larger. The response on the frequency domain to be:

A | [(Wey oV ) (@2 =1) |Qu (@, 2) [ (W, oV ) (@, ) |Q (@, 2" -1,)

m (rs2 _1)

o.[(1-€?)Sinho ), —2e.Cosho | ] 9)

In Eq. (9), L, denotes the function composition operator, and the following definitions were used:

Q(i) (@',&) EW(i)(rs 1) —exp(=4¢) I:rs (W(i) oV )(a)', §)+ (W(i) oU )((0" g):l:

W, (X,Y)=X teY,

(10)

U(@',¢)=(Sinho,{,Cosho ) ; V(e',¢)=(Cosho,(,Sinho().

The temperature distribution, under Robin boundary
conditions, in time domain is written finally as:

O.(t,2) = Zmexp(ia)mt). (11)

= 2z

For Robin boundary condition, values of fl; = 300 and Big
= 0.5 were considered for the calculation of the temperature
variation surface, showed in Fig. 7.
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FIGURE 7. Calculation of: (a) Amplitude of the temperature
variations, and (b) Phase of the temperature variations, as function
of relative position and frequency. Robin boundary conditions
were considered.
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FIGURE 8. Percentage difference in (a) Amplitude and (c) Phase
difference of the temperature, as function of relative frequency,
between the sinusoidal modulation and SW. Comparison between
the thermal responses in: (b) Amplitude and (d) Phase Difference,
as function of relative frequency, for sinusoidal (dotted line) and
SW (solid line) modulations. Robin boundary conditions were
considered.

Figure 8 shows an even more strong dependency on the
relative frequency of the percentage difference between the
sinusoidal and SW modulations (especially in the phase
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difference calculations), since the contribution to the
thermal response due to the overall heat exchange depends
on the modulation frequency.

Again, the influence of Bi; appears through the
coefficient e;, modulated by the thermal diffusion length,
which is a function of the modulation frequency. In Fig. 9,
different values of Bis number are used for the calculation
of the temperature distribution (at z* = 0.5), and the results
are compared to the solutions under Neumann boundary
condition, in the relative frequency domain, and for the SW
modulation.
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\ .
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Relative Frequency
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10" 10° 10' 10’
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FIGURE 9. Comparison of the behavior of: (a) Amplitude and (b)
Phase of the temperature variations as function of relative
frequency, for Square wave modulation. The solid black line
represents the solutions under Neumann boundary conditions. The
calculations under Robin boundary conditions were performed for
different values of Bis: 0.05(dotted red line), 0.5 (blued plus sign)
and 5 (pink diamonds).
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There are some differences in the influence of Bis for a SW
modulation, in comparison to the sinusoidal modulation. As
before, the thermal response for different Bis numbers tends
to equalize at greater relative frequencies, but the behavior
of the phase difference is quite distinctive from the
calculated for the sinusoidal modulation, and these
differences are strongly dependant to the relative frequency,
due to the contributions of the higher harmonics for the SW
results [10].

111. CONCLUSIONS

From the previous analysis, a carefully selection of the
frequency range must be done in consideration to
approximate the current modulation by a sinusoidal
modulation, when a mechanical modulator is used in the
experimental set up. If the modulation frequency guarantees
that the thermal response is near or lies into one of the
thermal regimes, there is not loss of reliability on the
comparison between the experimental data with a model of
PT generation signal based in a sinusoidal modulation. But,
when there is a strong possibility that the frequency range is
so that the sample makes a transition to one thermal regime
to another, the correct modulation function must be used in
the PT signal generation model, otherwise, the difference
between the model and the experimental data will strongly
depend on the modulation frequency, which is of course, an
undesirable situation. Also, when the thermal response is
suitable to be influenced by convective and radiative
components to the heat flux, it is not sufficient to take into
account the value of the Biot number alone, because its
significance, speaking on terms of the thermal regime, is
mixed to the thermal diffusion length, which is dependant
of the modulation frequency [11].
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Abstract
Non-commutativity of the Einstein velocity addition, in case of non-collinear velocities, seemingly gives rise to a
conflict with reciprocity principle. However, Thomas rotation comes at a rescue and the paradox is avoided. It is
shown that such a resolution of the so called Mocanu paradox is completely natural from the point of view of basic
premises of special relativity.

Keywords: Physics Education, Special relativity, Thomas rotation, Mocanu paradox

Resumen
La no-conmutatividad de la suma de la velocidad de Einstein, en el caso de las velocidades no-alineadas, al parecer da
lugar a un conflicto con el principio de reciprocidad. Sin embargo, la rotacion de Thomas llega como un rescate y la
paradoja se puede evitar. Se demuestra que dicha resolucién de la Ilamada paradoja de Mocanu es completamente

natural desde el punto de vista de las premisas bésicas de la relatividad especial.

Palabras clave: Ensefianza de la Fisica, Relatividad especial, rotacion de Thomas, paradoja de Mocanu.

PACS: 03.30.+p, 03.50.De

1. INTRODUCTION

It should be clear, after a hundred years of development of
special relativity, that to search a logical contradiction or
paradoxes in it is the same as to search a logical
inconsistency in non-Euclidean geometry (in fact, special
relativity is a kind of non-Euclidean geometry — the
Minkowski geometry of space-time). Surprisingly,
however, such efforts have never been abandoned. Some
“paradoxes” are helpful nevertheless because their
resolution reveals the roots of our confusion and, therefore,
enhances our comprehension of special relativity.

The Mocanu paradox [1, 2, 3] is an interesting paradox
of this kind whose resolution makes clear some our
misconceptions about space and time, deeply rooted in
Newtonian intuition, which are notoriously hard to
eliminate in physics students even after years of study of
modern physics.

Although the resolution of this “paradox” is already
available in the literature (see [3, 4, 5, 6]), “their arguments
and mathematical formulas in terms of coordinates do not
give an evident physical explanation of the paradox, though
it became clear that the paradox was related somehow to
the Thomas rotation” [6].

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

67

ISSN 1870-9095

It is the aim of this article to demonstrate by elementary
means that there is nothing especially paradoxical about the
Thomas rotation as far as it is considered with regard to the
Mocanu paradox. To emphasize the physical concepts
involved, rather than mathematical formalism, we consider
not the most general case of the Mocanu paradox. However,
the special case considered already involves all necessary
ingredients.

Il. THE MOCANU PARADOX

Suppose a reference frame S’ moves with the velocity v
with respect to the frame “at rest”, S, along its x-axis, and
a frame S” moves with the velocity v’ with respect to the
frame S’ along its Yy'-axis. It is assumed that the
corresponding axes of the frames S and S’ are parallel to
each other, as do axes of the frames S’ and S". Then the

velocity G of S” relative to S is given by the relativistic
velocity addition law
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According to the reciprocity principle [7], if S’ moves
relative to S with velocity v, then S moves relative to S’
with velocity —V . Therefore, in the frame S”, the frame
S" moves along the y" axis with the velocity —v', while
in the frame S', the frame S moves along the X’ axis with
the velocity —v. Compared to the previous situation, the
roles of the x and y axes are interchanged, as are the roles of
v and v’ (with additional change of sign). Therefore, the
velocity addition formula gives the velocity U’ of the frame
S relativeto S”

)/:

=—v, u’ =0, 2

where »' corresponds to the velocity v'.

Of course, it is possible to obtain all this by using the
general formula for relativistic addition of non-collinear
velocities [3]

+i % \7><(\7><\7’), @3)

from which a non-commutativity of this addition is clearly
seen, but for our purposes even simpler particular case of
this formula for the velocity V collinear to the x-axis, (1),
suffices if carefully used.

According to the reciprocity principle, the velocity of
S" relative to S should be —0'=v'@v, but it clearly
does not equal to U=v@®V'. And this constitutes the
content of the Mocanu paradox: what is the correct velocity
of S" relative to S, va@®vVv' or v"@®v, and how we can
account for the reciprocity principle in this case?

We can discard a possibility that the reciprocity
principle is violated from the very beginning. In fact, it is
possible and even preferable to base special relativity on
this intuitively evident principle, instead of highly counter-
intuitive second postulate (see [8] and references therein).
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I1l. RESOLUTION OF
PARADOX

THE MOCANU

The key idea in resolution of the Mocanu paradox is the
realization of the fact that space in special relativity is in
fact more relative than space in the non-relativistic physics
[6], although this can hardly be guessed by merely
comparing the Galilean transformation x’'=x-vt, which
describes relativity of space for non-relativistic observers,
to its relativistic counterpart x’=y(x—vt). In words of
Minkowski, “space by itself, and time by itself are doomed
to fade away into mere shadows, and only a kind of union
of the two will preserve an independent reality” [9].

The vectors v@v' and v'@v are defined in different
reference frames S and S", and, therefore, in different
spaces. It makes no sense to compare them unless the axes
of S and S" are made parallel in some well defined way.

Axes of the Sand S', as well as axes of the S" and S”
frames are assumed to be parallel, as mentioned above.
What conclusion we can draw then about the mutual
orientation of the S and S” frames axes?

In the frame S', the X" axis is given by the equation
(we will drop z -coordinate as it is irrelevant in our planar
case)

=v't.

Then, according to Lorentz transformations, we conclude
that in the frame S the X" axis is given by the equation

, v
y=v;/(t—czxj.

Therefore, from the point of view of S, the x" axis is
inclined clockwise relative to the X axis by an angle « so
that

tana = SB"y. 4

There is nothing paradoxical in this change of inclination.
At least nothing more paradoxical than the lack of absolute
simultaneity from which it stems. Note that such a change
of inclination is used to resolve some pole-and-barn type
paradoxes [10, 11].

Analogously, y" axis is given in the frame S’ by the

equation x' =0, which in the frame S transforms into
y(x—vt)=0.

Therefore, y" axis is given in the frame S by the equation
X =Vt and, consequently, remains parallel to the y axis.
Fig. 1 summarizes the orientations of the x” and y” axes
as seen by an observer in the S reference frame.
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FIGURE 1. Orientations of the S” axes as perceived in the frame
S.

We need some refinement here. Because of the finite speed
of light, we should distinguish between what Rindler calls
[12] world-picture and world-map. World-picture is what
an observer actually sees at any given moment of time, a
snapshot which records distant objects at different moments
of the past. World-map, on the contrary, is the set of events
that the observer considers to have occurred in the world at
that instant of time. Special relativity operates with world-
maps, Lorentz transformation being an instrument which
relates two world-maps of different inertial frames.
Therefore, when we speak rather loosely about what an
observer sees or perceives, actually we have in mind the
world-map of this observer. With this caveat, let us
continue and find how the situation described by Fig. 1 is
transformed in the frame S”.

A

Y

w/2—6

~. 2

FIGURE 2. Orientations of the S” axes as perceived in the frame
S relative to the X and § axes.
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Thomas rotation and Mocanu paradox — not at all paradoxical
First of all, let us introduce another set of axes X,y and

X" y",sothat X and X" are parallel to d and, therefore,

S and S" equipped with these axes are in a standard
configuration. In these new axes, Fig. 1 is changed into Fig.
2.

But
B .
+ﬂﬂ7/ ' 12
tan(6+a)= tan@ +tana _ By ! :yﬁ;/ ,
l-tanftana 1-p p
and

tan(”— :9) =cotld = &
2 yil

Therefore, the equation which defines x" axis in the frame
S looks like

:_M % —ut 5)
y 5 (X —ut),
while the equation for the y" axis is
P . (6)
y 7 (X —ut)

Let us apply now the Lorentz transformation

X — yu (X”“Fut”), t: yu(tﬂ_"_uzxﬂj’ y — y"
c

to change world-map from S to S”. As a result, we get
from (5)

y =7 - g =
B @)
~ 7/ﬁ!772 X” _ _ﬁ!}/l X”,

B,

where at the last step we have used

’ v-v ’
yu:}/V@V’:W 1+ Cz =y

Analogously, (6) transforms into

y" — ,5,7 X” — é ' X". (8)
Br. By
Equations (7) and (8) show that, from the point of view of

an observer in the frame S", x” and y" axes are inclined

with respect to the X" axis (and, hence, with respect to the
http://www.lajpe.org



Z. K. Silagadze
line of relative motion) with angles —¢" and 7/2—6"

respectively, as shown in Fig. 3.

gu

n/2—@"

. jll

FIGURE 3. Orientations of the S” axes X" and y”as perceived

"

in the frame S" relative to the X" and §" axes.

At that

tang" = BY. )
yij

While naively one should expect the inclination angle 6"
to be the same angle & by which the x axis is inclined with
respect to the X axis in the frame S, as it would be in the
case of parallel x and x" axes of non-relativistic situation,
it is not, because

tang = ﬂ (10)
Br

As we see, although axes of the frames Sand S’, as well as
S"and S", were rendered parallel, the very same axes of
the frames S and S” turned out not to be parallel in any
meaningful way. Space for relativistic observers are more
relative than for non-relativistic observers and we should be
very careful while interpreting the results of several
consecutive non-collinear boosts.

The difference £=6"—6 is the notorious Thomas
rotation and it provides a ready explanation of the Mocanu
paradox: an observer in the frame S” really perceives —u
as the velocity of the frame S, in agreement with the
reciprocity principle, but projects this vector of relative
velocity onto X" and y” axes to get its components.
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u
u,=-ucosf'=-———=——,
J+tan?9" 7
uy =u;tang”=-v'
where we have used
12
u—v/1+ﬂ =V ﬁ (1 [)’)
g

!2

\ A/1+ tan?o".

As we see, Thomas rotation resolves the Mocanu paradox
and reconciles the reciprocity principle with the non-
commutativity of relativistic velocity addition.

IV. CONCLUDING REMARKS

Thomas rotation and Thomas precession are often
considered as obscure relativistic effects which have
generated a huge, sometimes confusing literature [13].
Nevertheless, this phenomena “can be quite naturally
introduced and investigated in the context of a typical
introductory course on special relativity, in a way that is
appropriate  for, and completely accessible to,
undergraduate students” [14]. | think the Mocanu paradox
provides a very useful possibilities in this respect.

The resolution of the paradox presented in this article
was essentially given by Ungar [3] years ago. | hope,
however, that the above presentation is simpler and clarifies
some confusion. For example, it is claimed in [3] that an
observer in S sees the axes of S” rotated relative to his own
axes by a Thomas rotation angle s. However, this is not
correct. The observer in S “sees” what is depicted in Fig. 1.
Thomas rotation angle, &, emerges when we compare the

orientation of S” axes, as actually seen by an observer in
S", to the naive expectation of the observer in S what the

observer in S” should see if the transitivity of parallelism
is assumed between different inertial reference frames.
Thomas rotation is very basic phenomenon in special
relativity which follows quite naturally from its basic
premises, as was demonstrated above. It is as basic as the
time dilation and length contraction and is no more
paradoxical than these well known effects of special
relativity. Of course, this does not mean that it is trivial. It
took years before “evidence that Einstein’s addition is
regulated by the Thomas precession has come to light,
turning the notorious Thomas precession, previously
considered the ugly duckling of special relativity theory,
into the beautiful swan of gyrogroup and gyrovector space
theory” [15]. At this more advanced level, you can enjoy
also other non-Euclidean facets of relativistic velocity space
[16], from which the geometrical meaning of Thomas
rotation, first discovered by the famous French
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mathematician Emile Borel long before Thomas found the
precession effect [17], becomes evident.
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Abstract

Human methods of circuit minimisation are tedious and limited to systems with four or five numbers of inputs. In order
to save time and labour involved in designing digital combinational logic circuit, a standard algorithm that is suitable
for digital combinational logic circuit with little modification which handle circuit with more than five inputs variables
is developed. Employing MATLAB, the circuits were coded into particles using Particle Swarm Optimisation (PSO)
techniques. This was then used to optimise a full-adder circuit. The result obtained, after optimisation for full-adder
circuit using PSO technique is shown to have a minimum number of gates (five gates) compared to human designer
method which has six gates.

Keywords: Digital combinational logic circuit, Human designer method, MATLAB, Particle Swarm Optimisation.

Resumen

Los métodos humanos de minimizacién de circuitos son tediosos y se limita a los sistemas con cuatro o cinco nimeros
de entrada. Con el fin de ahorrar tiempo y mano de obra involucrada en el disefio de circuitos digitales de légica
combinatoria, se desarrollado un algoritmo estandar que es adecuado para el circuito digital de I16gica combinatoria con
muy pocas modificaciones que se encarga del circuito con mas de cinco variables de entrada. Con el empleo de
MATLAB, los circuitos fueron codificados en particulas usando técnicas de optimizacion por enjambre de particulas
(PSO). Este se utilizd entonces para optimizar un circuito sumador completo. El resultado obtenido, después de la
optimizacion de circuito sumador completo utilizando la técnica de PSO se demuestra que tienen un ndmero minimo de
puertas (cinco puertas) en comparacion con el método de disefio humano que tiene seis puertas.

Palabras clave: Circuito digital de I6gica combinatoria, método de disefio humano, MATLAB, Optimizacién por

i

enjambre de particulas.

PACS: 07.50.Ek, 07.05.Tp, 07.05.Mh

I. INTRODUCTION

In digital circuit, minimisation is required to reduce the
component count and size in a circuit, thereby reducing
cost, physical size and weight, and hence increase system
reliability and lowers power consumption, which is a prime
requirement in modern circuit. There are several methods of
circuit minimisation, examples, human methods (Boolean
algebra, Karnaugh Map, Quine’ McCluskey, etc.) and
computational intelligence method such as Genetic
Algorithm [1] Fuzzy Logic, Artificial Neural Network
(ANN) and Particle Swarm Optimisation (PSO), [2]. The
computational intelligence method has a significant
advantage over the human methods because it has the
ability being automated through programming.

The process of minimisation can be viewed as an
optimisation process in that they both seek the best solution
for a physical model [3]. In other words, it is a technique
used for improving or increasing the value of a model.
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Examples of classical methods of optimisation include the
gradient method, steepest descent and simplex method.
They are useful in finding the optimum of continuous and
differentiable function. These techniques, however, have
limited scope in practical applications [4], since most day-
to-day practical problems involve objective functions that
are not continuous and differentiable. The limitation of the
classical methods of optimisation has necessitated the
development of modern optimisation methods.

Here, we have developed a code (see appendix) using
PSO techniques for digital minimisation (written in
MATLAB) and then used it to optimise a full-adder circuit.

Il. THEORY OF PSO

Particle Swarm Optimisation (PSO) is a population-based
stochastic optimisation technique developed by Eberhart
and Kennedy [5] following inspiration got from the social
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behaviour of a flock of birds or school of fish [6]. In PSO,
population of potential solutions called particles “are
flown” in search of the required solution, and each particle
is updated in the process. The search and update process
resembles the social interaction of the swarm of birds or a
school of fish as they seek a common objective in a multi-
dimensional search space. Each particle in the swarm keeps
a record of the best “position” it has attained in the search
space with respect to the objective function called the
personal best (pbest), while the swarm keeps record of the
overall best “position” attained by any particles, called
global best (gbest). Each particle profit from the discoveries
and it previous experience of the other particle during the
exploration and search process, as they seek to achieve
higher objective function values.

PSO differ from traditional optimisation method in that
population of potential solution is used in the search, direct
fitness information is used instead of function derivatives,
and relative knowledge is used to guide the search, [7].

1. ALGORITHM FOR EVOLVING
COMBINATIONAL CIRCUIT USING PSO

The PSO algorithm used for evolution and minimisation of
digital combinational logic circuits was first implemented
by Venus and Ganesh [2]. It runs as follows:

i. Initialise a population of particles with random
“position” and “velocity” in n-dimensional of the
problem space i

ii.  Evaluate the fitness of each particle in the swarm to
obtained pbest.

iii. Compare each particle’s fitness with its previous
best fitness obtained. If the current value is better
than pbest, then set pbest equal the current value and
pbest location equal to the current location in n-
dimensional space.

iv. Compare pbest of particle with each other and
update the swarm gbest location with the greatest
fitness.

v. Change velocity and position of the particle
according to Egs. (1) and (2).

vi. Repeat step (ii) to (v) until convergence is reached
based on some designed multiple criteria or it
iteration limit expires.

The equation for updating particle’s velocity and position

are;

VIN =W *VIN +C1 * randl *(PIN - XIN)+C2 * randz *(PIN - XIN) !
@)
Xin =X +Vin. (2)
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where Vy and Xy represent the velocity and position of the
i" particle with n-dimensions respectively, rand; and rand,
are two random functions, W is inertial weight which
controls the exploration and exploitation of the search space
because it dynamically adjust velocity (from 0.4 to 0.9m/s),
C, and C, are acceleration constants which change the
velocity of a particle towards pbest and gbest.

IV. EVOLUTION OF A DIGITAL LOGIC
CIRCUIT USING PSO

We used the particle swarm theory described above to
evolve digital logic circuits by implementing the basic
process of hardware evolution as illustrated in Fig. 1. The
“desired” circuit refers to the circuit required to map 100%
exactly the output for corresponding inputs typically given
by the truth table for digital circuits. After each generation,
the fitness is evaluated against the desired function to be
implemented, given by the truth table. If the output of the
circuit is equal to the output of the truth table for the
corresponding inputs, then the fitness is increased by one.
This is carried out for all inputs listed in the truth table.
This process is repeated until the fitness value of the gbest
particle is equal to the number of the truth table outputs.

In order for the system to know the function of each
gate the switch case selection of the MATLAB were used
and after each case, wordings such as AND gate, OR gates
etc were used and each switch case represent a gate, the
basic gate used in this study is comprised of AND, OR,
NOT, XOR and a wire. A wire means no gate.

Evaluate | Evaluate evolve |pownload evolved
fitness circuitsand  |“desired” circuit
compare with
desired circuit

hardware
platform

\ 4
Re-generate
circuits using PSO

FIGURE 1. “Desired” circuit hardware evolution.

The matrix shown in Fig. 2 represents a circuit with M rows
and N columns. The elements of the circuit are the logic
gates which are selected from a predefined library of 1 or 2-
input and 1-output gates. The inputs to the first column of
the matrix come from the truth table of the function to be
implemented. For all other columns, the input may come
from any of the previous column outputs.
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FIGURE 2. Structure of random matrix (inputs to each gate are obtained from gates in the previous columns), Venus and Ganesh [2].

A. Coding an input circuit

The gate selection for the circuit is done at random
according to Egs. (1) and (2). After each generation the
expression is evaluated, approximated and compared to Fig.
2 to know the gate or input selected. A MATLAB program
was coded and simulated for the implementation of the PSO
algorithm. The MATLAB program is then applied to
modify the matrix of each particle. This process is repeated
until the gbest particle is equal to the number of the truth
table outputs. The program samples 3 inputs variable to a
circuit and gates from; AND, OR, NOT, XOR and WIRE to
evolve circuit of desired interest.

For circuit evolution with PSO one matrix is used to
represent gates/inputs interconnectivity. The size of the
matrix in this case is 7 by 3. Elements in first and third
column represent the inputs while the elements in the
second column represent the gates. As illustrated in Fig. 3,
gate is represented as: AND=1, OR=2, XOR=3, NOT=4
and WIRE=5.

The inputs are as well represented for convenience as
follows;

A=1 ~A=2 B=3 ~B=4 C=5
R2:8 R3:9 Sl=10 Szzll S3=12

Fi=F=F3=Fout third column output, Ri, Ry & R3) first
column gate output.

(S1, S, & S3) second column gate output

~C=6 Ry=7

AND OR XOR NOT  WIRE
1A 1 2 3 4 5

2(~-A)
3(B)
4(-B)
5(C)
6(~C)
7(Ry)
8(Ry)
9(Rs)
10(Sy)
11(S;)
12(S3)
13(F)

FIGURE 3. Gate/input interconnectivity representation.
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This map illustrates the relationship between the coding of
the numbering of the elements in the matrix and its actual
interpretation in digital circuit as explain bellow. For
example, considering the circuit of matrix as presented X; .
below. Individual elements of the matrix can be explained
as follow:

X (1, 1) = 1 indicates that the input at this point is A=1, X
(1, 2) =1 indicates an AND gate.

X (1, 3) = 3 in the third column shows that the second input
to the AND gate is B = 1.

X (2, 1) = 3 indicates that the input at this point is B=1, X
(2, 2) =2 indicates an OR gate.

X (2, 3) = 5 indicates that the second input to the OR gate is
c=1.

When the input or gate in the matrix indicates O, it
implies NO input or NO gate as in X (3, 1), X (3, 2), X (3,
3), X (5, 1), X (5, 2), X (5, 3), X (6,1), X (6, 2), X(6,3)
and X (7, 3). X (4, 1) =7 indicates that the input at this point
is R; (Ry output of first column gate as indicated in Fig. 1),
X (4, 2) =3 indicates an XOR gate.

X (4, 3) = 8 indicates that the input at this point is R,
(R, output of first column gate as indicated in Fig. 2).

X (7, 1) =10 indicates that the input at this point is S; (S;
output of first column gate as indicated in Fig. 1). X (7, 2)
=4 indicates an NOT gate.

For implementation of the full adder circuit,
individually initialised circuit were presented in matrix
form as given in Egs. (3 - 7) below:

11 3] 11 5
325 315

3 4

000 ) 000 “)
X,=|7 38 X,=|728
000 000
000 000
104 0 | (10 4 0 |
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13 37 11 5]
135 (5) 123 (6)
000 000
X,={718 X,=|735
000 000
000 8109
110 4 0 | 17 3 11
12 3]
115 (7)
333
Xs=|7 38
000
000
|9 3 10 |

The full-adder truth table generally used for both human
design method and the PSO method is shown Table I.
However, the full-adder circuit obtained by human design
methods have three inputs and two outputs as are shown in
Fig. 4.

TABLE I. Full adder truth table.

=
P
[oe]

PORrORORO|n
=

ouT

©~NoOUAWNRW
PFRrPRROOOOD>
PrrOORROO

PRPRRRRROWO

PR PROROOO|ID

|

[

CO ut

FIGURE 4. Full-adder circuit by human design method.

V. RESULTS

The summary of sum result for 1%, 50", 100", and 101,
iterations for the gbest matrix [Eq. (8), Egs. (9-11), Egs.
(12-14), and Eq. (15), respectively], and their
corresponding circuit (Figs. 5 - 7) are as presented below.
Notice that the circuit for 1% and 50" iterations are the same
since they have the same number of fitness.

Summary of sum result for 1% iteration

Foub=[L 1 1 0 1 0 1 0]
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best fitness=[4 5 4 3 4]
maximum fitness=[4 5 4 3 4]

11 5]
315
8
000 ®)
X,=|7 2 8
000
000
110 4 0 |
A |
C Fout,
B— [
C—.
FIGURE 5. gbest of initial sum circuit used.
Summary of sum result for 50" iteration
Foup=[1 1 1 0 1 1 0 O]
Fou,=[1 1 1 0 1 1 0 O]
Fout;=[1 1 1 0 O O 0O 0]
Fou;,=[2 1 1 0 1 1 0 O]
Fous=[1 1 1 0 1 1 0 0]
best fitness=[5 5 5 5 5]
maximum fitness=[5 5 5 5 5]
11 37 (11 47
315 315
9 10
000 ® 000 (10)
X,=|7 28 X,=|7 28
000 000
000 000
1104 0 | 110 4 0 |
11 6
315
11
000 (1
X,=|7 28
000
000
1104 0 |

Summary of sum result for 100™ iteration

Fouy, =[1 0 1 0 1

Fout3=[1 0 1 0 1 0 0 1]
Fouts=[1 1 1 1 1

best fitness=[6 6 6 6 6]
maximum fitness=[6 4 6 2 6]
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11 5 ] 11 5 ]
224 224
12 13
122 (12) 122 (13)
X,=|414 X,=|414
414 41 4
000 000
835 | 8 35 |
125 ]
115
14
133 (14)
X;=|614
40 4
000
19 35 |

’ —)D_ fout
) >———

FIGURE 6. Sum gbest Circuit for 100" Iteration.

Summary of sum result for 101* iteration

Fous;=[0 1 1 0 1 0 0 1]
best fitness=[6 6 6 6 8]
maximum fitness=[6 6 6 2 8]

12 57
115
133
X.=|61 4
40 4
000
1935 |

) >——

FIGURE 7. Sum gbest Circuit for 101°T Iteration.

(15)

The summary of carry result for 1%, 100", and 358"
iterations for the gbest matrix [Eq. (16), Eqgs. (17-21), and
Eq. (22), respectively], and their corresponding circuit
(Figs. 8 - 9) are as presented below.

Summary of carry result for 1% iteration

Fou,=[0 0 O 1 1 1 1 1]
best fitness=[4 1 4 7 4]
maximum fitness=[4 1 4 7 4]
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115
123
16
135 ()
X,=[000
819
000
17 311
o
c D_fout
A
B

A
)
FIGURE 8. Carry gbest for the Initial Circuit

Summary of carry result for 100™ iteration

Fouy, =[0 0 O 1 1 1 1 1], Fout2=[0
0 o 1 1 1 1 1]
Fouu =[0 0 O 1 1 1 1 1], Fouts=[0
0 0 1 1 1 1 1]
best fitness=[7 7 6 7 7]
maximum fitness=[7 7 6 7 7]
(115 ] 11 5]
223 123
146 (17) 135 (18)
X, =|-2-1-2 X,=/0 00
1012 819
000 000
6 31 | |7 311
11 5] 11 5]
123 123
19 20
135 (19) 135 (20)
X,;=|000 X,=/0 00
819 819
000 000
|7 3 11] |7 311
11 5]
123 (21)
135
Xy=(0 00
819
000
|7 311

Summary of carry result for 358" iteration

Fouy,=[0 0 O 1 0 1 1 1]
best fitness=[7 7 8 7 7]
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maximum fitness=[7 7 8 7 7]

11 5]
123

Las | (22)
X,=[006
3109
000
7 311

)

FIGURE 9. Carry gbest Circuit after 358"

S v R D

) >—s

FIGURE 10. Minimised Full Adder Circuit using PSO.

VI. SUMMARY AND CONCLUSION

We have minimised a full-adder circuit using PSO method,
from six gates (2 XOR, 3 AND and 1 OR gates) obtained
from human-designer method to five gates (3 XOR, and 2
AND gates). The five components designed, evolved circuit
using PSO satisfies the “desired” circuit in this case that is
expected to have a fitness of eight. From our work, we
determined that the gbest of the carry circuit evolved for the
358 generations and the gbest of the sum evolved for the
101 generations.

After the simulation of PSO-designed circuit on an
electronic work bench, it was seen that the PSO approach is
an improvement over the human designer method because
it has minimum number of gates as summarised in the truth

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

table illustrated in Table I1. The result presented in the truth
table shows that the output of the simulated circuit are the
same with that of full-adder truth table.

TABLE II. Simulated outputs for corresponding input.

SIN |A B|SU CARRY
C M
1 000 | OFF | OFF
2 001 |ON | OFF
3 010 |ON | OFF
4 011 | OFF | ON
5 100 | ON | OFF
6 101 | OFF | ON
7 110 | OFF | ON
8 111 |ON |ON

TABLE Il1l. Comparing PSO and human designer for full adder
circuit.

HD2 PSO

6 GATES 5 GATES

2 XOR, 3 AND and 1 OR | 3 XOR, and 2 AND gates
gates
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Abstract
Boltzmann Correction Factor (BCF) N! isused in Micro Canonical Ensemble (MCE) and Canonical Ensemble (CE) as
adividing term to reduce the over counting of the states while finding the number of states and partition function. For
Grand Canonical Ensemble the indistinguishability was taken into account while deriving the Partition Function (PF)
and hence generaly the BCF doesn't appear for GCE. We show here that BCF comes as a multiplying factor for
harmonic oscillators in GCE for entropy to be extensive.

Keywords: Ensembles, Boltzmann correction factor.

Resumen
El Factor de Correccion de Boltzmann (FBC) N! se utilizaen Ensamble Micro Canénico (MCE) y Ensamble Candnico
(CE) como un término divisorio para reducir el exceso de conteo de los estados, mientras encontramos € nimero de
estados y la funcién de particion. Se ha tomado en cuenta la indistinguibilidad para el Gran Ensamble Canonico
mientras se derivaba la Funcion de Particion (PF) y por lo tanto generalmente el BCF no aparece para la GCE.
Mostramos aqui que ese BCF se presenta como un factor de multiplicacion de osciladores armonicos en GCE para
entropia extensiva.

Palabras clave: Ensambles, correccién del factor de Boltzmann.

PACS: 03.65.Ge.,05.70-8,05.20.Gg,05.20-y

[.INTRODUCTION

Gibbs paradox is an unphysical situation developed when
two ideal gases were mixed. When two samples of ideal
gases of same temperature and particle density were mixed,
it was found that the entropy of the mixed system is
different from the sum of the entropies of individual
system, which was unsubstantial because of the extensive
property of entropy. This problem was resolved by Gibbsin
an ad-hoc fashion by dividing the number of microstates of
anideal gashby N!.

In this paper, we revisit the Gibbs paradox in the
context of harmonic oscillators. Equivalence of ensembles
is a fundamental requirement in statistical mechanics. At all
temperatures CE and MCE are same while at high
temperature and low density GCE must be equivaent to
MCE and CE. Another fundamental concept is the
extensiveness of entropy. In this short communication we
show that for classical harmonic oscillatorsin MCE and CE
formalism the extensiveness of entropy can be established
without dividing the number of micro states and partition
function by BCF. But in GCE we multiply the partition
function by a factor to make the entropy extensive. Then we
can get the same thermodynamics for the three ensembles
without considering the concept of indistinguishability. It is
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the extensive nature of the entropy that makes the three
ensembl es equivalent.

In section Il the Jacobian transformation technique is
used to obtain the number of microstates Q. Then using the
Boltzmann relation, S=k InQ the entropy was calculated. In
section I11, we obtained the partition function and from this
partition function Helmholtz free energy was calculated.
From Helmholtz free energy, entropy is obtained using the
standard relation. In section 1V, the grand partition function
is obtained for both Fermi and Bose system and the value of
the InZ for both systems at high temperature is obtained.
This makes the three ensembl es equivalent. Then when the
entropy was evaluated, using standard relation, it was found
to be not extensive in nature. To make it extensive we used
the Boltzmann corrective factor N!. The grand partition
function is multiplied with BCF to make entropy extensive.

[I.MICRO CANONICAL ENSEMBLE

The Jacobian transformation technique can be applied in
the case of transformation in phase space. Phase space is a
space spanned by generalized co-ordinates and generalized
momenta. Hence the equation of transformation between

http: //www.lajpe.org
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two phase space spanned by g's and p;'s and Q's and
P'sis

dgdp, = JdQdR. 1)

Consider N independent Harmonic oscillators. Each
Harmonic Oscillator will have three degrees of freedom.
Then energy

@
Rearranging
3N pZ 1 m2 5
Z|:—I+— q }zl.
=|2mE 2 E 3)
Putting
2E
=2
Mo 4)
p. =v2mEP, 5
3N
2(RP+Q7)=1 Q

i=1

This is a transformation in phase space. Using the
transformation eguations we transform to a phase space

spanned by Q's and PR's. Thus the volume between the
two phase space isrelated by an equation

J‘dquidsN p = J3N J‘dstidsN R

()
If wedenote X, =Q for i=1.---- 3N
Xian=P for i=21..... 3N the Eq. (6) can be
represented as
6N 2
> X =1
i=1 i (8)
Thus we get
Idquid3Nﬂ :szj‘deNXi ©)
d3N SIH — JSNV .
[d™g *bp =3V, W
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Where V), isthe volume of the sphere with unit radius in

6N dimensional space. J can be obtained from the
transformation equation.

2E 3N
J—[ mwz} °

3N
0 (vV2mE)
(11)
3N
2E
)= [_j .
@ (12)
Using therelation
v,= 2R (13)
S|
)
n-dimensiona volume y —_" ™ . Thus phase space
N (BN)!
volume
J‘daNq_dSN P :L(ZH—ETN
Hence the number of micro states @ becomes
Phase spacevolume
Q= o .
h (15)
3N
a. L(Ej |
where p = h ; h=Planck constant. Using the expression for
2
Q , the entropy of the systemis
3N
S=Kkn 1 (Ej ,
BN\ 7w (17)
where k= Boltzmann constant.
Using Stirling formula
S=3NK| In E +1].
3N~Zw (18)

Using the expression
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() -2
E )y T

(19

we get
E =3NKT (20)

Hence
S=3Nk{|n(;—;)+1] 2

[11. CANONICAL ENSEMBLE

The thermodynamics for CE is obtained from the partition
function

Qu = Z e’
' (22)

Using the usual techniques of SM we get

l N
ol
hof 23)

Helmholtz free energy

A=-KTInQ, :—3NkTIn(£).
hao (24)
Entropy
S=—[%j ,
oT Jun (25)
which gives Sas
E
S=3NK m( j+1. (26)
N7w

IV.GRAND CANONICAL ENSEMBLE
There are large numbers of systems with classical energy

exhibiting quantum properties. Hence we take the quantum
statistics for finding the partition function in GCE whichiis,

Z=[]n@+ze"),
i (27)
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for Fermi Dirac case and

1
#~ iy

(28)
for Bose Einstein case.
Evauating InZ we get
3
InZ - [—1 j 9,(2),
hfow 29)

for Bose systems

Inz :(L] £,(2),
hpw (30)

for Fermi systems where g,(z) and f,(z) are Bose-
Einstein and Fermi-Dirac functions. For high temperature
9,(2) and f,(z) becomesz. Hence

InZ = [ij Z,
hpw 31)

for both systems. Using the basic expression for obtaining
N

N = 7 olnz ,
0z (32)
we get
z=N(npw)’, (33)
Helmholtz free energy
A=-KTInZ+NKT Inz, (34)
which gives
ho\
A=-KTN+NKTInN| —| .
Using the expression for entropy we get
3
sz4Nk+Nka;_Tj }
¢ (36)
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This equation is not equivalent to equations for Sin MCE
and CE and the most notable factor is that it is not
extensive. To make it extensive we have to add InN! to
the obtained entropy. Then

S:3Nk[ln( E )+1] (37
N7z

which is extensive and equal to the earlier equations
obtained.

V. CONCLUSIONS

In this short communication we want to show that BCF
comes in GCE contrary to the belief that they are necessary
in MCE and CE only. The expression for the grand partition
function must be modified for harmonic oscillators as

Z=N !H In(1+ ze /%), o
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for Fermi Dirac case and

1
Z=N!l|———
H In(1-ze"%) (39)
for Bose Einstein case. It is interesting to see that it is only
necessary for harmonic oscillators and not for any other
systems.
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Resumen

En este trabajo realizamos un estudio experimental de ondas de calor en una barra metélica. Este experimento permite
determinar ladifusividad y la conductividad térmica del material. El experimento es de bajo costo y fécil de realizar en
un |laboratorio de ensefianza. Ademés ilustra un modelo parala determinacién de temperaturas del pasado, midiendo las
temperaturas a distintas profundidades de la Tierra. Este método es uno de los procedimientos que se han empleado
para determinar las temperaturas de la Tierraen el pasado. Estos estudios son de fundamental importancia para conocer
la historia térmica de la Tierra 'y evaluar las posibles causas antropogénicas del calentamiento global que estamos
observando en €l presente.

Palabras clave: Ecuacién de Fourier, ondas de caor, experimentos de bao costo, velocidad de propagacion,
amortiguamiento de laamplitud de la onda térmica, modelo de accién de ondas, transferencia de calor.

Abstract
In this work we carried out an experiment to study heat waves on a metal bar. This experiment alows the
determination of the diffusivity and therma conductivity of the material; it is low cost and easy to perform in a
teaching laboratory. In addition, it illustrates a model for the determination of past temperatures and measuring
temperatures at different depths of the Earth. This method is one of the severa proxies used to determine the
temperature of the past. These studies are of fundamental importance to know the Earth's thermal history and assess the
potential anthropogenic contribution to the globa warming we are experiencing presently.

Keywords: Fourier equation, heat waves, low-cost experiments, propagation speed, damping of the amplitude of the
thermal wave, wave action model, heat transfer.

PACS: 07.05.Fb, 44.10.+i, 72.15.Eb, 91.35.Dc, 01.50.My, 01.50.Pa, 01.90.+g I SSN 1870-9095

|.INTRODUCCION

Py

QVO NON ASCENDAM?

i

actividad humana o se producen por causas haturales [1, 2,

3, 4].

Uno de los desafios cientificos de mayor interés y
relevancia en esta primera parte del tercer milenio, es poder Temperaturas Globales, Océanos y Superficie
predecir la evolucion de las condiciones climéticas del 075
planetay dilucidar con la mayor certeza posible el origen'y ’
las causas del calentamiento que ha venido ocurriendo en la 0.50
Tierra durante el Ultimo siglo. Nuestra civilizacion se 5
desarroll6 durante estos Gltimos milenios, que sucedieron a < 05
la tltima glaciacién, ocurrida hace unos 10000 afios [1, 2]. ~ 000
Durante ese periodo la temperatura media de la Tierra era
de unos 5°C més baja que en la actualidad. 025 4

La tendencia de la temperatura de los dltimos 50 afios 0.50

1940 1960 1980

Afio

indica que la misma se estd4 elevando a razon de unos 1880 1900 1920

2.0+0.2°C/siglo, ver Fig. 1. De persistir esta tendencia, en

2000 2020

dos siglos habra ocurrido un incremento de temperatura de
magnitud comparable a la ocurrida en unos 10000 afios.
Esta posibilidad podria ser una seria amenaza para toda la
humanidad.

Escrucial parael futuro de nuestra civilizacion dilucidar
S estas tendencias térmicas, Fig. 1, son consecuencia de la
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012
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FIGURA 1. Incremento de las temperaturas medias globales de la
Tierra 'y los Océanos entre 1880-2010, respecto de la media de
1951-1980. Lalineade trazos es el valor medio entre 1951 y 1980,
tomado como referencia. Los circulos son las medias anuales y la
linea gruesa violeta es la media mévil de 5 afios. La linea recta
verde es un aguste a la media mévil de los Ultimos 30 afios.
Fuente: NASA GISS[2, 3].
http: //mww.lajpe.org
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Existe un importante consenso en la comunidad cientifica
en relacién a que el incremento de CO, y otros gases de
efecto invernadero (GEI) como €l CH,, éxidos de nitrégeno
(NOx), Clorofluorocarbonos, ozono, etc., en la atmdsfera
estarelacionado con este calentamiento [1, 4].

Resulta tentador asociar € aumento de CO, en la
atmosfera con el uso intensivo de combustibles fosiles que
hatenido lugar a partir del inicio de larevolucion industrial,
més notablemente a partir de la segunda mitad del siglo
XX. Hay fundados indicios que sugieren que €l incremento
de las temperaturas globales es consecuencia, en buena
medida, de la actividad humana [4, 5, 6].

Se sabe que existen causas naturales que afectan el
clima delaTierra. La ocurrencia de la Ultima glaciacion es
una evidencia de ello. Entre |as causas naturales que pueden
afectar e clima de la Tierra se encuentran: alteraciones en
la emision energética del Sol; erupciones volcanicas, que
con sus cenizas y/o aerosoles afectan € balance energético
y variaciones en e movimiento de la Tierra alrededor del
Sol (precesién del eje de la Tierra, variaciones en la
excentricidad de la drbita, etc.).

Hay una gran evidencia que indica que la Tierra tiene
oscilaciones climéticas cuasiperiddicas. En otras palabras,
los periodos de glaciaciones se han venido produciendo con
cierta regularidad durante los dltimos 2 millones de afios.
Milutin Milankovitch (1879-1958) propuso un modelo
astrondémico para explicar sus causas. Esta teoria se basa en
gue la Tierra ademas de su movimiento de rotacion y
traslacion, se mueve en una orbita eliptica que tiene una
variacion en su excentricidad de unos 100ka (1ka=1000
anos). Ademas €l ge de la Tierra que tiene una inclinacion
(tilt) de unos 23°, respecto de la norma a plano de la
eliptica, que genera las estaciones del afio, tiene una
precesion de unos 26ka. Esto es: cada 13ka las estaciones se
invierten o sea a veces en €l sur en enero esverano y en la
otra parte del ciclo es invierno. Por otro lado, €l angulo de
inclinacién de la Tierra (respecto de la normal de la
ecliptica) oscila entre 21.5° y 24.5° en unos 4lka, este
movimiento se denomina nutacion. Como es de suponer
estos movimientos presentan acoplamientos entre ellos que
generan los llamados ciclos de Milankovitch que tiene
periodos de aproximadamente 22ka, 41ka y 98ka, en los
gue se han observado alteraciones importantes del clima.

Esta teoria no esta libre de criticas y dista de ser una
teoria universalmente aceptada, pero tiene una importante
apoyatura observaciona [5, 10].

Para poner a prueba los modelos de clima es necesario
conocer las temperaturas del pasado. Sin embargo, los
registros térmicos esténdares, es decir aguellos basados en
observatorios meteorol6gicos terrestres, son confiables a
partir de fines del siglo XIX y para pocos sitios;
principadmente de Europa. Por lo tanto, conocer
temperaturas del pasado se ha transformado en un desafio
de gran importancia e interés cientifico. Afortunadamente
existen varias técnicas para determinar las temperaturas del
pasado.

Una de ellas se basa en la abundancia isotépica del
oxigeno (relacion &'0="0/"°0) e hidrégeno (relacion
8°H=H/"H) en grandes bloques de hielos (Groenlandia,
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Antartida, etc.). En estas regiones de la Tierra, la nieve que
cae no se derrite, sino que se acumula por capas. Estas
precipitaciones varian con las estaciones del afio, formando
estratificaciones similares a las capas de la corteza de un
arbol. Contando estas capas puede conocerse la época en
gue se formé un determinado estrato. Ademas, en estas
capas se acumula aire representativo de esa época, lo que
permite conocer la concentracion de GEI del pasado. Por
otro lado, el agua formada con isbtopos més pesados (H,™°0
o DHO) tiene un punto de evaporacion mas alto que el del
agua comun. De este modo, la concentracion de estos
isotopos (6°H o 6'0) en las nubes varia con la
temperatura ambiente, por lo tanto las concentraciones de
los is6topos ?H y *#0 en las distintas capas de hielo de la
Antartida y Groenlandia, dan informacion de las
temperaturas planetarias existentes en e pasado. Las
proporciones medias de los isdtopos naturales en la Tierra
es conocida: la abundancia natural de **0 es de 0.24% de
todo el oxigeno y la abundancia de H es de 0.015% de todo
el hidrégeno [5].

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Profundidad (m)

FIGURA 2. Perfil de temperaturas en funcién de la profundidad
para dos momentos del afio, verano e invierno. La superficie del
suelo sigue la temperatura ambiente, pero entre 1 a 2m la
temperatura es representativa de la estacion anterior. Los datos
representados por simbolos rojos y verdes, fueron tomados de la
Ref. [11]. Las lineas continuas son ajustes usando € modelo
descripto en este trabajo, Ec. (14). Los perfiles térmicos dependen
de la ubicacion geogréfica. La linea recta representa el gradiente
térmico de la Tierraque varia entre 10°C y 100°C/km [7, 8, 9].

Otra técnica experimental para conocer |las temperaturas del
pasado consiste en estudiar |os perfiles térmicos de latierra
a digtintas profundidades, como los ilustrados en la Fig. 2,
[11, 12]. De hecho, esta técnica experimental es la que
deseamos explorar en este trabajo.

I1.MODELO TEORICO

El caor se transfiere basicamente por tres procesos
distintos: conduccién, conveccion y radiaciéon. En un medio
solido a temperaturas no muy altas, el mecanismo

http://www.lajpe.org



dominante es la conduccién. Para ser mas especificos,
consideramos una barra metalica delgada, rodeada de un
material aislante y temperaturas menores a 70°C, de modo
que €l mecanismo principal de propagacion de calor es
fundamentalmente la conduccién. Tomamos €l ge X
coincidente con el ge de la barra. La conduccion del calor
se describe por laLey de Fourier [13, 14]:

p-dQ_ k. AT D

dt dx

donde P = dQ/dt es la potencia transferida a través del area
A transversal a ge de la muestra (Fig. 3), dT/dx es el
gradiente térmico y K es la constante de conductividad
térmicade labarra

Consideramos el elemento infinitesimal, de longitud dx,
ilustrado en la Fig. 3(b). La temperatura del mismo, en un
dado instante t es T(x,t).

(a) A
o, /
\Sggé
Tcaliente P:dQ/ dt W_’ Tfrio
I
< L |
(b) A
oA e o

FIGURA 3. (a) Transmision del calor alo largo de una barra de
metal aislada por los lados laterales. La barra, de longitud L con
un extremo caliente (Teqiente) Y € Otro frio (Tio)- (b) Transmision
de caor a través de un elemento de materia de espesor
infinitesimal dx.

Denotamos con p y ¢ ala densidad y calor especifico del
material del que estd hecho la barra, respectivamente. Del
balance de energia tenemos:

@ _ (pAdx)cd—T:—K- ar _dr )
at dt x|,  OX|,, 4
gue puede reescribirse como:
ar_ K o7 (@)
ot p-c|ox
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o bien
oT 0T
ot oX

donde k = K /c.p esladifusividad del material que, como

vemos, depende de la conductividad térmica, densidad y
calor especifico. En el caso tridimensional, esta expresién
puede generalizarse como:

% _KVAT(x 1), ®)

gue se conoce como ecuacion de difusion del calor o
ecuacion de Fourier-Biot.

Ondastérmicas en una barra semi-infinita. Modelo | :

Consideremos e caso de una barra cuya longitud L sea
mucho mayor que su didmetro. Su extremo izquierdo (x=0)
se encuentra en contacto con una fuente térmica que tiene
una temperatura que varia como:

T, (t) =T cos(wyt + g,) + Ty (7)

donde TCes la amplitud de la oscilaci 6n térmica alrededor

del valor medio Ty, o~ 24p, €s la frecuencia, py su
periodo y ¢, la fase inicia de oscilacion. Este modelo
también se puede utilizar para describir un sistema semi-
infinito unidimensional, por gemplo la Tierra, donde la
fuente de calor esté en la superficie que es calentada por €l
Sol.

En primer término suponemos que la fuente térmica
tiene una temperatura constante, T,, mMmientras que €l
extremo derecho (x=L) de la barra esta a una temperatura
fija Too. En este caso es de esperar que en e estado
estacionario la temperatura de la barra sea descripta por una
funcion Ty(X) dada por:

(T,

Tb(X):Tbo_OIiTOO)XZTbo_m'X' ®)

aqui Ty es la temperatura del extremo derecho que
supondremos que coincide con la fuente caliente. En este
analisis hemos despreciado las pérdidas de calor por otros
mecanismos, como ser conveccién o radiacion, pues
suponemos que la aislacién térmica de la barra minimizalas
pérdidas por conveccion. También suponemos que la
temperatura de la barra no es mucho mayor que la
temperatura ambiente. M &s especificamente suponemos que
T < 70°C, por tanto los efectos de radiacion son
despreciables frente ala conduccion.

Volviendo a caso en € que la temperatura del extremo
izquierdo esté sometido a una temperatura oscilante, del
tipo descripta por la Ec. (7), podemos suponer que, en
estado estacionario, la temperatura media (promedio
temporal) de la barra vendra dada por la Ec. (8).
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Definiendo la temperatura normalizada &(x,t) = T(xt) —
Ty(X), siendo Ty(x) el promedio temporal de la temperatura
de la barra en la posicion x, la Ec. (5) se puede escribir

Ccomo:
0’6 1 06
= 9)
ox- k ot

yaque 0°T, /0x* = 0. Estaecuacion lineal puede resolverse
por separacién de variables [15]. Su solucion para
condiciones de borde periédicas, Ec. (7), puede escribirse
como [15, 16]:

6(xt)= A, exp(—x/ p1,) coslaot + X/ 115 + ;).

esta expresion representa una onda térmica atenuada que se
propaga con velocidad vy hacia la derecha (-) o hacia la
izquierda (+), dependiendo del signo del argumento de la
funcion coseno. Aqui g representa la distancia de
penetracion de la onda. Reemplazando (10) en (9)

obtenemos:
2k kA
ILIO = _— = poi = — (11)
\| @ V4 2
con
A =./4r -kp, = longitud de onda, (12)
y lavelocidad de propagacién de laondaes:
V0:4/47z-k/p0=i, (13)
Po

de este modo, la expresién (10) también puede escribirse
Como:

O(x,t)= Ay exp(-=x/ 1) coS(X/ 1o & st + g ),

(14
= A(X)co8(X/ 1ty + gt + ¢y ),
las constantes Ay y ¢y dependen de las condiciones de borde
del problema. A(x) es la amplitud de la onda a la distancia
X. El parametro 1y =A/2rtiene las unidades de longitud y es
indicativo de la longitud a la cual penetra la onda térmica.
Parax=0:
0(x=0,t)= Aycosl st + ¢, ). (15)
es decir, en e punto x = 0 tenemos que la temperatura
oscila periddicamente con frecuencia ax.

Segin la Ec. (14), una onda térmica penetra con
amplitud apreciable, distancias del orden de 4. La amplitud
se ateniaa 1/e? ~ 0.135 (13.5%) de su valor inicial parauna
distanciax=2.11¢=0.32 4.
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Segun la Ec. (11), amedida que € periodo py de laonda
es mayor, mayor serd la penetracion de la onda térmica.
Este resultado explica por qué las variaciones diarias de
temperatura solo penetran en el suelo hasta unos 50cm (con
Kiarra® 3.8M?/sy po = 24h resulta o~ 10cm, A ~ 60cm) [17,
18], en cambio las variaciones anuaes (p, = 365 dias)
penetran en la Tierrahastaunos4 6 5 m (i~ 2my 1 =~ 8m),
ver Fig. 2, [11, 12]. Las temperaturas asociadas a la Ultima
era glacial (p, ~ 10000 afios) estarian entre unos 200 a
300m de profundidad. De este modo, en las profundidades
de la Tierra, quedan registradas las temperaturas del
pasado.

Este fendmeno de las ondas térmicas, de poseer una
penetracion que depende de la frecuencia o periodo de la
onda, tiene un equivalente electromagnético (para ondas
que se propagan en conductores) y se conoce
genéricamente como efecto piel.

1. EXPERIMENTO

Para este experimento se utilizé una barra metélica de
aluminio comercial (AA/ASTM 5052) de 50cm de longitud
y 1.5cm de didmetro. Uno de los extremos se redujo con un
torno a fin de conectarlo al calefactor de un soldador de
estafio (estandar). Se redlizaron cinco perforaciones en la
barra equiespaciadas, en las cuales se introdujeron los
sensores térmicos (basados en circuitos integrados, LM 35).
Se utiliz6 grasa siliconada para logar un buen contacto
térmico entre los sensores y la barra. Las temperaturas se
monitorearon usando un sistema de adquisicion de
conectado a una computadora personal (PC). La barra fue
recubierta con un aislante térmico de espuma de polietileno,
gue se usa para tubos de refrigeracion, con el objetivo de
minimizar las pérdidas de caor por conveccion. El
calefactor fue encendido periddicamente con un interruptor
automético de periodo regulable. En laFig. 4 se muestra un
diagrama esquemético del model o experimental.

Calefactor
X ﬁﬂq o
A A A ,
Q Termometros
Barrametélica conectadosa

I nterruptor una PC

FIGURA 4. Arreglo experimental, barra metdica de aluminio,
conectada a un calefactor que puede ser encendido de modo
periédico.

IV.RESULTADOS

Se eligieron dos periodos de excitacion para las ondas
térmicas, p;=270s y 146s. Para cada periodo se encendio la
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fuente térmica (oscilante) hasta que se alcanza un régimen
estacionario. Esto significa que la temperatura media
temporal de cada termdmetro se mantiene constante, Ty(X).
Operacionalmente, se puede verificar si la barra llegé a
estado estacionario graficando las temperaturas Tu(X) Y
Tmin(X) en funcion de x. Si la relacion entre estas variables
es lineal, esto es indicativo de que estamos en condiciones
estacionarias.

La tasa de medicion utilizada para registrar las
temperaturas fue de 1Hz. Cuando se llega a estado
estacionario, los valores medios temporales de las
mediciones, permiten obtener la funcion Ty(x), Ec. (8).

LasFigs. 5y 6ilustran los resultados de &(x,t) = T(x,t) —
Ty(X), paralos dos periodos utilizados.

LasFigs. 5y 6 indican que el calor se propaga en forma
de ondas, con amplitudes decrecientes. El termémetro que
se encuentra més cerca del calefactor (curva de color azul)
tiene mayor amplitud que aquellos que estan mas algjados.

El cdlculo de la constante de difusividad se realiz6
mediante dos métodos diferentes, que se resumen en la
Tablal. El método 1 consiste en obtener |os resultados del
logaritmo de la amplitud méxima de cada termémetro
(A(X)) dividido la amplitud del primer termometro (Ay),
como funcién de su posicion (profundidad). Como se ve en
laFig. 7, la dependencia de In(A(x)/Ay) como funcion de la
posicion (x) es aproximadamente lineal, siendo la
atenuacion mayor para el periodo mayor, en concordancia
con la expectativatedrica, Ec. (14).

La Fig. 7 muestra que los datos se pueden gjustar bien
por una linea recta, cuya pendiente es la inversa de la
distancia de penetracién de la onda, Lo, a partir de la cua se
pudo obtener €l valor de la constante de difusividad térmica
mediante la Ec. (11).

(T-Tov) (°C)

O 9 & & . . . &
S L LSS S
t(s)

FIGURA 5. Variacion de la temperatura en distintas posiciones
(profundidades) de la barra metdlica como funcién del tiempo. Los
vaores maximos y minimos para los distintos termémetros, se
alcanzan en distintos tiempos. El periodo de la sefid es: 270s.
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FIGURA 6. Variacion de la temperatura en distintas posiciones
(profundidades) de la barra metalica como funcion del tiempo. Los

valores maximos y minimos para los distintos termémetros, se
alcanzan en distintos tiempos. El periodo de la sefia es: 146s.

El método 2 consiste en medir la velocidad de propagacion
delaondatérmica. Paraello se determinael tiempo, t, en el
gue la onda térmica pasa por un maximo (0 minimo) para
cada termOmetro. Se graficé la posicion x de cada
termdmetro en funcidn del tiempo, t, que demoré la onda en
[legar a cada uno. La Fig. 8, muestra los resultados para los
dos periodos de excitacién utilizados.

En la Fig. 8, la pendiente de la linea recta es la
velocidad de propagacion de la onda en la barra metélica,
Vo, a partir de cuyo valor se puede obtener el de la constante
de difusividad, Ec. (13). En la Tabla Il se indican los
valores de velocidad obtenidos.

Los valores obtenidos de la constante de difusividad
térmica, determinados por ambos métodos, se muestran en la
Tabla I, con sus respectivos errores y para cada uno de los
periodos utilizados. También en esta tabla se encuentran los
valores tabulados de las constantes de difusividad térmica
para algunas aleaciones comerciales del aluminio.

Op=270s

Ap=146s

Ln(AX)/A,)
n

B e A
0 0.05 0.1 0.15

x(m)

FIGURA 7. Logaritmo de la amplitud térmica méxima para cada
termémetro, dividida la amplitud del primero, en funcién de la
posicion, x. La distancia x se mide a partir del extremo de la barra
en contacto con € soldador. Los triangulos corresponden a p,=146
sy los circulos a py=270s.
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0,30
0,25 -
Po=146s _
0,20 - v=0.20 cm/s -
~ - .
T 0,15 1 WS O
0,10 - O
0,05 - Y. dehe Po=270s
A v=0.15 cm/s
0,00 & ‘ ‘
0 50 100

t(s)

FIGURA 8. Gréfico del perfil de profundidad en funcién del
tiempo que tard6 en producirse la maxima temperatura en cada
uno de los termometros. La linea indica la tendencia lineal que
describen los puntos.

TABLA |. Tabla comparativa entre los valores de las constantes de
difusividad térmica tabulados y |os hallados experimental mente por
dos métodos digtintos en una barra de aluminio. Para € aluminio
puro, el valor de k = 97.53x10°m?/s. Para aleaciones comerciales de
aluminio, como la que se usd en este trabajo, AA/ASTM 5052, los
valores tabulados de k varian entre 50 y 60 x10°m?%s[19].

Constantede | k experimental | k experimental k
difusividad (m*sx 10°) (m*sx 10°) Tabulado
térmica p=270s po=146s (m%¥sx 10°%)
Método 1 54+6 68+18
Método 2 47+4 4612
; 50 - 100
Promedio 53+1 50+1
ponderado
Mejor k 49+3

Debido a hecho que las ondas de periodo corto (ata
frecuencia) decaen mas rapido que las ondas de periodos
largos (baja frecuencia), las variaciones diarias, p, = 1 dia,
decaen a unos 50cm de la superficie. Las ondas térmicas
anuales, pp = 1 afio, penetran un par de metros. En cambio
las asociadas a las glaciaciones, py ~ 10 ka, se encuentran a
unos 500m 1, 7].

TABLA 11. Tabla comparativa entre los valores de la velocidad de
propagacion hallados experimentalmente por el método 2 en los
diferentes periodos de excitacion.

Velocidad de AL VW
ropagacion experimental (cm/s) | experimental (cm/s)

propag Po= 270s Po= 146 s
Método 2 0.147+0.006 0.200+0.004

De este modo, midiendo las temperaturas a mayores
profundidades nos permite conocer las temperaturas
prevalentes en épocas cada vez mas tempranas.
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V. CONCLUSIONES

Este trabajo ilustra un sistema experimental sencillo y de
bajo costo, para estudiar ondas térmicas y determinar la
difusividad para distintos metales. Los resultados de
difusividad se correlacionan bien, dentro de los errores
experimentales, con los tabulados para estos materiales.

Se observa que las ondas de calor se propagan con una
velocidad finita a través de la barra metdlica. La amplitud
de la onda térmica se va atenuando a medida que nos
algjamos de la fuente de calor, siendo la atenuacion tanto
mas rapida cuanto mayor es la frecuencia de la fuente
excitadora.

Este experimento ilustra a mismo tiempo el fendmeno
de difusion de calor y una técnica experimental para
determinar las temperaturas del pasado enlaTierra.
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Resumen

En este trabajo se presenta una guia experimental para evaluar los cambios en la temperatura de un sistema cuando se le
transfiere energia por calor y relacionarlos con las variables que intervienen antes del cambio de fase. La propuesta
forma parte de las actividades presentadas en un Proyecto de Investigacion, el cual propone elaborar, implementar y
evaluar estrategias didacticas tomando como hilo conductor la energia, en Primero y Segundo afio del nivel Polimodal
del Instituto Maria Auxiliadora de Santa Rosa La Pampa, Argentina. Para la elaboracion de esta guia de laboratorio nos
basamos en dos aspectos relevantes: por un lado dar continuidad a los conceptos de energia, sistema, energia interna, y
el calor y el trabajo como procesos de transferencia que modifican la energia del sistema y por otra parte, implementar
las etapas de prediccion, observacion y contrastacion, propias del Aprendizaje Activo. Creemos que esta propuesta
permitira integrar los nuevos conceptos dados en segundo afio con los tratados en primero en referencia a la energia,
logrando una vision mas amplia y unificada de la Ciencia y en particular de la Fisica. La metodologia utilizada puede
ser una herramienta valiosa para favorecer el aprendizaje significativo.

Palabras clave: Energia, calor, temperatura, guia experimental, Aprendizaje Activo.

Abstract

The present work presents an experimental guide to evaluate temperature’s changes in a system when energy through
heat is transferred and relate those temperature’s changes with the variables that take part before the phase transition.
This proposal is part of several activities presented in a Research Project which proposes, taking energy as a guide, to
elaborate, to implement and to evaluate didactic strategies at First and Second year of Polimodal at Instituto Maria
Auxiliadora from Santa Rosa La Pampa, Argentina. In order to elaborate this laboratory guide we based on two
relevant aspects: on the one hand, to give continuity to concepts like energy, system, internal energy, heat and
mechanical work as a transference process that modify the system energy; and, on the other hand, to implement
prediction, observation and contrasting stages, typical of Active Learning. We believe that this proposal will allow us to
combine new concepts taught at Second year with the ones already taught at First year referring to energy, obtaining a
wider and unified vision of the Science and, particularly, of Physics. The methodology utilized could be a valuable tool
in order to favor the significant learning.

Keywords: Energy, heat, temperature, experimental guide, Active Learning.

PACS: 01.40.E-, 01.40.ek, 01.40.gb

I. INTRODUCCION

Existen abundantes investigaciones educativas sobre
topicos tales como dificultades de aprendizaje e ideas
previas, pero no sucede lo mismo respecto de
investigaciones que tratan sobre estrategias didacticas
referentes a la transferencia de contenidos al aula y su
evaluacion [1, 2, 3, 4].

En general, se observa que en la totalidad de los niveles
educativos el concepto de energia es presentado de manera
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012
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disociada, restringiéndolo a situaciones en las que sélo
interviene la energia mecanica sin mencionar otros tipos de
energia. En los textos tradicionales [5, 6, 7] los fendmenos
térmicos generalmente no se explican en términos de
transferencia de energia entre sistemas, estableciéndose
escasa 0 nula vinculacién entre éstos y lo estudiado en
mecanica. Esta situacion esta cambiando paulatinamente.
Algunas de las nuevas ediciones muestran méas cuidado
al tratar la energia, incluyendo el concepto de sistema y
energia interna. Al momento de presentar el calor y la
http://www.lajpe.org
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temperatura se observa una continuidad conceptual con
mecanica, reforzando la idea de calor como proceso de
transferencia de energia [8, 9, 10, 11].

Las autoras de este trabajo se encuentran desarrollando
un Proyecto de Investigacion® en el cual se elabora y evalta
una estrategia de ensefianza sobre energia en el nivel
Polimodal dando continuidad a lo estudiado en primer afio
(mecanica) con lo que se trata en segundo afio (calor y
temperatura) buscando evitar la disociacion que suele
observarse. Creemos que una continuidad y coherencia
conceptual en la presentacion de los distintos fendbmenos
estudiados en Fisica a lo largo de la educacion media
favoreceria el aprendizaje significativo [12, 13, 14, 15].

La estrategia didactica tendrd en cuenta los resultados

de la investigacion educativa relacionados con energia y
con las preconcepciones de los alumnos sobre dicho tema,
para ayudarlos a interpretar de las transferencias y
diferentes transformaciones energéticas.
En una estrategia basada en la ensefianza tradicional, el
docente es el emisor de los contenidos conceptuales
mientras que los estudiantes tienen un rol de receptor
pasivo [16, 17, 18, 19, 20].

Las ideas de los estudiantes no se hacen explicitas, no se
promueve la discusién entre pares y en general, el
laboratorio se utiliza para confirmar lo “aprendido”. Las
conexiones entre conceptos, representaciones formales y el
mundo real, con frecuencia estan ausentes después de la
ensefianza tradicional. Una estructura de trabajo conceptual
coherente, no es normalmente un logro de este tipo de
ensefianza [21]. En particular el estudio de la energia se
encuentra muy alejado del marco social y tecnolégico en el
cual el alumno se mueve.

Preocupados porque nuestra labor docente ayude en los
procesos de ensefianza y aprendizaje, disefilamos acciones
basadas en el Aprendizaje Activo que ponen el énfasis en el
rol activo de quien aprende con el fin de que sea el alumno
el responsable de la construccion de su propio
conocimiento [22]. De esta forma los estudiantes son
capaces de construir conceptos que luego de aprendidos
pueden ser transportados a otros contextos y a distintas
situaciones [23, 24]. Es de suma importancia el rol del
docente para el desarrollo de las actividades, dado que debe
actuar como facilitador o guia de la tarea a desarrollar [23,
24, 25].

Intentamos plantear el trabajo de laboratorio con una
aproximaciéon que apunte a unificar conceptos,
procedimientos y técnicas de trabajo y que no quede en el
mero hecho de ser una etapa de “verificaciéon” de conceptos
y/o leyes fisicas. En esta aproximacion se recurre a la
secuencia predecir, observar, contrastar y a partir de ella se
favorece que el alumno coteje las diferencias entre las

! “La energia como concepto integrador en mecanica Yy

calorimetria: elaboracion aplicacion y evaluacion de una estrategia
didactica en el nivel secundario”. Proyecto del Dpto. de Fisica de
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, UNLPam. Aprobado
segun Resolucion CD N° 191/10. Proyecto incluido dentro del
Programa de Incentivos para los Docentes-Investigadores.
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creencias con las que llega a la clase experimental y las
leyes de la Fisica que gobiernan el mundo real.

En el presente trabajo mostramos como una experiencia,
de caracteristicas tradicionales, puede ser realizada de tal
manera que promueva el Aprendizaje Activo. La tarea
experimental tiene por objetivo evaluar los cambios en la
temperatura de un sistema cuando se le transfiere energia
por calor y relacionarlos con las variables que intervienen
antes y del cambio de fase.

A. La experiencia

La tarea de laboratorio se puso en practica en el segundo
afio del nivel Polimodal, modalidad Ciencias Naturales, del
Colegio Maria Auxiliadora de Santa Rosa, La Pampa, en el
afio 2011. Los alumnos que realizaron la experiencia fueron
36. Se present6 luego de que los alumnos han trabajado en
clase los conceptos de temperatura como una medida de la
energia cinética traslacional promedio de los atomos que
contribuye a la energia interna del sistema y el calor como
un proceso por el que se transfiere energia a través de la
frontera del sistema, debido a una diferencia de
temperatura.

La experiencia es conocida: se utilizan ciertas
cantidades de agua que se colocan en un recipiente sobre un
mechero para medir las variaciones de temperatura que se
producen. Se iran registrando las temperaturas del agua a
intervalos regulares de tiempo hasta que se produzca la
ebullicion. Seguidamente se repite la experiencia pero
ahora con una masa de otra sustancia, leche o agua
azucarada (ver Anexo).

Tradicionalmente, se pretende que a través de este
laboratorio los alumnos puedan encontrar o comprobar la
relacion Q = ¢, m AT, donde Q es la energia transferida por
calor, c. el calor especifico, m la masa y AT la variacion de
temperatura que experimenta el sistema. Generalmente, en
este tipo de précticas se presenta una guia pautada en la que
se indica a los alumnos los pasos a seguir. Si se desea que
ellos construyan el concepto, se plantean entonces una serie
de preguntas que los lleven a identificar las relaciones
directas y las inversas a fin de llegar en conjunto a la
expresién deseada. Si, en cambio, se propone la experiencia
como comprobacidn de la ecuacion ya trabajada en clase, se
realiza la misma y se solicita un informe en el que se pueda
concluir que la expresion se verifica.

Para la elaboracion de este laboratorio, basado en el
aprendizaje activo, tuvimos en cuenta dos aspectos
relevantes: uno referente a lo conceptual y otro a lo
metodoldgico. Nuestra propuesta, a diferencia del trabajo
de laboratorio tradicional, realiza un tratamiento conceptual
e integrado de energia: esto es, procura dar continuidad
entre el concepto de energia, sus transferencias vy
transformaciones estudiados en el afio anterior en mecéanica,
con los conceptos de calor y temperatura que se estudian en
segundo afio.

En primer afio se hizo hincapié en el concepto de
sistema y en el hecho de que la energia del mismo puede
modificarse si se permite su transferencia, desde el medio al
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sistema 0 viceversa a través de la frontera. Entre los
mecanismos que hacen posible este cambio de energia,
destacamos el trabajo y el calor.

Las energias del sistema pueden tomar distintas formas:
cinética, potencial e interna. Un cambio de temperatura
significa un cambio de la energia interna (cinética
microscopica), también esta energia cambia en un cambio
de fase (potencial interna). Esto estd contemplado en la
ecuacion:

Q + Wey = AE. + AEp + AE;p,

donde: Q es la transferencia de energia por calor; We, es el
trabajo de las fuerzas externas; AE. es la variacion de
energia cinética; AE, es la variacion de la energia potencial
y AEj, es la variacion de energia interna del sistema bajo
estudio [8, 9, 10, 11].

En nuestra experiencia, se evalta el cambio de energia
interna que experimenta el sistema cuando se le trasfiere
energia por calor. Se pide a los estudiantes que tomen nota
de los cambios de temperatura que experimenta la muestra
y que luego construyan un grafico de temperatura en
funcion del tiempo. El analisis de las graficas los conducira
a encontrar que AE;y; = C, m AT, antes de que se produzca la
ebullicion. De manera cualitativa se hace un analisis de la
AE;x = L.m durante el proceso de cambio de fase en la
ebullicion. Este aspecto se profundiza con un trabajo de
laboratorio posterior [12].

La otra diferencia con la forma tradicional de desarrollar
el tema, es la utilizacion de la metodologia de Aprendizaje
Activo. En el disefio de la guia que utilizan los alumnos
para realizarla, se respetan las etapas predecir, observar y
contrastar, a fin que el alumno coteje las diferencias entre
las ideas con las que llega a la clase experimental y los
resultados de la experiencia, para que sea consciente de las
ideas que debe modificar (ver Anexo).

Etapa de prediccion: Se presenta a los estudiantes de
manera escrita una serie de preguntas relacionadas con el
tema de estudio, las que deben ser respondidas de manera
individual y volcadas en su “Hoja de Predicciones”, antes
de comenzar con la experiencia. Seguidamente los alumnos
discuten sus predicciones en grupos pequefios. Las
opiniones mas comunes de toda la clase deben registrarse
en el pizarrén, a efectos de que una vez finalizada la tarea
experimental, los estudiantes cotejen sus predicciones con
el resultado hallado. EI docente no debe hacer comentarios
sobre si las predicciones son correctas o incorrectas.

Etapa de observacion: los estudiantes, organizados en
distintos grupos, llevan a cabo la experiencia. Los
resultados encontrados seran volcados en la “Hoja de
Resultados” y luego puestos en comun bajo la guia del
profesor.

La discusion de los resultados obtenidos, que se
registran en el pizarron, se realiza en una clase posterior. Se
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espera que este camino lleve al reconocimiento de las
variables que intervienen, de las relaciones directas o
inversas y a construir el concepto de calor especifico, asi
como expresar el cambio de energia interna como AE;y; = C
m AT, reconociendo que este cambio se produjo por ingreso
de energia por calor al sistema, hasta llegar a la ebullicién.
También se puede observar que durante la ebullicion la
temperatura se mantiene constante.

Cada grupo de alumnos graficara los resultados,
contestara las preguntas que se proponen y elaborard un
informe escrito.

Etapa de contrastacién: es el Ultimo paso de la
estrategia, se devolverd a cada estudiante su hoja de
predicciones para que contraste los resultados obtenidos
con sus ideas anteriores. Estos seran analizados y
justificados adecuadamente y se registraran en la “Hoja de
Resultados”, la que los alumnos se llevaran para estudiar.

I1. ANALISIS Y RESULTADOS
A. De las predicciones de los alumnos

En la Tabla | se presentan los resultados de las respuestas
dadas por los estudiantes a las preguntas de la “Hoja de
Predicciones”.

Los distintos grupos de trabajo discuten sus
predicciones, llegan a un acuerdo, se da por completada la
etapa de prediccion y se disponen a desarrollar la
experiencia.

Luego de analizar las predicciones podemos decir que la
mayoria de los estudiantes conoce que al colocar un
recipiente con liquido sobre un mechero encendido, el
tiempo para alcanzar la misma temperatura, depende de la
cantidad y caracteristicas de la sustancia. Pensamos que
contestan en forma correcta porque estd muy relacionado
con la vida cotidiana.

Respecto a que sucede con la temperatura cuando la
sustancia hierve, se observa que la mayoria cree que la
temperatura contindia aumentando luego de que comienza la
ebullicién, desconociendo que la temperatura se mantiene
constante en esta etapa. Ademas en su vida cotidiana no son
consientes que distintas sustancias alcanzan su punto de
ebullicion a diferentes temperaturas.

También creemos que no les preocupa o no les llama la
atencion saber que la energia que transfiere el mechero en
un cierto tiempo, es la misma, independientemente de la
cantidad y caracteristica de la sustancia. Ademas, se nota
que el funcionamiento del mechero no lo tuvieron en cuenta
para contestar la pregunta o lo desconocen.
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TABLA 1. Predicciones de los estudiantes.

PREGUNTAS

PREDICCIONES

N° 1: A dos masas (volumenes) iguales de
sustancias diferentes, inicialmente a igual
temperatura, se las coloca sobre mecheros
encendidos. El tiempo que necesitan para llegar a
la misma temperatura final ¢es el mismo?
Justificar

e La mayoria de los estudiantes, veinticinco (69%) contesta en forma correcta:
“No es lo mismo porque es relativo a las propiedades de cada sustancia”

e Cinco (14%) contestan que depende de la sustancia pero no justifican.

e Seis estudiantes (17%), consideran que necesitan el mismo tiempo, dado que
tienen el mismo volumen.

N° 2: Dados 50 ml y 100 ml de una misma
sustancia ¢cual necesita mas tiempo para
alcanzar la misma temperatura?

e Contestan en forma correcta veintidds estudiantes (61%) contestan en forma
correcta: “Necesita mas tiempo la de 100 ml porque es mas cantidad”

e Dos (6%) contestan que necesita mas tiempo la de 100 ml y no justifican.

e Doce (33%) escribieron frases tales como: “ambos el mismo tiempo”; “ninguna,
la cantidad no influye en la temperatura”.

N°3: Si ahora cada uno de los volumenes
anteriores se los deja el mismo tiempo sobre
mecheros encendidos ¢cudl recibe mas energia?
Justificar.

e En una primera aproximacién aceptamos como respuesta correcta que la energia
transferida por el mechero es la misma. S6lo contestan de esta forma cuatro
estudiantes. (11%): “Ninguna, ya que la energia dada por el mechero es la
misma”.

» Contestan bien sin justificar siete (19%).

e Contestan que recibird mas energia el de mayor volumen veinticinco alumnos
(69%).

N° 4: Teniendo en cuenta el funcionamiento del
mechero explicar como se transfiere energia a la
sustancia.

¢ Ninguno contesta en forma correcta.

e Contestan en forma regular treinta y dos (89%): “El calor que trasmite el filego
una vez encendido el mechero”. Dentro de este grupo la mitad menciona “el flujo
del mechero le trasmite energia calorica a la sustancia que estd sobre él”, “que
le trasmite “energia”.

¢ Dos no contestan (6%)

e Otros dos dicen: “por medio del fuego”, “por el calor”.

N°5: ;Qué ocurre con la temperatura una vez que
la sustancia hierve (ha alcanzado el punto de
ebullicion)?Justificar

¢ Un alumno solamente responde correctamente esta cuestion

e Un 22% lo hace de manera regular, esto es porque hablan de que la temperatura
alcanza su punto maximo, o que se mantiene por un ratito.

e 64% de estos estudiantes dice que la temperatura aumenta o que las particulas
de la sustancia se encuentran en constante movimiento.

e Observamos que un 11% no responde la cuestion.

N%: Trazar una grafica cualitativa de la
variacion de la temperatura en funcion del
tiempo. Explicar brevemente por qué las dibujaste
asi. ¢Hay diferencias en estas graficas cuando se
cambia de sustancia?

e Contestan en forma correcta cinco estudiantes. (14%): “Cuando se cambia la
sustancia cambia el tiempo que se necesita para que la temperatura aumente”.

e Contestan en forma regular dieciséis (44%): “Cuanto mds calor se le inyecte
mas va aumentando la temperatura.”. Dentro de éstas respuestas hay cuatro que
escriben “Si, varia mds rdapido la temperatura de una que otra”.

e En esta cuestion once alumnos (31%) consideran que ambas sustancias
aumentan su temperatura al mismo tiempo.

¢ No responden cuatro estudiantes (11%).

N°7: Al comparar agua con leche ¢cual de ellas
crees que hervird a menor temperatura? ¢Y si
pusieras aceite o alcohol?

e Siete estudiantes contestan en forma correcta. (19%): “Hervira a menor
temperatura la leche y el alcohol”.

e Contestan en forma regular dieciocho (50%): “Las dos hierven a menor
temperatura. Y en el otro el alcohol se calienta a menor temperatura.”.

e Diez alumnos (28%) piensan que el agua hervira antes que la leche. Y que el
aceite lo hace antes que el alcohol.

e Un estudiante (3%) no responde.

N°8: Al tomar como sistema solamente la
sustancia, ¢es posible estimar la energia que
absorbe para elevar su temperatura?, ¢de qué
factores depende?

e Dieciocho estudiantes (50%) contestan que si es posible estimar la energia
necesaria para elevar su temperatura.

¢ Doce (33%) no contestan

o Seis (17 %) dicen: “no es posible”.

e Respecto de los factores de los cuales depende, nueve estudiantes (25%)
contestan en forma correcta ya que mencionaron la mayoria de ellos, “depende
del calor que reciben, del volumen que tenga y de la sustancia”.

e Seis (17%) nombraron sélo un factor, por lo que se le considerd regular: “ya
que depende del calor”.

¢ Veintiln estudiantes (58%) no respondieron.
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B. De la puesta en comdn

En la clase posterior al desarrollo de la experiencia, vuelven
a formarse los grupos y empiezan a discutir las preguntas
de la “Hoja de Resultados” y se realiza una puesta en
comun con la guia de la profesora.

Se efectu6 un primer anélisis sobre la forma de las
graficas de temperatura en funcién del tiempo obtenidas
con el proposito de distinguir entre la zona previa a la
ebullicion y la zona durante la ebullicién. A continuacion se
muestra el gréafico obtenido por un grupo de alumnos (Fig.
1).
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FIGURA 1. Grafico obtenido por uno de los grupos luego de
realizar la experiencia de laboratorio.

Luego se analiz6 la primera zona, haciendo notar la forma
aproximadamente lineal que obtuvieron y las diferentes
pendientes para cada caso. La docente presenta el concepto
de calor especifico como la constante de proporcionalidad
entre la energia transferida por calor con la masa y
variacion de temperatura del sistema, lo que significa un
aumento de la energia interna. Ademas hace hincapié en
que esta constante es propia de cada sustancia.

Otro aspecto sobre el que se trabaja es el
funcionamiento del mechero y el hecho de que la energia
que entrega a la muestra es (en primera aproximacion)
proporcional al tiempo durante el cual se coloca el

recipiente con agua o leche sobre él. Se discute también si
es posible calcular Q a partir de los datos medidos. La
conclusion a la que arriban es que necesitan conocer el
calor especifico de la sustancia.

En el tratamiento del tema se tiene siempre presente la
ecuacion de conservacion de la energia que estudiaron en
mecénica:

Q + We = AE; + AE, + AEj,

Se les hace notar que W,y es cero y que no hay cambios de
energia cinética ni potencial macroscopicos. El cambio de
energia interna se traduce en un aumento de temperatura,
que ellos han medido:

AEiy = Ce m AT

Si bien las preguntas de la “Hoja de Resultados” no son
idénticas a las de la “Hoja de Predicciones” las cuestiones
que se indagan son las mismas aunque luego de la
experiencia se pregunta con mas detalle.

C. De los resultados obtenidos luego de realizar la
experiencia

Cada grupo cont6é con un equipo experimental. Las
cantidades de agua y de leche se midieron con un vaso de
precipitado, ya que en la escuela no se cuenta con una
balanza.

El desarrollo de la experiencia fue satisfactorio y todos
los grupos trabajaron con entusiasmo.
Se muestra en el Tabla Il las respuestas dadas por los
estudiantes a las preguntas de la “Hoja de Resultados”.

TABLA 11. Conclusiones de los estudiantes.

Pregunta

CONCLUSIONES

1.- Comparar los gréaficos obtenidos con los de tu
prediccion.

e Solo un grupo registra las diferencias que existen al comparar los gréaficos de sus
predicciones con los obtenidos en la hoja de resultados: “...se diferencian
fundamentalmente en el hecho de que en la prediccion, creiamos que la
temperatura aumentaria de manera ilimitada hasta evaporarse. En cambio, a
través de la experiencia, logramos observar que esto no es asi, sino que una vez
que la sustancia llega a su punto de ebullicion, la temperatura de la misma se
mantiene constante. Esto lo podemos visualizar en el grafico realizado luego de
la experiencia”. Es importante aclarar que, con el acompafiamiento de la docente,
los grupos discutieron los resultados hallados.

2.- ¢Qué conclusion se puede extraer de comparar las
graficas correspondientes a la primera y segunda
parte?

e Los cinco grupos, tanto en lo que expresaron como en las graficas que realizaron
contestan correctamente. Dos grupos pudieron también encontrar la relacién entre
los tiempos: “El recipiente con menor cantidad de sustancias tardara menos tiempo
en alcanzar su punto de ebullicién. En cambio, en el recipiente que contenia el
doble de la misma sustancia, tardara el doble de tiempo en alcanzar la maxima
temperatura’”.

3.- ¢Qué se puede decir al comparar las graficas

e Todos los grupos responden que los puntos de ebullicién de las sustancias son
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correspondientes de la primera parte y la tercera
parte?, ¢hay diferencias?

aproximadamente iguales, lo cual se observo en los graficos realizados: “La leche
alcanza con mayor rapidez su punto de ebullicién, mientras que el agua necesita
mas tiempo, podemos observar minusculos diferencias pues al estar la leche
pasteurizada, cuenta con caracteristicas muy similares al agua”. (En realidad era
leche descremada).

4.- ;Qué se puede decir de los calores especificos del
agua y de la leche? ;Podrias estimar el valor del
calor especifico de la solucion a partir de los datos
que se tiene?

Dos grupos observan que los calores especificos son muy cercanos ya que
necesitan tiempos casi iguales para que dos cantidades iguales alcancen la
temperatura de ebullicién, sin mencionar si lo pueden calcular o no.

Otros dos grupos agregan a lo anterior, que para estimar el calor especifico
necesitarian conocer la cantidad de energia transferida por calor, lo que no pueden
medir: “ al tratarse de sustancias muy similares, el calor especifico de cada una
también lo es, el cual en ambos casos es aproximadamente ¢ = 1 cal/g°C. No se

puede estimar a partir de nuestros datos pues necesitariamos medir energia”.
Un grupo no responde.

5.- ¢Es posible estimar la energia que absorben las
sustancias tomando como datos s6lo las medidas
obtenidas? Si no es asi ;qué se deberia saber? ;Hay
alguna manera de saber cuanta energia es transferida
por minuto? ;Qué otros efectos deberian tenerse en
cuenta?

Para esta situacion, todos los grupos aclararon que con sélo los datos obtenidos no
es posible estimar la energia absorbida. Dos grupos hablan de “grado de calor
para calcular dicha energia” (en realidad deberian haber mencionado
temperatura, energia que entrega el mechero, etc).

A modo de ejemplo se presenta lo que dijo un grupo: “No, no es posible estimar
la energia que absorben las sustancias tomando como datos s6lo las medidas
obtenidas ya que como Q = AE int y AE int = ¢ m At, se deberian considerar la
masa de cada una de ellas, dado que no conocemos, al igual que su calor
especifico. No hay manera de saber cuanta energia es transferida por minuto en
estos casos, por los mismos motivos ya expresados, lo que ni siquiera nos permite
calcular Q. Ademas, entran en juego otros factores, como el hecho de que la
llama se mantenga siempre igual, que el jarrito no sea movido, etc.”

6.- Al tomar como sistema solamente la sustancia
¢ Como plantearias la ecuacion de conservacion de la
energia?, ¢te parece adecuada para ésta
experiencia?, si no es asi ¢como la escribirias
ahora?, (piensa la situacion en la cual se esta lejos
del punto de ebullicion y durante la ebullicion).

Tres grupos parten de la ecuacion general y reconocen como Unica energia que
varia la interna. “Entonces, como W + Q = A E; y la energia fue transferida por
calor, por lo tanto, Q = 4 Ej; “, concluyendo correctamente.

Un grupo escribe la ecuacion general pero no la aplica a la situacion.

Otro grupo no responde.

Luego de analizar las respuestas que los estudiantes han
dado en la “Hoja de Resultados”, podemos decir que en
todos los grupos se representaron correctamente las graficas
de la temperatura en funcién del tiempo, para diferentes
cantidades de una misma sustancia y las correspondientes a

distintas sustancias.

Respecto a las comparaciones de las graficas de la parte
1y 2 (igual sustancia y distintas cantidades), notamos que
la experiencia les permitié a los estudiantes comprobar las
predicciones que fueron correctas y modificar aquéllas que
fueron erréneas. En particular esto Gltimo se observo en

todo un grupo.

La experiencia también ayudd a corregir la idea respecto
de que la energia que proporcionaba el mechero dependia

de la masa/volumen considerado.

Dado que en la “Hoja de Resultados” no se pregunta

mantiene constante durante la ebullicion. En una
experiencia de laboratorio posterior se profundiza y trabaja
con lo que sucede en un cambio de fase, en particular la
fusion del agua al pasar de su estado soélido al liquido, para
introducir el concepto de calor latente de fusion, extenderlo
al de vaporizacion y llegar a que AE; = L.m [26].

Finalmente, la profesora les devolvio sus “Hoja de
Predicciones” y les pidid que compararan sus respuestas
con sus predicciones personales a fin de que cada uno
tomara conciencia de las ideas que debia modificar. Esta
etapa es muy importante para el aprendizaje.

En clases posteriores se realizaran problemas de lapiz y
papel; se les propondra resolver en grupo Problema Ricos
en Contexto [27] referidos al tema en cuestion; luego
defenderan sus resultados con fundamento cientifico ante el
resto del alumnado y del docente.

explicitamente sobre el comportamiento de la sustancia una
vez alcanzado la ebullicion, a pesar que todos realizaron

correctamente las graficas de temperatura en funcién del

I11. CONCLUSIONES

tiempo, sélo un grupo menciona que la temperatura

permanecerd constante. En la puesta en comin la docente
hace hincapié en la parte del grafico correspondiente a la
ebullicion, justificando qué sucede durante ese proceso.

En este laboratorio se pretende solamente incorporar el
concepto de calor especifico y los cambios que se producen
cuando se transfiere energia por calor fuera de los cambios

Por las respuestas a la pregunta de las predicciones
podemos inferir que los alumnos sabian que la temperatura
aumenta si colocamos el vaso con liquido sobre el mechero,
pero sélo unos pocos tenian la idea de que ésta aumentaba
solo hasta un cierto limite. La experiencia les mostré que la
temperatura alcanza un valor maximo en el momento en

de fase. Se les presenta el hecho de que la temperatura se
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que comienza la ebullicién. Este sera el punto de partida
para la proxima experiencia de laboratorio.

La forma aproximadamente lineal obtenida para el
primer tramo de la grafica de temperatura en funcién del
tiempo, permiti6 introducir adecuadamente el concepto de
calor especifico. Las respuestas de los distintos grupos a las
preguntas 2, 3 y 4 de la “Hoja de Resultados” muestran un
buen nivel de interpretacion de los conceptos tratados.
Lamentablemente, se utiliz6 leche descremada y las
diferencias entre las graficas de ésta y el agua son
demasiado pequerias para ser detectadas en esta experiencia
sencilla.

Esta falla en el disefio de la experiencia dificult6 la tarea
del docente para que los estudiantes entiendan que el calor
especifico es propio de cada sustancia.

De acuerdo a los resultados obtenidos, pensamos que
esta experiencia de laboratorio, basada en el Aprendizaje
Activo de la Fisica, ademés de favorecer el aprendizaje
significativo, contribuyd para a que los estudiantes
interpreten los cambios de energia que se ponen en juego en
un sistema antes y durante un cambio de fase.

Por ultimo, estamos convencidos que esta metodologia
ayudara a integrar los conceptos referidos a la energia
dados en primer afio con los tratados en segundo afio acerca
de la transferencia de energia por calor, favoreciendo asi
una vision mas amplia e integrada de la ciencia y de la
fisica en particular.
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ANEXO

TRABAJO DE LABORATORION°1

Cambios en la energia de un sistema en el caso del aumento de temperatura y en los cambios de fase de diferentes
sustancias cuando se transfiere energia por calor

- Analizar la relacion entre la transferencia de energia por calor entregada y la temperatura para:

a)  masas diferentes de una misma sustancia

b)  masas iguales de distinta sustancia.

- Expresar cualitativamente la conservacion de la energia durante el proceso de cambios de estado de una sustancia.

Materiales a utilizar: Vasos de precipitados, termdmetro, mechero, tela de amianto, tripode, soporte, balanza, cronémetro,
agua y leche o agua con azUcar.

Para realizar esta experiencia sera necesario que enciendan el mechero y coloquen sobre el fuego sélo la tela de amianto
para que se temple durante dos o tres minutos. Tomaran nota de la temperatura ambiente del laboratorio. Mediran cémo
varia la temperatura de distintas cantidades de masa de agua y de cantidades de masas iguales de distintas sustancias en el
transcurso del tiempo, cuando se colocan sobre el mechero. Mantendran a éste encendido durante toda la experiencia y la
Ilama con la misma intensidad. EI termdmetro no debera tocar las paredes ni el fondo del recipiente, como indica la figura.
Primero realizaran las predicciones que se detallan a continuacién. Luego llevaran a cabo la experiencia registrando los
resultados para analizar y contrastar con sus predicciones. Por Gltimo elaborarén sus conclusiones.

Hoja de Predicciones
1.- A dos masas iguales de sustancias diferentes, inicialmente a igual temperatura, se las coloca sobre mecheros
encendidos. El tiempo que necesitan para llegar a la misma temperatura final ¢es el mismo?, justificar.

2.- Dadas 100 g y 200 g de una misma sustancia ¢cual necesita mas tiempo para alcanzar la misma temperatura?, justificar.

3.- Si ahora cada una las masas anteriores se las deja el mismo tiempo sobre mecheros encendidos ¢cuél recibe méas
energia?, justificar.

4.- Teniendo en cuenta el funcionamiento del mechero explicar cémo transfiere energia a la sustancia.

5.- ¢ Qué ocurre con la temperatura una vez que la sustancia hierve (ha alcanzado el punto de ebullicidn)?, justificar.

6.- Trazar una grafica cualitativa de la variacién de la temperatura en funcion del tiempo. Explicar brevemente por qué las
dibujaste asi. ¢ Hay diferencias en estas graficas cuando se cambia de sustancia?

7.- Al comparar agua con una solucién de agua con azlcar o con leche ;Cuél de ellas crees que hervira a menor
temperatura? ;Y si pusieras aceite o alcohol?
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8.- Al tomar como sistema solamente la sustancia, ¢es posible estimar la energia que absorbe cierta sustancia para elevar su
temperatura?, ¢de qué factores depende?

Hoja de Resultados

Esta hoja te va a servir para estudiar. Haz en ella todas las anotaciones que creas conveniente.
Actividades a realizar.

e  Primera parte:
Colocar 100g de agua de la canilla en un vaso de precipitados. Introducir en dicho vaso un termdmetro. Leer la temperatura

y luego calentar con el mechero el vaso de precipitados, y se sugiere tomar la temperatura cada minuto. Continuar la lectura
hasta registrar tres veces la misma temperatura. Registrar en la Tabla 1. Sacar el vaso de precipitados del fuego, tirar el
agua y recordar NO apagar ni modificar el fuego.

TABLA1

t (min)
T(C)

Confeccionar un gréafico de temperatura en funcidén del tiempo para los 100g de agua.

Teo)

[
»

t(min)

e  Segunda parte:
Colocar 200g de agua de la canilla en otro vaso de precipitados. Seguir los mismos pasos que en la primera parte, sélo que

tomando la temperatura en intervalos de dos minutos.

TABLA?2

t (min)
T(°C)

Representar en el mismo grafico anterior, de temperatura en funcion del tiempo, los valores correspondientes a la tabla 2.
Sacar el vaso de precipitados del fuego, tirar el agua y recordar NO apagar ni modificar el fuego.

e  Tercera parte:
En otro vaso de precipitados coloquen 100g de leche o de una solucién de azlcar en agua, (para prepararla cologuen

aproximadamente volumenes iguales de agua y azucar). Repetir el procedimiento anterior.
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TABLA 3

t (min)
T (°C)

En el mismo gréfico anterior, representar los valores de la tabla 3, con un nuevo color. Sacar el vaso de precipitados del
fuego, tirar el agua azucarada o leche y ahora si apagar el mechero.

CONCLUSIONES

1.- Comparar los gréaficos obtenidos con los de tu prediccién.

2.- ¢Qué conclusién se puede extraer de comparar las graficas correspondientes a la primera y segunda parte?

3.- ¢ Qué se puede decir al comparar las graficas correspondientes de la primera parte y la tercera parte?, ;hay diferencias?
4.- ;Qué se puede decir de los calores especificos del agua y de la solucién de azlcar o leche? ¢Podrias estimar el valor del
calor especifico de la solucion a partir de los datos que se tiene?

5.- ¢Es posible estimar la energia que absorben las sustancias tomando como datos sélo las medidas obtenidas? Si no es asi
;qué se deberia saber? ¢Hay alguna manera de saber cuénta energia es transferida por minuto? ;Qué otros efectos deberian
tenerse en cuenta?

6.- Al tomar como sistema solamente la sustancia ;Como plantearias la ecuacién de conservacion de la energia?, ;te parece
adecuada para ésta experiencia?, si no es asi ¢como la escribirias ahora?, (piensa la situacion en la cual se esta lejos del
punto de ebullicion y durante la ebullicion).
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Resumen

En este trabajo realizamos un estudio tedrico-experimental de la propagacién de ondas térmicas en el suelo. Se discute
la potencialidad de usar tubos enterrados como alternativa de acondicionamiento térmico de ambientes. En particular se
realiza un estudio de las propiedades térmicas del suelo en la Provincia de Buenos Aires, Argentina, con el objeto de
evaluar la posibilidad de aprovechar la energia geotérmica del suelo, a poca profundidad, como sistema de
acondicionamiento térmico de ambientes. El presente experimento permite determinar la difusividad y la conductividad
térmica del suelo, es de bajo costo y facil de realizar. Esta actividad puede ser Util para conectar aspectos de la fisica
bésica con la solucién de un problema tecnoldgico de mucha implicancia ambiental, politica y econémica.

Palabras clave: Ecuacion de Fourier-Biot del calor, experimentos de bajo costo, propiedades térmicas, sistema de
acondicionamiento de ambientes, intercambiadores tierra-aire, ahorro energético y reduccion de emisiones de gases de
invernadero.

Abstract

In this paper we carry out a theoretical and experimental study of thermal wave propagation in soil. We discuss the
potential use of buried pipes as an alternative thermal conditioning of environments. In particular, we study the thermal
properties of soil in the province of Buenos Aires, Argentina, in order to evaluate the possibility of using geothermal
energy from the ground, at shallow depth, as thermal air conditioning system. The present experiment allows us to
determine the diffusivity and thermal conductivity of the soil. It is low cost and easy to perform. This activity can be of
use to connect aspects of basic physics with the solution of a technological problem of great environmental, political
and economic implication.

Keywords: Fourier-Biot equation, heat waves, low-cost experiments, thermal properties, air conditioning system,

ground-air heat exchangers, saving energy and reducing greenhouse gas emissions.

PACS: 88.10.Cn, 88.05.Ec, 07.05.Bx, 44.10.+i,72.15.Eb, 91.35.Dc, 01.50.My, 01.90.+g

I. INTRODUCCION

Un objetivo deseable de los cursos de fisica para las
carreras de ingenieria es, que ademas de introducir los
fundamentos de la disciplina y lograr cierta capacidad
operativa en el uso de las leyes fundamentales, ilustre como
esta disciplina puede utilizarse para solucionar algunos
problemas préacticos. Estas aplicaciones resultan mas
atractivas y motivadoras si ellas contribuyen a resolver
problemas de alto impacto social.

Uno de los grandes desafios del siglo XXI es satisfacer
las crecientes demandas de energia del mundo, incluir a
vastos sectores sociales de bajos recursos en el uso de la
energia y al mismo tiempo disminuir las emisiones de gases
de efecto de invernadero (GEI) [1, 2]. Hay evidencias cada
vez mas claras de que el calentamiento global que esta
experimentando la Tierra tiene causas antropogénicas. Por
lo tanto, es necesario que disminuyamos nuestras emisiones
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de GEI y hagamos un uso més racional y eficiente de la
energia [1, 2].

En Argentina, el consumo de energia en edificios
(viviendas, instalaciones comerciales y publicas) es de
aproximadamente 30% del total. De este consumo
alrededor del 50% se wusa en viviendas para
acondicionamiento de aire, calefaccion y refrigeracion. Por
lo tanto, al menos el 15% del consumo energético total del
pais, se emplea en acondicionamiento térmico. En los
EE.UU. el consumo de energia en edificios es de alrededor
del 40%. Se estima que la proporcion de energia usada en
acondicionamiento térmico de interiores es superior al 20%
de toda la energia usada en ese pais. Desde luego
dependiendo del tipo de clima, del tamafio, caracteristicas
de la construccién y prestaciones de los edificios, la
fraccion de energia que se usa en acondicionamiento
térmico del aire interior varia de lugar a lugar, pero en
general es una fraccion muy significativa [2]. Dada la
magnitud de estos consumos es preciso explorar todas las
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alternativas para hacer un uso mas racional y eficiente de
los recursos energéticos disponibles y disminuir nuestras
emisiones de GEI. Creemos que acercar a los estudiantes de
ciencia y tecnologia a esta problematica es enriquecedor,
estimulante y al mismo tiempo ilustrativo de como la
ciencia puede hacer aportes esenciales para contribuir a
resolver esta encrucijada social, politica y econdmica,
asociada con el uso de los recursos energéticos, que nos
incumbe a todos.

La Tierra se comporta como un gran colector y
acumulador de energia. El suelo posee muchas propiedades
térmicas interesantes debido a su alta capacidad calorifica y
gran aislamiento térmico. Con una densidad media de 1800-
2500kg/m®, un calor especifico de 920J/kg.K y una
conductividad térmica media de 0.3W/m.K (comparada con
0.58W/m.K para el agua y 380W/m.K para el cobre); da
como resultado que la capacidad térmica volumétrica del
suelo es de alrededor de 2MJ/m°>.K comparada con
4.5MJ/m K para el agua. Por lo tanto, es posible considerar
al suelo como un gran acumulador de calor. Por otra parte,
su baja conductividad térmica hace que la penetracién del
calor en el suelo sea muy lenta, al igual que su
enfriamiento.

Todo esto conduce a que las variaciones diurnas de la
temperatura no penetren més alla de 0.5m, y las variaciones
estacionales no superen una profundidad de 2 a 4m. Més
alla de estas profundidades, la temperatura de la Tierra se
mantiene constante en el tiempo. El valor de esta
temperatura es generalmente igual al valor medio de la
temperatura anual de la superficie. En el caso de la zona
central de Argentina, esta temperatura es del orden de
17.5°C. Lo interesante es que esta temperatura es muy
préxima a la temperatura de confort a lo largo de todo el
afio. A profundidades mayores, entre una decena de metros
y unos pocos kilémetros, hay un gradiente térmico de unos
20 a 30K/km [3]. De modo que si se pudiese hacer circular
el aire a través de tubos enterrados, antes de llegar al
interior de los edificios y viviendas, la tierra podria
utilizarse como sistema de acondicionamiento térmico
natural del aire con el consecuente ahorro de energia y
disminucion de emisiones de GEI [4, 5, 6, 7].

El potencial térmico de la tierra puede ser explotado
convenientemente utilizando dispositivos arquitecténicos y
estructurales adecuados. Algunos esquemas se ilustran en la
Fig. 1.

Estas propiedades térmicas del suelo no son nuevas,
ellas se han venido usando por siglos en las bodegas de
almacenamiento de alimentos y en viviendas subterraneas
en muchos lugares de la costa mediterranea y en el norte de
Africa [4]. De hecho nuestros antepasados pudieron
sobrevivir varios periodos de glaciaciones de la Tierra,
utilizando las cavernas como refugios térmicos adecuados.
Por otro lado, los sistemas de taneles de aire en la tierra
fueron y son utilizados por muchas culturas. Ademas, son
conocidas las virtudes de las viviendas construidas en
cuevas en el sur de Espafia y Grecia, muy elogiadas por su
"frescura" y "calidez". Muchas de estas viviendas se han
transformado en Boutique Hotel de esas regiones del
mundo [8].
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Tubos en agua

FIGURA 1. Diferentes esquemas que pueden utilizarse para el
acondicionamiento térmico de viviendas utilizando la energia
geotérmica [4, 5, 6, 7].

El acoplamiento térmico del suelo con el interior de las
viviendas o edificios puede logarse por distintos medios,
tanto directos como indirectos, ver Fig. 1. Un modo directo
de acoplamiento consiste en hacer circular el aire
directamente por los tubos enterrados antes de entrar a la
vivienda. Un acoplamiento indirecto se puede lograr
haciendo circular agua por los tubos enterrados y utilizar un
intercambiador de calor, opcionalmente asociado con una
bomba de calor, para el acondicionamiento de aire interno
[5, 6].

El régimen de temperaturas a profundidades de unos
pocos metros es muy estable, con sélo una pequefia
variacion estacional, y sin fluctuacion diurna. Esto se debe
al hecho de que las ondas térmicas se amortiguan tanto mas
rapidamente cuanto mayor es su frecuencia. El objetivo del
presente trabajo es explorar las caracteristicas basicas de las
ondas térmicas, diarias y anuales, en la Tierra.

Como discutiremos méas adelante, las fluctuaciones
térmicas diurnas (ciclo de un dia) disminuyen en menos de
0.5m.

Por su parte, las ondas anuales (ciclo de un afio) se
atenllan mas profundamente, 2 a 4m. La gran masa y
capacidad térmica del suelo posibilita utilizarlo como
sumidero y fuente de energia, tanto para refrigeracion como
para calefaccion.

En las Sec. Il se presenta una sintesis de modelo tedrico
para describir las ondas térmicas en el suelo, en la Sec. Il
se discute el arreglo experimental propuesto y en la Sec. IV
se discuten los resultados obtenidos.

1. MODELO TEORICO

El calor se transfiere basicamente por tres procesos
distintos: Conduccion, conveccion y radiacion. En el caso
del suelo, a poca profundidad el principal mecanismo de
transferencia de calor es la conduccion. Para ser mas
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especificos, consideramos un modelo unidimensional de
conduccidn de calor, consistente en una barra, rodeada de
un material aislante, de modo que el mecanismo principal
de propagacion de calor por la misma sea la conduccion.
Tomamos el eje x coincidente con el eje de la barra. Este
modelo también podria aplicarse a un volumen semi-
infinito, expuesto a una fuente de calor extensa, de modo
que la Unica dimension relevante del problema es definida
por el eje x, perpendicular a la cara expuesta a la fuente
térmica. La fisica de este problema viene descripta por la
ecuacion general de difusion del calor o ecuacién de
Fourier Biot [9, 10, 11]:

2:
I _ o1 (1)
ot ox?2

donde T(x, t) es temperatura del elemento infinitesimal, en
un dado instante t, ver Fig. 2 y k es la difusividad del
material, que depende de la conductividad térmica K,
densidad p, y calor especifico ¢c. De modo que k=K /c.p.

El término dT/dx es el gradiente térmico.

W _ g T
= p -
dt dt

S Je o

FIGURA 2. Transmision de calor unidimensional a través de un
elemento infinitesimal de materia de espesor dx, densidad p y
calor especifico ¢. dQ/dt es el calor que fluye del elemento
infinitesimal por unidad de tiempo.

Ondas térmicas unidimensionales

Consideremos el caso de una barra de longitud L, con su
extremo izquierdo en contacto con una fuente térmica que
tiene una temperatura que varia como:

T, (t) =T cos(wpt + ) + T,y )

donde T2 es la amplitud de la oscilacién térmica alrededor

del valor medio Ty, w~= 24, es la frecuencia angular, po
su periodo y ¢ la fase inicial de la oscilacion. Este modelo
también se puede utilizar para describir un sistema semi-
infinito unidimensional, por ejemplo la Tierra, donde la
fuente de calor es la superficie, que es calentada por el Sol.
En este caso el eje x es vertical y penetra en la Tierra.
Consideremos en primer término el caso estacionario,
de una fuente térmica de temperatura constante, Ty, y con
el otro extremo (x=L), a una temperatura fija igual a Too. En
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estado estacionario, es de esperar que la temperatura de la
barra venga descripta por una funcién Ty(x) dada por:

Tb(x):Tbo—(TbOITOO)x=TbO—m~x, ©)

donde Ty es la temperatura del extremo izquierdo, contiguo
a la fuente térmica, que supondremos coincide con la
temperatura ambiente en el caso de la Tierra. En este
andlisis despreciamos las pérdidas de calor por otros
mecanismos, como ser conveccion o radiacion, pues
suponemos que la aislacion térmica de la barra minimiza las
pérdidas por otros mecanismos de transmision del calor. En
el caso de la Tierra, esta simplificacion esta bien justificada,
ya que el Sol, que actiia como la fuente de calor, calienta
por igual toda la superficie y el calor se propaga en la
direccion vertical, de idéntica forma para todos los
elementos de suelo que sean adyacentes.

Volviendo al caso en que la temperatura del extremo
izquierdo esté sometida a una temperatura oscilante, o que
la superficie del suelo esté sometida a variaciones de
irradiacion por parte del Sol, la ecuacion de difusién del
calor viene dada por la Ec. (1). Definimos la temperatura
normalizada &x, t) = T(x, t) — Ty(x), donde Ty(X), viene
dada por la Ec. (3), siendo T,(x) la temperatura promedio
temporal de la barra en la posicién x. La ecuacion que debe
satisfacer (x, t) es:

80 106
g9 2%, )
o’ ket

yaque 0°T,/ox* = 0. La Ec. (4) es una ecuacion diferencial

lineal que puede resolverse por separacion de variables
[12]. Su solucién para condiciones de borde periddicas,
puede escribirse como [11, 12]:

O(x,t)= Ay exp(—x/ ;) cos(at + X/ 1y + ). (5)

Esta expresion representa una onda térmica atenuada que se
propaga con velocidad vg hacia la derecha (=) o hacia la
izquierda (+), dependiendo del signo del argumento de la
funciébn coseno. Aqui o representa la distancia
caracteristica de penetracion de la onda. Reemplazando (5)
en (4) obtenemos:

I S (6)
Ho \| @, 'z 2
y
g =2t @
A
donde

A =4 -kp, = 27sy = longitud de onda.  (8)
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La velocidad de propagacion de la onda es:

voz\/47r-k/p0=\/2ka)0=§, 9)

0

De este modo, la expresion (5) también puede escribirse
como:

0(x,t)= A(X) cos(x/ 1, = ayt + @, ), (10)

con

AX) = Ay exp(=x/ ). (11)
La Ec. (10) describe una onda viajera, con amplitud
decreciente. Las constantes A, y ¢, dependen de las
condiciones de borde del problema. A(x) es la amplitud de
la onda a la distancia x. El pardmetro u, =A/2x tiene las
unidades de longitud y es indicativo de la longitud
caracteristica a la que penetra la onda térmica. Para x=0:

O(x=0,t)= A, cos(wyt + ¢, )- (12)
Es decir, en el punto x = 0 tenemos que la temperatura
oscila periédicamente con frecuencia ay=2/p,.

Segin la Ec. (10), una onda térmica penetra con
amplitud apreciable, distancias del orden de 4 o0 sea de
unas pocas longitudes de onda. La amplitud se atentia a 1/e?
~0.135 (13.5%) de su valor inicial para una distancia
x=2.1p=0.32 1.

Segun las Ecs. (6) y (9), a medida que el periodo p, de
la onda es mayor, mayor sera la penetracion de la onda
térmica y menor su velocidad de propagacion. Asimismo, la
onda térmica penetra tanto méas y viaja mas rapido cuanto
mayor sea la difusividad del material (k). Este resultado
explica por qué las variaciones diarias de temperatura sélo
penetran en el suelo a unos 50cm (con Kierra ~ 3.8M?/s'y po =
24h resulta 1 ~ 10cm), en cambio las variaciones anuales
(po = 365 dias) penetran en la Tierra hasta unos 4 0 5m (uy~
2m y A= 8m) [13, 14], las temperaturas asociadas a la
Gltima era glacial (po = 10000 afios) estarian entre unos 200
a 300m de profundidad. De este modo, en las profundidades
de la Tierra, quedan registradas las temperaturas del pasado
[11, 13].

I11. EXPERIMENTO

Para este experimento se utilizd una sonda de plastico de
35cm de longitud. Se realizaron cuatro perforaciones
equiespaciadas a lo largo del eje x, eje vertical, en las cuales
se introdujeron los sensores térmicos (termistores NTC).
Un sensor de temperatura se coloc6 a 4cm sobre la
superficie del suelo para que registre la temperatura
ambiente.
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FIGURA 3. Arreglo experimental para medir las ondas térmicas
del suelo a diversas profundidades.

Finalmente se introdujo la sonda en el suelo, a la intemperie
y a su alrededor se le colocd arena. Las temperaturas se
monitorearon usando un sistema de adquisicién de datos
conectado a una computadora personal (PC). Se estudié la
propagacién de las ondas a lo largo de varias semanas. Sin
embargo con datos tomados a lo largo de 3 o 4 dias, ya se
puede ver las caracteristicas basicas de este proceso. En la
Fig. 3 se muestra un diagrama esquematico del arreglo
experimental.

IV. RESULTADOS

La tasa de medicion utilizada para registrar las temperaturas
fue 60s. La Fig. 4 ilustra los resultados de &(x, t) = T(x, t) —
Tb(X).

Se observa que el calor se propaga en forma de ondas,
con amplitudes decrecientes. El termémetro que se
encuentra mas cerca de la superficie de la tierra (curva azul)
tiene mayor amplitud que aquellos que estan mas alejados.

El célculo de la constante de difusividad se realiz6
mediante dos métodos diferentes [11], midiendo la
atenuacion de la amplitud térmica en funcion de la
profundidad y midiendo la velocidad de propagacion de la
onda térmica. En la Fig. 5 se muestran los resultados
obtenidos analizando la variacion de la amplitud de la onda
como funcion de la profundidad. En esta figura se
representd el logaritmo de la amplitud méxima de cada
termometro como funcién de su posicion (profundidad).
Como se ve, la dependencia de In(A(x)) como funcion de la
profundidad (x) es aproximadamente lineal, en
concordancia con la prediccion del modelo, Ec. (11). La
pendiente de la recta que mejor se ajusta a los datos
experimentales, es la inversa de la distancia de penetracion
de la onda, po, a partir de la cual se pudo obtener la
constante de difusividad térmica mediante la Ec. (6), donde
Po s igual a 24hrs.
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Otro método para determinar k consiste en medir la
velocidad de propagacion de la onda térmica. Para ello se
determina el tiempo, t, en el que la onda térmica pasa por
un maximo (o minimo) para cada termémetro. Se graficé la
posicion x de cada termdmetro en funcion del tiempo, t, que
demoro la onda en llegar a cada uno. La Fig. 6, muestra los
resultados obtenidos.

z=6.5cm

O P e P
t(hs.)

FIGURA 4. Variacion de la temperatura en distintas posiciones
(profundidades) de la sonda como funcion del tiempo. Los valores
méaximos y minimos para los distintos termdmetros, se alcanzan
en distintos tiempos.

En la Fig. 6 la pendiente de la linea recta es la velocidad de
propagacién de la onda en el suelo, vy, a partir de cuyo
valor se pudo obtener el de la constante de difusividad, Ec.

).
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FIGURA 5. Logaritmo de la amplitud térmica méxima en funcion
de la posicidn, x, desde la superficie de la tierra hasta cada uno de
los termémetros.
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FIGURA 6. Grafico del perfil de profundidad en funcion del
tiempo que tardé en producirse la maxima temperatura en cada
uno los termémetros. La linea indica la tendencia lineal que
describen los puntos.

Los valores obtenidos de la constante de difusividad
térmica, determinados por ambos métodos, se muestran en
la Tabla I, con sus respectivos errores. También en esta
tabla se encuentra el valor tabulado de los coeficientes de
difusividad térmica para la arcilla y para la arena.

TABLA 1. Tabla comparativa entre los valores de los coeficientes
de difusividad térmica tabulados para la arena y para la arcilla y los
hallados experimentalmente por los dos métodos propuestos.

Coeficiente k k k
de experimental tabulado tabulado
difusividad ~ (m?/sx 10°) (arcilla) (arena)
térmica (m¥sx10%  (m%sx10°)
Me(t:;o L 044320002 0.26-0.4 0.296-0.521
Me(t\cl’c)'o 2 0.4+0.1 0.26-0.4 0.296-0.521
0.
Me’g; ‘I:a'or 0.443+0.002 0.26-0.4 0.296-0.521

La Fig 7, muestra las temperaturas promedio en funcion de
los meses desde el afio 1944 al 2010. En este grafico se
pueden observar tres curvas: La de color rojo representa las
temperaturas medias; la de color naranja representa las
temperaturas maximas y la de color verde representa las
temperaturas minimas. Por ultimo, la linea recta de 17.7°C de
color violeta, que representa la temperatura promedio anual
de Buenos Aires.
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FIGURA 7. Gréfico de las temperaturas (minima, media y maxima)
en funcion de los meses del afio, desde 1944 al 2010. La curva roja
representa la temperatura media mensual. Las otras curvas son la
variacion de la temperatura maxima y minima media mensual. La
linea horizontal representa la temperatura media anual.
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FIGURA 8. Variacion de la temperatura del suelo para distintas
profundidades, para el invierno (curva rosa) y verano (curva verde).

Tomando como base las temperaturas histéricas de Buenos
Aires, ajustamos los valores de los parametros Ay(=T. —T, )

y ¢, con py=365 d, de las Ecs. (2) o (12), de modo de
reproducir las temperaturas medias mensuales de la Fig. 7. El
valor de la constante de difusividad térmica, k, es el
determinado en este estudio, Tabla I. Usando las Ecs. (10) y
(11), obtenemos los perfiles térmicos asociados a un dado
momento t, como los ilustrados en la Fig. 8. Esta figura
muestra la variacién de la temperatura en funcién de la
profundidad, x, para dos meses del afio enero (verano) y julio
(invierno), de la onda de calor en la Tierra generada por la
variacion anual de temperatura. En esta figura se puede
observar que a una profundidad de aproximadamente 2.5m,
en invierno puede haber una temperatura de 19.5°C y en
verano una temperatura de 16°C. En otras palabras, a esta
profundidad se produce una inversion térmica; estd mas
caliente que el promedio en invierno y viceversa, mas frio
que el promedio en verano. Por consiguiente, esta es la
profundidad oOptima donde seria conveniente enterrar los
tubos para optimizar el intercambio térmico con los
ambientes interiores [5].
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V. CONCLUSIONES

Este trabajo ilustra un sistema experimental sencillo y de
bajo costo, para estudiar ondas térmicas en la Tierra y
determinar la constante de difusividad del suelo. Los
resultados de difusividad se comparan bien, con los
tabulados para la arcilla y la arena.

Se observa que las ondas de calor se propagan con una
velocidad finita a través del suelo. Para las ondas anuales,
verano-invierno, su velocidad es tal, que ellas demoran
unos 6 meses en recorrer un par de metros. La amplitud de
la onda térmica se va atenuando a medida que aumenta la
profundidad. A una profundidad del orden de 2m, se
produce una inversion de temperatura. En verano, a esta
profundidad, encontramos el terreno mas frio que su valor
medio anual y viceversa, en inviernos esta zona del suelo
estd mas caliente. De modo que esta region de suelo se
convierte en un lugar Optimo para colocar un
intercambiador térmico con el interior de las viviendas, que
podria usarse por si mismo, o acompafiado de una bomba
de calor, en un acondicionador de aire muy interesante de
explotar.

Este experimento ilustra que es factible el uso de calor
geotérmico para el acondicionamiento térmico de
ambientes interiores de viviendas y edificios, con un ahorro
considerable de energia y disminuyendo las emisiones de
gases de efecto de invernadero.

AGRADECIMIENTOS

Los autores desean expresar su agradecimiento a Federico
Ariganello por su participacion en las primeras fases de este
proyecto. Agradecemos la lectura del manuscrito y las
sugerencias realizadas por A. E. Schwint. Asimismo
agradecemos la colaboracion de Oscar Romanelli y Javier
de Fernandez Vazquez en la construccion del dispositivo
experimental.

REFERENCIAS

[1] World Meteorological Organization, Intergovernmental
Panel on Climate Change (IPCC), Fourth Assessment
Report: Climate Change (2007).
<http://www.wmo.int/pages/partners/ipcc/index_en.html>,
consultado el 10 de Diciembre de 2011.

[2] Mastrandrea, M. D. and Schneider, S. H., Resource
Letter GW-2: Global Warming, Am. J. Phys.76, 608-614
(2008).

[3] Geothermal gradient, de Wikipedia,
<http://en.wikipedia.org/wiki/Geothermal_gradient>,
consultado el 20 de Diciembre de 2011.

[4]  Arquitectura  subterranean, de  Wikipedia,
<http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr%oC3%A
1nea>, consultado el 15 de Diciembre de 2011.

http://www.lajpe.org


http://www.wmo.int/pages/partners/ipcc/index_en.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Geothermal_gradient
http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr%C3%A1nea
http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr%C3%A1nea

[5] Ground-coupled heat exchanger, de Wikipedia,
<http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr¥oC3%A
1nea>, consultado el 20 de Diciembre de 2011.

[6] Earth Cooling Tubes,
<http://www.energysavers.gov/your home/space heating ¢
ooling/index.cfm/mytopic=12460>, consultado el 20 de
Diciembre de 2011.

[7] Sharan, G., Earth Tube Heat Exchangers for
Environmental Control of Farm Buildings in Semi-arid
Northwest India, (IIM Ahmedabad, India, 2008).

[8] Underground living, de Wikipedia,
<http://en.wikipedia.org/wiki/Underground living>,
consultado el 22 de Diciembre de 2011.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

105

Acondicionamiento Térmico de Aire Usando Energia Geotérmica
[9] Giancoli, D. C., Fisica - Principios con Aplicaciones,
(Prentince Hall, México, 1997).

[10] Cengel, A., Heat transfer, a practical approach, (The
Mc Graw-Hill Co., N.Y., 2003).

[11] lannelli, L. y Gil, S., Ondas de Calor, Determinacion
de temperaturas del pasado, Lat. Am. J. Phys. Educ. 6, 82-
88 (2012).

[12] Spiegel, M. R., Advanced Mathematics for Engineers
and Scientists, (McGraw Hill, N.Y., 1980).

[13] Pollack, N. y Chapman, D. S., Underground Records
of Changing Climate, Scientific American 268, 44-50
(1993).

[14] Redfield, C., Terrestrial Heat Flow through Sal-Marsh
Peat, Science 148, 1291-1292 (1965).

http://www.lajpe.org


http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr%C3%A1nea
http://es.wikipedia.org/wiki/Arquitectura_subterr%C3%A1nea
http://www.energysavers.gov/your_home/space_heating_cooling/index.cfm/mytopic=12460
http://www.energysavers.gov/your_home/space_heating_cooling/index.cfm/mytopic=12460
http://en.wikipedia.org/wiki/Underground_living

Dificultades en la aplicacion del célculo diferencial
la resolucion de problemas del
trabajo efectuado por un gas ideal: Conceptos y

e integral en

teoremas en accién

Manuel Sebastian Alvarez Alvarado
Instituto de Ciencias Fisicas, Escuela Superior Politécnica del Litoral, Campus Gustavo
Galindo Km.30.5 Via Perimetral, Apartado 09-01-5863, Guayaquil, Ecuador.

E-mail: Manuel.alvarez.alvarado@ieee.org

(Recibido el 11 de Diciembre de 2011; aceptado el 13 de Marzo de 2012)

Resumen

Este trabajo se enfoca en los campos conceptuales de Vergnaud y el objetivo fue determinar los conceptos en accion y
teoremas en accion que tienen los estudiantes cuando aplican el calculo diferencial e integral en la resolucién de
problemas del trabajo efectuado por un gas ideal. Para el estudio realizado se contd con la participacion de treinta
estudiantes registrados en un curso de fisica basico con calculo en el tdpico de trabajo, calor y temperatura y para esto se
tiene como prerrequisito el calculo diferencial y como correquisito el calculo integral. Se propuso un problema que
consistia en calcular el trabajo neto efectuado por un gas ideal, el cual fue resuelto por los estudiantes, esto involucro el
uso del célculo diferencial e integral y de acuerdo a las resoluciones del problema se establecieron los conceptos en
accion y teoremas en accion equivocados y estos se presentan principalmente en la obtencién de datos en funcion de los
datos dados en el problema y se concentran mas en el dominio del calculo diferencial e integral, asi como la aplicacion
directa de las ecuaciones sin entender el fendmeno fisico que este involucra.

Palabras clave: Fisica, Campos conceptuales de Vergnaud, Trabajo efectuado por un gas ideal.

Abstract

This work focuses on Vergnaud's conceptual fields and the objective was to determine the concepts and theorems in
action in action with students when they apply differential and integral calculus in solving problems of the work done by
an ideal gas. For the study is counted with the participation of thirty students enrolled in a basic physics course with
calculus on the topic of work, heat and temperature and this has as a prerequisite the differential calculus and integral
calculus as a corequisite. A problem that was proposed was to calculate the net work done by an ideal gas, which was
decided by the students, this involved the use of differential and integral calculus and in accordance with the resolutions
of the problem is set into action the concepts and theorems wrong action and these are mainly presented in the data
collection based on the data given in the problem and concentrate more in the domain of differential and integral
calculus, as well as the direct application of the equations without understanding the physical phenomenon that
involved.

Keywords: Physics, Vergnaud's conceptual fields, work done by an ideal gas.

PACS: 01.40.gb, 01.40.J, 05.70.Ce

I. INTRODUCCION

Ante los problemas que se han suscitado en la actualidad,
con respecto a la comprension del concepto de trabajo
efectuado por un gas ideal, se presenta este trabajo. El
conocimiento de conceptos clave, asi como el dominio de
las matematicas y de la fisica resulta indispensable para el
aprendizaje. Los estudiantes de las diferentes carreras de
ingenieria, de una universidad ecuatoriana que estan
registrados en un curso de fisica basica con célculo, en la
unidad de trabajo efectuado por un gas ideal (dominio de la
fisica), tienen dificultades al momento de resolver
problemas que requieren de la aplicacion del célculo
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diferencial e integral asi como la expresion matematica de
una caracteristica fisica (dominio de las matematicas).

Se generan varios conceptos en accion y teoremas en
accion que resultan no ser correctos y esto afecta de
diversas maneras al estudiante pues impide la construccion
del conocimiento cientifico “correcto”, y obstaculiza la
habilidad de resolucion de problemas que acorde a la teoria
del aprendizaje de Gagne es la habilidad intelectual de mas
alto nivel [1].

El profesor debe de tener siempre presente, que los
conceptos de accion y teoremas de accién incorrectos
afectan en la resolucién de problemas y es parte de la tarea
del profesor poder determinarlos y deben tener los
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esquemas para promover el cambio conceptual asi como lo
indica Gilar R. en su tesis doctoral titulada Teoria del
aprendizaje [2].

[“Dentro de la teoria del aprendizaje se tienen varias
habilidades intelectuales, pero en particular la solucion de
problemas es la habilidad intelectual de mas alto nivel”].

Siendo asi, la resolucién de problemas es la parte mas
dificil de lograr y resulta indispensable usar la teoria de
Vergnaud para determinar concepciones alternativas que
tienen los estudiantes en este caso para la resolucion de
problemas para la determinacion del trabajo efectuado por
un gas ideal, aplicando el célculo diferencial e integral.

Il. TEORIA DE LOS CAMPOS CONCEP-
TUALES DE VERGNAUD

Vergnaud toma como premisa que el conocimiento esta
organizado en campos conceptuales cuyo dominio, por
parte del sujeto, ocurre a lo largo de un extenso periodo de
tiempo, a través de experiencia, madurez y aprendizaje.
Campo conceptual es, para él, un conjunto informal y
heterogéneo de problemas, situaciones, conceptos,
relaciones, estructuras, contenidos y operaciones del
pensamiento, conectados unos a otros y, probablemente,
entrelazados durante el proceso de adquisicion. El dominio
de un campo conceptual no ocurre en algunos meses, ni
tampoco en algunos afos. Al contrario, nuevos problemas y
nuevas propiedades deben ser estudiadas a lo largo de
varios afios si  quisiéramos que los alumnos
progresivamente los dominen. De nada sirve rodear las
dificultades conceptuales; ellas son superadas en la medida
en gue son detectadas y enfrentadas, pero esto no ocurre de
una sola vez [3].

La teoria de los campos conceptuales supone que el
amago del desarrollo cognitivo es la conceptualizacion y es
la piedra angular de la cognicién. Los conceptos clave de la
teoria de los campos conceptuales son, ademas del propio
concepto de campo conceptual, los conceptos de esquema
(la gran herencia piagetiana de Vergnaud), situacién,
invariante operatorio (teorema-en-acciébn o concepto-en-
accion), y su propia concepcion de concepto [4].

Resumiendo, la teoria de los campos conceptuales es
una teoria cognitiva neo piagetiana que pretende ofrecer un
referencial mas fructifero que el piagetiano para el estudio
del desarrollo cognitivo y del aprendizaje de competencias
complejas, particularmente aquellas implicadas en las
ciencias y en las técnicas, teniendo en cuenta los propios
contenidos del conocimiento y el analisis conceptual de su
dominio. Aunque Vergnaud esté especialmente interesado
en los campos conceptuales de las estructuras aditivas y de
las estructuras multiplicativas, la teoria de los campos
conceptuales no es especifica de esos campos, ni de la
Matematica. En Fisica, por ejemplo, hay varios campos
conceptuales — como el de la Mecénica, el de la
Electricidad y el de la Termologia - que no pueden ser
ensefiados, de inmediato, ni como sistemas de conceptos ni
como conceptos aislados. Es necesaria una perspectiva
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desarrollista del aprendizaje de esos campos. Esto mismo es
valido, segiin Vergnaud en Biologia: La comprension de la
reproduccion en vegetales no tiene mucho que ver con la
comprension de la reproduccion en animales o con la
comprension de procesos celulares. La Historia, la
Geografia, la Educacién Fisica, por ejemplo, tienen
igualmente una serie de campos conceptuales para los
cuales los alumnos deben desarrollar esquemas Yy
concepciones especificas. En todos esos casos, el modelo
piagetiano de la asimilacién/acomodacion funciona si no se
intenta reducir la adaptacion de esquemas y de conceptos a
estructuras légicas [5].

Cada estudiante ante una misma situacion tiene un
funcionamiento cognitivo diferente y por lo tanto se pueden
presentar dos escenarios. El primer escenario es que el
estudiante ante una determinada situacion tenga un amplio
repertorio de esquemas que le permita resolver
adecuadamente el problema propuesto. El segundo
escenario es que el estudiante ante una determinada
situacion no tenga un amplio repertorio de esquemas que no
le permita resolver el problema propuesto adecuadamente.

Se puede concluir que la teoria de Vergnaud permite
conocer los conceptos y teoremas en accion al momento
que un estudiante realiza un problema.

Il. METODO

A. Sujetos

Participaron en este estudio treinta estudiantes registrados
en un curso de fisica basica con célculo, en el topico de
trabajo, calor y temperatura, y que siguen las carreras de
ingenieria. Los estudiantes fueron veintidés hombres y
ocho mujeres cuyas edades estaban comprendidas entre los
18 y 19 afios.

B. Tareas y materiales

La tarea instruccional seleccionada para este estudio fue la
unidad de Trabajo realizado por un gas ideal. Este
contenido fue previamente ensefiado a los estudiantes y el
tiempo dedicado a la instruccién fue de dos horas. Los
prerrequisitos para este curso son las asignaturas de calculo
diferencial e integral. Se elabor6 una prueba y el tiempo
dedicado para el desarrollo de la misma fue de 60 minutos
para todos los estudiantes.

C. Procedimiento

Los estudiantes participantes de este estudio realizaron una
prueba escrita que constaba por un problema que consistia
en la determinacion del trabajo efectuado por un gas ideal
el cual era sometido una ciclo constituido por dos procesos
isotérmicos y dos procesos isobaricos. Se les solicité a los
estudiantes que resuelvan el problema y que utilicen las
herramientas matematicas y conceptos fisicos que conocen.
La prueba fue revisada para determinar conceptos en accion
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y teoremas en accién inadecuados una vez realizado esto,
en adicion se entrevist a ciertos estudiantes que rindieron
la prueba para que expliquen con mayor detalle el porqué
de los conceptos en accion y teoremas en accién que
utilizaron.

La resolucion del problema propuesto se muestra en el
Anexo 1.

I11. RESULTADOS Y DISCUSION

El anélisis del proceso de resolucidn de problemas revel6
las siguientes situaciones que se detallan a continuacion con
respecto a los conceptos de accion:

A. Interpretacién del gréafico

De los treinta estudiantes que rindieron la prueba, tres
estudiantes no tenian ninguna idea sobre la representacion
grafica dada en el problema, pues no intentaron resolver el
problema. El resto de los estudiantes comprendian los
procesos que conformaban el ciclo dado, e intentaron
resolver el problema.

Teoremas en accién: Interpretar el gréfico y reconocer
los parametros fisicos que se involucran, permite establecer
un esquema eficaz para establecer una estrategia y asi poder
iniciar la resolucion del problema [6].

Para este caso se presentd un gréafico presién versus
volumen donde se mostraba un ciclo al cual era sometido
un gas ideal. Los ciclos que se pueden dar en un problema
relacionado con trabajo, calor y temperatura van a depender
de los procesos implicitos en el ciclo, esto facilitara aplicar
criterios como la ley de los gases ideales y caracteristicas
de los diferentes procesos.

Si el estudiante no interpreta el grafico dado, él no
podra resolver el problema.

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes indico lo siguiente: “.....no entendia
el gréfico y por eso no hice nada, ya que no sabia como
atacar el problema”.

B. La ley ideal de los gases: ecuacién de estado

De los treinta estudiantes que rindieron la prueba,
veintisiete expresaron de manera correcta la ecuacion de
estado, sin embargo veinte de ellos no lograron deducir la
ecuacion que relaciona a la presion (P), al volumen (V), y a
la temperatura (T) como una constante.

Teoremas en accion: Identificar que la ley ideal de los
gases se refiere a una situacion idealizada, principalmente
para que se cumpla la ecuacidn de estado, pero conocer esto
no basta para la resolucién del problema, pues lo mas

. . ., PV
complicado es poder deducir la ecuacion - = constante
[71. _ _ _
La ecuacion de estado describe normalmente la relacion
entre la presién (P), el volumen (V), la temperatura (T), la

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

108

constante de los gases ideales (R) y la cantidad (en moles)

de un gas ideal (n): PV = nRT. Despejando se obtiene

PV
?an. De esta manera como n y R son constantes

PV :
entonces 7=constante, es decir se puede usar esta

ecuacion para relacionar con diferentes puntos dentro del
ciclo al cual es sometido el gas ideal. Los estudiantes al
final de este andlisis debieron haber llegado a lo siguiente:;
PaVa _ PgVp _ PcVc _ PpVp
T4 Tg _ Tc  Tp

Los estudiantes tienen dificultades para realizar un
analisis matematico como el descrito anteriormente.

Adicionalmente muchos de los estudiantes no podian
encontrar el valor de las temperaturas en funcion de los
datos dados, ya que no realizaban el despeje adecuado
PV =nRT > T =

Los estudiantes deben localizar, definir y expresar
correctamente relaciones acorde a los datos dados y las
ecuaciones conocidas en este caso se refiere a la ecuacion
de estado.

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes expresé lo siguiente: “.....fue facil
escribir las ecuaciones pero no podia dejar una variable en

2

funcion de otra..... .

C. Caracteristicas de isotérmico e

isobarico

los procesos:

De los treinta estudiantes que rindieron la prueba, cinco de
ellos desconocian que era un proceso isotérmico e isobarico
y otros seis estudiantes si reconocian los procesos sin

embargo no podian expresar matematicamente sus
caracteristicas. El resto de los estudiantes no tenian
problema relacionado con las caracteristicas de los
procesos.

Teoremas en accion: Distinguir y reconocer las
caracteristicas de los procesos y poder expresarlos
matematicamente resulta una gran ventaja para la
resolucion del problema, pues con esto se podra obtener
datos desconocidos que son necesarios para llegar a la
solucion.

La caracteristica principal de un proceso isotérmico es
que la temperatura permanece constante y aplicando esto en
la ecuacion que relaciona a la presién (P), al volumen (V), y
a la temperatura (T) como una constante, es posible obtener
relaciones como P,V, = PgVy 0 P;V. = P,V, que son
puntos donde experimentan procesos isotérmicos y asi
obtener algun dato requerido.

Para el caso en el que se tenia un proceso isobarico la
principal caracteristica es que la presion permanece
constante de esta manera es posible obtener valores de
presion en cada punto acorde al grafico dado.

Los estudiantes deben aprender a diferenciar los
procesos y reconocer sus principales caracteristicas para
poder expresarlas matematicamente.

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes expres6 lo siguiente: “.....aunque
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conocia las caracteristicas de los procesos no me acordaba
cual era de cual y no pude expresarlas en forma
matematica”.

D. Diferencial de volumen para el proceso isobarico:
presion constante

De los treinta estudiantes que rindieron la prueba,
diecinueve de ellos expresaron el trabajo efectuado por un
gas ideal como la integral de la presion por un diferencial
de volumen lo cual es correcto, sin embargo de esos
diecinueve solo quince estudiantes resaltaron la principal
caracteristica de un proceso isobarico y lograron deducir
que la presion como es constante puede salir de la integral.

Teoremas en accion: En un proceso isobarico la presién
permanece constante de esta manera al expresar la ecuacion
de trabajo la presion puede salir de la integral. Emplear el
concepto requerido da resultados positivos.

Se define el trabajo efectuado por un gas ideal
w = f(f P dv pero lo més relevante de esto, es reconocer
que para el caso en que se tenga un proceso isobérico la
presion permanece constante siendo asi
W= Pfde = P(V; —V,). Este teorema en accion es una
consecuencia de los anteriores.

Hay que resaltar que el conocimiento de la ecuacién del
trabajo efectuado por un gas ideal no garantiza una
resolucion correcta pues emplear el concepto fisico
requerido permite un desarrollo adecuado para resolver el

problema.
En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes expresé lo siguiente: “.....n0 Sé

porque no saqué fuera de la integral la presion.... No era
tan dificil calcular el trabajo para el proceso isobéarico”.

E. Diferencial de volumen para el proceso isotérmico:
presion en funcién del volumen

De los treinta estudiantes que rindieron la prueba,
veinticinco de ellos al analizar el grafico donde se tenian
procesos isotérmicos, no expresaron la presién en funcion
del volumen para poder determinar el trabajo efectuado por
un gas ideal.

Teoremas en accion: En un proceso isotérmico la
temperatura permanece constante y la presion varia en
funcidn del volumen de esta manera al expresar la ecuacion
de trabajo, la presion no puede salir de la integral [8].
Expresar en bases a conceptos fisicos es clave en este
punto.

Dos estudiantes intentaron resolver la integral, sin
relacionar la presion y el volumen (consideraron como si
fuera un proceso isobérico cuando en realidad era un
proceso isotérmico) y escribieron:
W= ffP dv = Pf(;f dv = P(V; —V,) Este teorema en accion
es una consecuencia de los anteriores.

Considerar que un proceso isotérmico se caracteriza por
mantener su temperatura constante y que la presion varia en

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

109

funcién del volumen, aplicando la ecuacién de estado se
obtiene la expresion PV = nRT - P = %, reemplazando
en la ecuacion del trabajo efectuado por un gas ideal:
w=[flPav =[/"Tav = nRT[In(V;) - In (V,)].

Los estudiantes no logran relacionar matematicamente
los parametros fisicos unos con otros y al final llegan a
pensar que un parametro fisico no tiene nada que ver con
otro lo cual con lleva a concepciones alternas que son
equivocadas.

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes expresé lo siguiente: “.....cuando
determine el trabajo en el caso del proceso isobarico fue
facil pero no me di cuenta que para el proceso isotérmico
no cumplia las mismas condiciones y no resolvi bien”.

F. Tabular los datos

Ningun estudiante tabuld los datos del problema y los datos
obtenidos.

Teoremas en accion: Tabular datos permite una
organizacion adecuada para poder realizar una estrategia y
asi obtener una resolucion adecuada [9].

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes indico lo siguiente: “.....tabular
datos no lo vi necesario pues me toma tiempo y no me
garantizaba éxito en la resolucion del problema”.

Pero después de mostrarle la solucion expresd: “Si
hubiera tabulado los datos quizas no hubiera cometido los
errores que cometi”.

G. Limites de integracion

Solo tres estudiantes llegaron a este punto clave para la
resolucion del problema.

El estudiante uno tomo los limites para calcular el
trabajo entre el tramo AB considerando Viiciar =
Vi & Veina = V3 'y no pudo encontrar una expresion en
funcién de los datos dados, pues V; no es dato del
problema, y esta misma dificultad tuvo para determinar el
trabajo entre los tramos BC & CD.

El estudiante dos para calcular el trabajo entre el tramo
DA eligi6 como limite de integracion Viicia =
Vp & Viint = V4 y €sto es un teorema en accion erroneo
porque acorde al grafico dado en el tramo DA el punto
inicial es el punto D y en el punto final es el punto A.

Teoremas en accion: Los limites de integracion
comprenden todo el sistema del ciclo dado para la
obtencidn trabajo neto efectuado por un gas ideal. Definir
correctamente los limites hard que el valor encontrado sea
correcto o erroneo [10].

En la entrevista posterior a la resolucion del problema,
uno de los estudiantes expreso lo siguiente: “..... estaba
cerca de terminar el problema pero no me percate que si
cogia los limites al revés iba obtener resultados muy
diferentes..... quizas el factor tiempo me jugo una mala
pasada”.
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H. Solucién

La gran mayoria de los estudiantes comenzaron escribiendo
la ecuacion de estado de los gases ideales y junto a ella
escribieron la ecuacion para el calculo del trabajo efectuado
por un gas ideal, sin embargo no sabian que mas hacer.

Solo hubo un estudiante de los treinta fue capaz de
resolver el problema y se le hizo una entrevista y expreso:
“... conozco bastante sobre calculo integral y diferencial
después de todo soy ayudante de esas materias
comprender el fenémeno fisico fue dificil pero la
explicacion brindada antes de realizar la prueba me ayudé
bastante y pude resolver el problema con estrategias que fui
desarrollando para llegar a la solucion.... No sabia nada de
conceptos y teoremas en accion pero desde mi punto de
vista resulta de gran ayuda”.

Esto demuestra que tener presentes los conceptos y
teoremas en accion da excelentes resultados y permite al
estudiante una comprension conceptual adecuada.

Los conceptos en accion que necesitan atencién y por
ende sus teoremas en accion relacionados son:
Interpretacion del gréafico, la ley ideal de los gases:
ecuacion de estado, caracteristicas de los procesos:
isotérmico e isobarico, diferencial de volumen para el
proceso isobédrico: presion constante, diferencial de
volumen para el proceso isotérmico: presion en funcion del
volumen, tabular datos, limites de integracion. En el Anexo
2 en la Tabla 1l se presentan los conceptos en accién y
teoremas en accidn incorrectos.

VIl. CONCLUSION

De todo lo expuesto anteriormente, el principal problema de
los estudiantes es que no tienen presentes conceptos y
teoremas en accién al momento de resolver un problema.
Los estudiantes tienen problemas en el ambito de
interpretacion de graficos de presién vs volumen, acorde a
los resultados este error no ocurre en un gran rango, pero
cuando se trata de identificar, diferenciar caracteristicas y
expresarlas matematicamente aplican conceptos y teoremas
en accion equivocados y esto ocurre una gran cantidad de
estudiantes. De acuerdo a lo observado se puede inferir que
los estudiantes no conocen como aplicar los conocimientos
de calculo diferencial e integral en el contexto de la
resolucion de problemas de fisica. Esto se debe a que los
esquemas de resolucion de problemas del célculo
diferencial e integral no se transfieren adecuadamente a la
resolucion de problemas de fisica con este componente
[11]. Ademas, carecen de esquemas que les permitan
aplicar el conocimiento estratégico a la resolucion del
problema.

Los estudiantes por un lado no han logrado comprender
las definiciones, principios, reglas y teoremas de las
matematicas y por otro lado no han logrado comprender los
conceptos, leyes y principios de la fisica. Ellos simplemente
aplican el conocimiento procedimental que involucra la
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memorizacién de los pasos para determinar la solucién del
problema.

Los estudiantes se centran bastante en el tema del
calculo diferencial e integral y solo desean poder aplicarlo,
pero no se dan cuenta que lo mas importante no es aplicarlo
correctamente, sino mas bien es poder entender el
fenémeno fisico que éste con lleva cuando se resuelven
problemas de fisica, ellos deben aprender a cruzar esa
barrera que llevan, ese pensamiento equivocado, uno de los
estudiantes expreso lo siguiente: “...no es dificil aprenderse
una ecuacion y poder aplicar el célculo integral, lo mas
dificil es aprender a usarla y saber qué significa...por
ejemplo si sé que la integral representa el area bajo la
curva, y se tiene un grafico presion vs volumen, entonces el
trabajo que se presenta como la integral de la presién por
un diferencial de volumen viene representado como el area,
asi el problema se reduce un simple calculo de areas”.

Este estudio permitié analizar las percepciones alternas
que tienen los estudiantes cuando resuelven un problema de
relacionado con el trabajo neto efectuado por un gas ideal, y
al mismo tiempo permitié realizar una investigacion donde
los maestros deben hacer més refuerzo al momento de
resolver y explicar un problema de este tipo.

El siguiente paso es disefiar un material educativo
computarizado en donde se implemente los resultados de
esta investigacion y aplicando el disefio basado en
investigacion se  mejore el material educativo
computarizado y el aprendizaje del proceso de resolucién
de problemas de trabajo neto efectuado por un gas ideal con
calculo diferencial e integral.
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ANEXO 1
Problema propuesto con su respectiva solucion

Un gas ideal se somete a un proceso termodindmico que
consta de dos etapas isobaricas y de dos isotérmicas, como
se muestra en la figura siguiente:

Demuestre que el trabajo neto hecho durante las cuatro
etapas es:

P
Waeto = Pr(V, = V)in ().

GRAFICA 1. Ciclo al cual es sometido un gas ideal.

Solucién:
Un gas ideal se refiere a una situacion idealizada,
principalmente para que se cumpla la ecuacion:

PV = nRT. Q)

Donde:

P: es la presion a la que es sometida el gas cuya unidad
segun el S.1. es Atmdsfera [atm].

V: es el volumen del gas cuya unidad segin el S.I. es el
Litro [L].

n: es el nimero de moles que posee el gas cuya unidad
segun el S.1. es mol [mol].

R: es la llamada constante de los gases ideales, cuyo valor
es 0.082 (atm.L.)/(K*mol).

T: es la temperatura a la que se encuentra el gas cuya
unidad segun el S.1. es Kelvin [K].

Acorde a esta ecuacidn se requiere conocer los datos de

temperatura, volumen y presion en cada punto del gréfico
sin embargo solo se conoce ciertos datos:

TABLA |. Datos conocidos.

A B C D
Presion (P) Pa=P, Pg=P, | Pc=P, | Pp=P;
Volumen (V) VazVi | Ve=2 | Ve=2 | Vo=Vs
Temperatura (T) Ta=? Tg=? Tc=? Tp=?
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En adicion se conoce que el ciclo al es sometido este gas
ideal se conforma por dos procesos isotérmicos y dos
isobaricos de esta manera se procedera a analizar los puntos
en base a las caracteristicas de los procesos y asi obtener los
datos que faltan en la tabla superior.

De la Ec. (1) se obtiene:

— =nR. 2

Como n y R son constantes entonces la Ec. (2) es constante,
es decir se puede usar esta ecuacién para relacionar con
diferentes puntos dentro de un ciclo.

PaVa _ PBVe _ PcVc _ PpVp
Ta Tp Tc Tp

@)

El tramo AB se caracteriza por ser un proceso isotérmico y
la caracteristica de este proceso es que la presién y el
volumen varian, sin embargo la temperatura permanece
constante (T,=Tg=T;) y se procede aplicar la relacion
descrita en la Ec. (3) para obtener el volumen en el punto B.

PaVa _ PBVp

Ta Tp
P1Vy _ PVp
T Ty
P1Vq
Vg =—. 4
Py

El tramo CD se caracteriza por ser un proceso isotérmico y
la caracteristica de este proceso es que la presién y el
volumen varian, sin embargo la temperatura permanece
constante (T¢c=Tp=T,) y se procede aplicar la relacion
descrita en la Ec. (3) para obtener el volumen en el punto C.

PcVe _ PpVp

Tc Tp
PVe _ PiVp
T, T
PV
v =B ©)
Py

Se procede aplicar la Ec. (1) en el punto A para determinar
la temperatura.

PA VA = nRTA
_ PaVa
TA - nR .

Como ya se menciond, el tramo AB es un proceso
isotérmico donde la principal caracteristica es que la
temperatura permanece constante entonces:

P,V
Ty,=Tg =T, =22
a=lp=1=-+

(6)
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Se procede aplicar la Ec. (1) en el punto D para determinar
la temperatura.

Como ya se menciono el tramo CD es un proceso
isotérmico donde la principal caracteristica es que la
temperatura permanece constante entonces:

PDVD = TLRTD,
—7 =71 ="
ot Te=Tp=T,=-2 7)
D™ qar-
Ahora se procede a llenar la Tabla | con los datos
obtenidos.
TABLA I1. Datos obtenidos.
A B C D
Presion (P) Pa=P; Ps=P, Pc=P, Po=P;
— _ PV _ PV, _
Volumen (V) VA=V, Vg =—— c Vp=V,
P, P,
PV PV PV PV
emperatura (T) T, e Tg o Tc R Tp R
Se conoce que el trabajo efectuado por un gas es: Reemplazando los valores de la Tabla Il en la Ec. (12):
—_(f P1Vy
g =L ® oo = (22) 0 (),
La Ec. (8) indica que el trabajo efectuado graficamente
representa el area bajo la curva desde un punto a otro. Simplificando:
P
Wy = PiViin(2). 13
Anélisis donde se tiene procesos isobaricos 4=B i (Pz) (13)
La caracteristica principal de es este proceso es que la Andlisis en el tramo BC: Proceso isobarico
presion permanece constante siendo asi: .
Utilizando la Ec. (9):
f f
Wy,r= ] PdV =P dV. 9
ot fo fo © Wpoc = PfBCdV,
Anélisis donde se tiene procesos isotérmicos
W = P(Ve — Vp). (14)
La caracteristica principal este proceso es que la _
temperatura permanece constante y presion varia en funcion Reemplazando los valores de la Tabla Il en la Ec. (14):
del volumen y es necesario encontrar una ecuacion que . »
relacione la presién con el volumen asi pues de la Ec. (1) se Wg_c =P, (P—; v, — P—:Vl).
obtiene:
P = n::l. (10) Simplificando y factorizando:
Se reemplaza la Ec. (10) en la Ec. (8). Wpe = Py (V, = V). (15)
— (frRT
Woy = fo v av. (11) Anélisis en el tramo CD: Proceso isotérmico
Andlisis en el tramo AB: Proceso isotérmico Utilizando la Ec. (11):
Utilizando la Ec. (11): Wep = f(?@dv = nRT,[In(V,) — In(V)],
Wyp = [ S dV =nRT; [In(Vy) — In(V,)], vp
v WC—?D = nRTzln (V_). (16)
Cc
= 4:]
W,_p = nRT,In (VA). (12)
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Reemplazando los valores de la Tabla 1l en la Ec. (16):

P1V; V:
Weop =R (22) in (,,_sz).

P2

Simplificando:
P
WC—>D = P1V21n (P_i) (17)

Analisis en el tramo DA: Proceso isobarico

Utilizando la Ec. (9):
A
WD—>A = PfD dV,
Wpoa =PV — Vp). (18)
Reemplazando los valores de la Tabla Il en la Ec. (18):
Wpoa =P (Vy = V5). (19)

Calculo del trabajo neto efectuado por un gas ideal

El trabajo neto se define como la suma de los trabajos
efectuados en cada tramo:
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Wheto = Wasg + Wpoe + Wep + Wp_y,

P P
Waeto = PiValn (72) + Pr(V = Vo) + Puyln (32) +
Pl(Vl - Vz)

Aplicando propiedad de los logaritmos:

Wheto = PiV1in(Py) — PV, In(P,) + PV, — PV, +
PV,In(P,) — PiV,In(Py) + P, V; — PV, ,

Wheto = PiViln(Py) — PiViin(Py) + PV, In(P,) —

Aplicando propiedad de los logaritmos y ordenando:
P P
Wneto = —PlVlln (P_j) + P1V21n (P_j).
Factorizando y reordenando:
P
Waeto = Pr(V, = V)in (). (20)

De esta manera se obtiene el trabajo neto efectuado por un
gas ideal que es sometido al ciclo mostrado en la gréfica 1.
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ANEXO 2

Lista de teoremas y conceptos en accion que deberian haber sido aplicados correctamente por los estudiantes al momento de
resolver el problema adjunto, al Anexo 1.

TABLA I11. Resultados obtenidos.

Conceptos en accion equivocados Teoremas en accion equivocados

Interpretar el grafico y reconocer los parametros fisicos que
se involucran, permite establecer un esquema eficaz para
establecer una estrategia y asi poder iniciar la resolucion
del problema.

Identificar que la ley ideal de los gases se refiere a una
situacion idealizada, principalmente para que se cumpla la
2. Laley ideal de los gases: ecuacion de estado ecuacion de estado, pero conocer esto no basta para la
resolucion del problema, pues lo mas complicado es poder

R ., PV
deducir la ecuacion - = constante

En un proceso isotérmico la temperatura permanece
constante y la presion varia en funcion del volumen de esta
manera al expresar la ecuacion de trabajo, la presion no

1. Interpretacion del gréafico

3. Caracteristicas de los procesos: isotérmico e

isobarico - -
puede salir de la integral. Expresar en bases a conceptos
fisicos es clave en este punto.
En un proceso isobdrico la presién permanece constante de
4. Diferencial de volumen para el proceso isobérico: esta manera al expresar la ecuacion de trabajo la presion
presion constante puede salir de la integral. Emplear el concepto requerido da

resultados positivos.

En un proceso isotérmico la temperatura permanece
constante y la presion varia en funcion del volumen de esta
manera al expresar la ecuacion de trabajo, la presion no
puede salir de la integral. Expresar en bases a conceptos
fisicos es clave en este punto.

Esto permite una organizacion adecuada para poder
6. Tabular los datos realizar una estrategia y asi obtener una resolucion
adecuada.

Los limites de integracion comprenden todo el sistema del
ciclo dado para la obtencion trabajo neto efectuado por un
gas ideal. Definir correctamente los limites hara que el
valor encontrado sea correcto o erréneo.

5. Diferencial de volumen para el proceso isotérmico:
presion en funcion del volumen

7. Limites de integracion
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Resumen
Las ecuaciones dinamicas obtenidas variacionalmente de un principio de accion estacionaria, junto con la imposicion
de ciertas ligaduras a las simetrias gauge asociadas, han demostrado ser uno de los métodos méas poderosos en el
tratamiento analitico de extensas areas de la Fisica tanto clasica como cuéntica. En este articulo se traza las lineas
fundamentales de su desarrollo conceptual, asi como algunos de los problemas que todavia sufre este procedimiento en
el &mbito cuéntico (consecuencias empiricas de las supersimetrias) y en el clasico (una pertinente interpretacion gauge
de la variable tiempo).
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Abstract
The dynamic equations variationally derived from a principle of stationary action, together with the imposition of
certain constraints to the associated gauge symmetries have proven to be one of the most powerful methods in the
analytic treatment of extensive areas of Physics, both quantum and classical. This paper traces the main lines of its
conceptual development as well as some of the problems that this procedure still suffers in the quantum (empirical
implications of supersymmetry) and classical domains (a proper gauge interpretation of the time variable).

Keywords: Gauge formalism with constrictions, Hamiltonian classic mechanics, non-relativistic quantum theory.
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I. INTRODUCCION

La teoria conocida como calculo de variaciones —hoy dia
parte de la teoria de funcionales— fue fundada por el suizo
Leonard Euler (1707-1783) vy el italo-francés Joseph Louis
Lagrange (1736-1813). Estos matematicos descubrieron
que una funcién f proporciona un valor extremo a un
funcional F siempre y cuando satisfaga un cierto conjunto
de ecuaciones diferenciales (ecuaciones de Euler-
Lagrange).

La importancia de este resultado sobrepasaba el mero
ambito de la matematica pura, pues pronto se comprobd
que muchas de las ecuaciones diferenciales de la mecéanica
y de la fisica en general son precisamente del tipo Euler-
Lagrange. Como consecuencia de ello, tales ecuaciones
fisicas podian tomarse como condiciones de Euler-
Lagrange para ciertos funcionales convenientemente
elegidos.

De esta forma multitud de leyes fisicas se reformularon
sustituyéndolas por enunciados en los que se exigia un
valor extremo, normalmente un minimo, a determinadas
cantidades. Asi, en lugar de afirmar que un sistema fisico
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obedecia una ley dada por una cierta ecuacién diferencial
de las variables del sistema, se comenzaba construyendo un
funcional con dichas variables. A continuacién se requeria
que este funcional alcanzase un valor minimo, por ejemplo,
y se deducia por ello —-mediante el célculo variacional— que
las ecuaciones asi obtenidas coincidian con las del
planteamiento tradicional.

La ventaja de esta formulacion de las situaciones fisicas
es que multitud de leyes naturales, sin aparente relacion
entre si, son susceptibles de expresarse por medio de un
principio variacional. Y con ello, ademés de una viva
impresion unificadora, ganamos la posibilidad de
simplificar buen nudmero de problemas utilizando las
herramientas de la teoria de funcionales para resolverlos. El
funcional escogido, por supuesto, es distinto segun el caso
fisico considerado, aunque en todos ellos se cumple que sus
unidades han de ser iguales al producto de la energia por el
tiempo, llamado también accion.

Tanta es la trascendencia de este procedimiento que en
el siguiente apartado se eshozaran los inicios conceptuales
de la mecénica analitica de la mano de los fundadores de
sus dos principales desarrollos, la mecanica lagrangiana y la
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hamiltoniana. Los apartados tercero y cuarto se dedicaran a
exponer la importancia de las relaciones que ligan las
variables canonicas entre si, relaciones méas conocidas
como ligaduras del sistema. El quinto y sexto epigrafes
entran de lleno en la decisiva importancia de las
transformaciones gauge como ingrediente esencial en
nuestras descripciones matematicas de la naturaleza, que
junto con las ligaduras permiten formular ecuaciones
dinamicas ampliadas.

La extensién de la mecanica analitica con simetrias
gauge mediante la insercion de variables anticonmutativas,
como se ve en el séptimo apartado, permite incorporar en
este tratamiento los sistemas fermidnicos, caracterizados
por su espin semientero y la falta de conmutatividad en
algunas de sus propiedades. La conexion entre los valores
enteros y semienteros del espin sugiere la posible
ampliacidn de las simetrias gauge hasta un nuevo género de
transformaciones denominadas “supersimetrias”, lo que
sera examinado en el epigrafe octavo. Los problemas que
genera la interpretacion del caracter dinamico de la variable
tiempo a través del formalismo gauge se abordaran en el
octavo apartado, y las conclusiones, en el décimo, cerrardn
este trabajo.

I1. DE LAGRANGE A HAMILTON

Los primeros pasos de la mecanica analitica se deben a la
obra de Lagrange contenida en su monumental tratado
Mecanica Analitica, publicado por primera vez en 1788. En
él se afirmaba que los sistemas fisicos evolucionan con el
tiempo de modo tal que la magnitud de su accion —
—representada por una funcién denominada lagrangiana,
cuya integral es el funcional deseado— sea minima [1, 2].

El britdnico William Rowan Hamilton (1805-1865)
aquilaté el principio de minima accion introducido por
Lagrange al advertir que en bastantes casos la realidad
fisica no involucraba un minimo de la accién en absoluto.
Amplié las ideas de Lagrange y desembocé en el principio
de accion estacionaria que, como se ha sefialado antes,
exige un valor estacionario para la accion, o dicho de otro
modo, que la variacion de primer orden de la integral de la
accion sea nula.

Hamilton desarroll6 incluso un nuevo juego de
ecuaciones, equivalentes a las de Lagrange si bien
matematicamente mas sencillas, en las que insertando un
funcional de las variables del sistema —el hamiltoniano— se
llegaba a las mismas conclusiones que con el método
lagrangiano [3]. Las variables escogidas en las ecuaciones
de Hamilton no son las coordenadas de posicion, q, y sus
derivadas temporales, dg/dt, sino las coordenadas g y los
impulsos deducidos de ellas pq (pues en mecénica el
impulso de una particula consiste simplemente en el
producto de su masa por su velocidad).

Es obvio que en un sentido estricto las g y las pq no son
variables independientes, pero la esencia del procedimiento
hamiltoniano estriba en operar como si lo fueran. Asi
obtenemos doble nimero de ecuaciones que con Lagrange,
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a cambio de que todas ellas contengan solo derivadas de
primer orden, menos complicadas de resolver.

En ambos planteamientos es necesario representar la
evolucion del sistema estudiado mediante el auxilio de un
espacio abstracto de muchas dimensiones: 3n dimensiones
en el espacio de configuraciones de Lagrange, y 6n en el
espacio fasico de Hamilton (ademas del tiempo) para n
particulas.

A menudo se presenta la funcién hamiltoniana como si
no fuese mas que otro apelativo para la energia total de un
sistema, asegurando sin matizaciones que H = T + U, lo
cual es estrictamente falso. El hamiltoniano coincidira con
la energia total Unicamente cuando las ecuaciones que
definan las coordenadas generalizadas no dependan del
tiempo y los potenciales no dependan de las velocidades
generalizadas. Cuestion aparte es la conservacion de su
valor, pues H serd constante siempre que no dependa
explicitamente del tiempo (se le llama entonces “integral
primera de Jacobi”, coincida o no con la energia). Asi, en
ocasiones podriamos toparnos con una H que se conservase
no siendo la energia total, o que no se conservase siéndolo
[4].

En la dindmica lagrangiana se define igualmente una
“funcion energia” h (q, ¢, t) del todo andloga al
hamiltoniano y , pese a su nombre, sometida a las mismas
restricciones que aquél en cuanto a su identificacion con la
energia. La distincién se mantiene para subrayar que h
depende de las coordenadas generalizadas, de sus derivadas
temporales y, en su caso, del tiempo.

Aplicando el hamiltoniano H, que en su modalidad mas
simple es funcién de coordenadas q e impulsos p, a un
sistema con k grados de libertad, se desemboca en un
conjunto de 2k ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden, en lugar de las k ecuaciones lagrangianas de segundo
orden usuales. Las ecuaciones hamiltonianas asumen una
forma particularmente simple en el caso de un sistema
conservativo, de modo que,

g _oH 5 oH
I i

P, oq; 1)
No es de extrafiar, pues, que una vez descubierta la forma
de la funcién hamiltoniana adecuada en un caso particular,
interese preservar dicha forma frente a cambios de variables
en el espacio féasico. De ello se encargan las
transformaciones  “candnicas”, es decir, aquellas
transformaciones de variables en el espacio de las fases que
conservan la forma hamiltoninana de las ecuaciones del
movimiento.

A este respecto, son dos las maneras de contemplar el
modo en que actda una transformacion candnica. El punto
de vista pasivo se adopta cuando consideramos que lo que
ocurre no es sino el paso de un cierto espacio fasico F (Fig.
1) en el que el punto figurativo del sistema estudiado posee
unas coordenadas (g, p), a otro espacio F’ donde el punto
figurativo permanece inamovible pero en el cual sus
coordenadas (g, p’) ya son otras. Frente a esta perspectiva,
la opcidn contraria consiste en juzgar que no es el espacio
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fasico el que cambia; mas bien se diria que es el punto
figurativo el que desplaza modificando sus coordenadas
durante su movimiento en el seno de un espacio inalterado
Ese es el punto de vista activo acerca de las
transformaciones candnicas.

La importancia operativa de las transformaciones
canonicas en la dindmica analitica, se ve incrementada al
investigar qué otras expresiones algebraicas conservan su
forma bajo aquéllas. Dos de las méas importantes son los
corchetes de Lagrange y los corchetes de Poisson. En el
primer caso, y suponiendo que las variables dinamicas q y p
son funciones de ciertos parametros u y v, los corchetes de
Lagrange vendrian dados por:

{0}

_ap_pg "
oudv oudv

Por el contrario, el corchete de Poisson de dos funciones A
y B respecto de las variables q y p es

[AB]- 2B _AB ®)

La relacion entre ambos corchetes consiste en que si
tenemos r; variables canonicas independientes se cumple

que {ri ) rn}[rj ' r‘n] = Sij-

FIGURA 1. Representacion figurativa de la trayectoria de un
sistema dinamico en un espacio fasico.

La relevancia de semejantes expresiones reside en el hecho
de que las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse
mediante corchetes de Poisson de las variables canénicas y
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del hamiltoniano [5]. Ademas, todas las funciones no
explicitamente dependientes del tiempo, cuyo corchete de
Poisson con H es por ello nulo, son constantes del
movimiento; y a la inversa, si la funcién es constante del
movimiento, su corchete de Poisson con H es nulo, [f, H] =
0. Sustituyendo las funciones clasicas A y B por operadores
cuanticos, se tiene la transicion formal a los conmutadores
cuénticos

|A.B|= AB-BA, (4)

indispensables en los teoremas de incompatibilidad de
Heisenberg.

Si en un sistema hamiltoniano con k grados de libertad
logramos k ecuaciones del movimiento independientes, una
para cada grado de libertad, el movimiento de él resultante
es integrable, o completamente separable. Las constantes
o que permiten realizar tal operacibn matematica de
separacion son llamadas integrales aislantes, o invariantes
globales del movimiento [6].

Resulta muy desafortunado constatar que no existe una
regla general para determinar la integrabilidad de un
sistema con k grados de libertad, habiéndose de recurrir con
frecuencia a métodos de perturbaciones. Estas técnicas
consisten en hallar una solucién analitica mediante
aproximaciones sucesivas en aquellos sistemas que no
admiten una solucion cerrada, pero que a la vez difieren
muy poco de otros para los que ello si es posible.

El estado del sistema cuya solucion deseamos obtener se
considera producto de una pequefia perturbacion existente
sobre otro cuyo comportamiento nos es conocido. La
magnitud de esta perturbacién se suele introducir a través
de un pequefio pardmetro ¢, respecto del cual la solucion
del problema perturbado se construye como serie de
potencias. Cuando la aplicabilidad de los métodos
perturbativos decae, las complicaciones se acrecientan
extraordinariamente y las posibilidades de solucion se
alejan en igual medida.

I11. LIGADURAS PRIMARIAS

Las variables canonicas (g, p) determinan el estado del
sistema fisico por ellas descrito, pero no sucede lo mismo a
la inversa debido a nuestra libertada para elegir diversos
juegos de coordenadas que conducen a las mismas
ecuaciones del movimiento cuando se introducen en las
ecuaciones de Hamilton. Esta posibilidad de escoger
distintas variables canonicas fisicamente equivalentes,
recibe el nombre de “libertad gauge”.

Asi pues, a causa de las transformaciones de gauge, el
valor de las variables (g, p) en un instante t especificado, no
determina univocamente el valor de tales variables en un
instante posterior. El procedimiento analitico que conduce a
las ecuaciones del movimiento —en el caso clasico y
también en el método de “suma sobre historias” de
Feynman— parte de un principio lagrangiano de accion
estacionaria.
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88 :2 Ldt=0. ®)

Por motivos tanto tedricos como préacticos, resultaria
deseable que las ecuaciones de Lagrange fuesen de tipo
newtoniano, es decir, que la segunda derivada con respecto

al tiempo de la coordenada de posicion generalizada, ,

pudiese despejarse en funcion de (y de g. Para ello habria
de cumplirse la condicion por la cual la matriz

2
Mpn = oL ) (6)
aq,2q,,

debe ser invertibles, esto es, su determinante no debe
anularse.

Precisamente el caso mas interesante para sistemas
dinamicos formalizados mediante el método gauge es aquél
en el que el determinante de M, si se anula. Es entonces
cuando se dice que tenemos un lagrangiano degenerado,
razén por la cual no podemos despejar ¢ en funcién de q y

p al pasar al formalismo hamiltoniano. Se llega asi —sin
apelar a las ecuaciones del movimiento— al concepto de
ligaduras primarias [7], a partir de la definicion de
momento generalizado como variable conjugada de la
coordenada de posicion generalizada:

aL
= — 7
pn aqn ()
Las ligaduras primarias, por tanto, son relaciones

independientes entre si establecidas entre las variables
generalizadas q y p, #n(d, p) = 0. A continuacion definimos
el hamiltoniano canonico

H = q,p, — L = h(q,q), (8)

tal que las variaciones dH deben preservar las condiciones
de ligadura, ¢n(gq, p) = 0. Precisamente el hamiltoniano
canénico H sélo esta univocamente determinado sobre la
subvariedad definida por la condicién ¢n(g, p) = 0, ya que
fuera de ella H puede extenderse de infinitas maneras
distintas.

La teoria debe ser invariante bajo transformaciones de la
forma H — H + cu(q, p)én(q, p), donde las c, son
funciones arbitrarias pero regulares de q y de p.

IV. LIGADURAS SECUNDARIAS

Para facilitar los célculos en las situaciones con interés
fisico, introduciremos multiplicadores de Lagrange, upn(t),
asociados a las ligaduras ¢y(q, p) = 0. Y al recurrir al
principio de accion estacionaria, las cantidades up(t) se
varian independientemente de q y p, de modo que se tiene:

t .
9 ftlz(pnqn —H — up¢n)dt = 0. ©)
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Por este procedimiento Ilegamos a las ecuaciones del
movimiento para una variable dinamica cualquiera, f, que
serén:

fz{f:H}+um{f'¢m}
. } (10)

En consecuencia los multiplicadores u, han de ser
compatibles con la condicién de que la derivada temporal
de las ligaduras primarias se anule, dg,/dt = 0. Esto nos
enfrenta a tres posibilidades:

1) dg,/dt =0 es una identidad, que es el caso trivial y
nada de relevancia fisica aporta al problema de
determinar las ecuaciones del movimiento mas
generales para una variable dinamica cualquiera.

2) dgy/dt = 0 conduce a nuevas restricciones sobre las

um; o bien,
3) dgy/dt = 0 establece més ligaduras entre las q, y
Pn.

Esas nuevas ligaduras introducidas en la opcion (3) se
denominan ligaduras secundarias [8], si bien la distincion
entre ambos tipos de ligaduras resulta irrelevante en la
forma final de la teoria.

Por otra parte, la evolucién temporal de las ligaduras
primarias, d¢,/dt = 0, puede escribirse:

{ﬂv H}¢=0 + um{¢! ¢m}: 0. (11)

Esta igualdad es en si misma una ecuacién diferencial
inhomogénea en los coeficientes u,, que actlan —segun se
indicé ya— como multiplicadores de Lagrange [9, 10]. La
solucion general de esta ecuacion viene dada por la
expresion:

Um = Un(p, 9) + va(t)Van(a, p). (12)

donde U, (p, q) es cualquier solucién particular de la Ec.
(112), los coeficientes v,(t) representan funciones totalmente
arbitrarias del tiempo, y Van(q, p) es la base del espacio
lineal de soluciones asociado al sistema homogéneo un{d,

¢m}¢= 0= 0.
Ahora podemos llamar “hamiltoniano total” al
funcional:
Hr=H’+ va¢, = H + Updn + Vandnva. (13)

Y tras introducir Hy en las ecuaciones hamiltonianas
obtenemos la ecuacion del movimiento de una variable
dindmica arbitraria en la forma compacta

f=[fH], (14)

$=0

V. GENERADORES DE GAUGE

Debido a la presencia de las funciones arbitrarias v,(t),
aunque una coleccion de variables candnicas p y q definan
univocamente el estado del sistema en un instante dado, se
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tiene que a un mismo estado fisico puede corresponder mas
de un conjunto de variables (g, p) que conducen a predecir
los mismos resultados empiricos para cualquier magnitud
fisicamente medible. Esa es la ambigiiedad creada por la
libre eleccion del gauge de nuestras variables dindmicas
[11].

Tomemaos entonces los parametros e,(t) definidos como
g(t) = Stouy(t). A partir de ellos podemos obtener
transformaciones gauge para nuestras variables canénicas,
cuyos generadores son las ligaduras ¢,:

8qn =g, (t) [qn ) ¢a]

8p, =&, ([ Py 0. ]| (%)

A continuaciéon diremos que una igualdad es “débil”
(representada con el simbolo =) cuando se satisface sobre la
subvariedad ¢ = 0. Por ejemplo, ¢(p, q) = 0 indica que ¢, es
numéricamente igual a cero, aunque su corchete de Poisson
no tiene que anularse necesariamente también.

Cifiéndonos ahora al caso de las variables dinamicas, se
considerard que una funcion f de tales variables es “de
primera clase” si su corchete de Poisson con ¢ se anula
débilmente, [f, ¢] =~ 0. Las funciones que no pertenezcan a
la primera clase se denominaran “de segunda clase” [12].

Como se ha mencionado previamente, un sistema fisico
no altera sus propiedades objetivas si alguna de sus
funciones dindmicas f cambia bajo una transformacién
gauge, of = g,[f , ¢a]. Cabe preguntarse, pues, si esas son
todas las transformaciones gauge posibles que no modifican
en realidad el estado del sistema. Y la respuesta es negativa,
ya que podria existir una ligadura primaria de segunda clase
cuyo corchete de Poisson con Hy fuese a su vez una funcién
de primera clase en el sentido antes especificado.

En consecuencia, se admite como postulado que todas
las ligaduras de primera clase generan transformaciones
gauge [13]. La justificacibn —no demostracion— de este
postulado se apoya en los siguientes argumentos:

1) La distincion entre ligaduras primarias y
secundarias depende del lagrangiano. Por el
contrario, la distincion entre ligaduras de primera y
de segunda clase, se basa en el corchete de Poisson
del hamiltoniano.

2) Las transformaciones generadas por una ligadura
conserva todas las ligaduras de primera y de
segunda clase. Consecuentemente, transforman
estados permitidos por las ecuaciones del
movimiento del sistema en otros estados también
permitidos por dichas ecuaciones.

3) El corchete de Poisson de dos ligaduras de primera
clase es otra ligadura de primera clase. Ademas, el
corchete de dos generadores gauge es también un
generador gauge.

4) Si todas las ligaduras de primera clase son
generadores gauge y las variables candnicas son
conmutativas, ocurre que un sistema con un
nimero par de coordenadas  candnicas
independientes admite un espacio de fases
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reducido en el que cada par de variables
corresponde a un grado de libertad fisico.

5) Si ¢y [¢a H son generadores gauge, suponemos
implicitamente que el tiempo t es un observable
fisico. Sin embargo, en los sistemas covariantes
generales las ligaduras de primera clase asociadas
a invariancias de reparametrizacion del tiempo no
son generadores gauge (generadores de
transformaciones que no cambian el estado fisico)
sino generadores de la evolucién dinamica del
sistema.

Representando las ligaduras primarias como vy, y las
secundarias como y,, se define el hamiltoniano ampliado
He a través de la igualdad

HE = H ,+ Ua’Ya. (16)

Para las variables dinamicas que sean invariantes de gauge
(es decir, variables cuyo corchete de Poisson sea
débilmente igual a cero), los hamiltonianos H’, Hy y Hg
proporcionan las mismas ecuaciones de evolucion.

Un modo alternativo de definir las ligaduras de segunda
clase consiste en identificarlas como aquellas para las
cuales ninguna combinacién lineal suya constituye de por si
una ligadura de primera clase [14]. Asi, las ligaduras ¥, son
de hecho de segunda clase si la matriz Cop = [xa . %]
resulta invertible. Las ligaduras y, son siempre de nimero
par excepto en el caso de los sistemas fermidnicos, pues el
determinante de una matriz antisimétrica impar es cero.

Podemos reescribir la participacion de las ligaduras de
segunda clase en las ecuaciones de evolucién de cualquier
par de funciones F y G mediante los corchetes de Dirac de
dos variables dindmicas:

[F, G]* = [Fv XOL]COLB [G, XB]i (17)

donde las matrices C** cumplen la condicion C*C,g = 8%.

Por medio de estos corchetes, también es posible
escribir las ecuaciones de evolucién ampliadas como [F,
He]*, vy las transformaciones gauge adoptan ahora la forma
OF =~ g,4[F, val-

VI. CONDICIONES GAUGE

La presencia de ligaduras de primera clase implica que el
mismo estado fisico es susceptible de describirse con las
variables (q, p) y con (q + &g, p + dp), teniendo en cuenta
que 89 = €,[q, 7a] Y Op = €4[p , 7], cON participacion de las
ligaduras primarias, y,.

Evitamos esta ambigliedad imponiendo restricciones
externas para no contar varias veces el mismo estado fisico
como si fuesen distintos estados del sistema. Tales
restricciones son las que denominamos “condiciones
gauge”. A cada sistema fisico, salvo transformaciones
gauge, corresponde un Unico conjunto de variables
canonicas compatibles con las ligaduras [15]. Para que asi
ocurra han de satisfacerse dos requisitos:
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e Accesibilidad: Debe existir una transformacion
gauge que permita al paso desde las variables (q,
p) a las variables (q", p’), las cuales obedecen las
condiciones gauge prescritas y corresponden al
mismo sistema fisico.
e Unicidad: Las condiciones gauge Cy(q, p) = 0, con
b =1, 2,3,..., B, han de fijar el gauge de modo
Unico.
Después de fijar el gauge, todas las ligaduras pasan a ser de
segunda clase, y utilizando los corchetes de Dirac podemos
desembocar en una teoria sin ligaduras efectivas. Es decir,
en esta nueva formulacion de la teoria todas las ligaduras se
reducen a igualdades que expresan algunas variables
canonicas en funcion de las restantes.

La invariancia gauge propicia que en la formulacién de
la teoria cuantica por medio de integrales funcionales el
papel clave corresponda a la “historia” del sistema, esto es,
su trayectoria en el espacio de fases. Cada historia
especifica en funcién de t todos los argumentos de la accién
(q(t), p(t)) junto con los multiplicadores de Lagrange. Con
ello todas las historias entran en pie de igualdad en la
integral funcional, hasta el punto de extender la nocién de
historias equivalentes bajo transformaciones gauge a
cualquier historia posible, sin limitarse a las que hacen
estacionaria la accion (y por eso mismo son soluciones de
las ecuaciones del movimiento).

Dada la posibilidad de transformaciones gauge, resulta
de suma importancia la discriminacion entre los grados de
libertad correspondientes a la posibilidad de realizar
distintas elecciones equivalentes del gauge, y aquellos otros
gue verdaderamente poseen significado fisico.

Con ese propdsito se emplea una relacion que establece
la igualdad entre el nimero de grados de libertad fisicos y
la mitad del nimero de variables canoénicas independientes
[16], N; = %Ng. A su vez, este nimero de variables
canonicas independientes resulta ser igual al nimero total
de variables candénicas menos el nimero de ligaduras de
segunda clase menos el doble del nimero de ligaduras de
primera clase, N¢i = Nc — N, —2N,.

En presencia de variables candnicas anticonmutativas,
el nimero de ligaduras de segunda clase no es
necesariamente par. Si se da el caso de que dicho nimero es
impar, la dimensién del espacio de fases fisico también es
impar y no lleva asociado un espacio reducido de
configuracion.

Veamos lo que sucede en el caso bien conocido del
campo electromagnético [17]. Para esta clase de campos la
accion tetradimensional viene dada por

S = [ {(-1/4pp)F, F*™ + J'A}d*V. (23)

donde F,, = 0,A, — 8,A,, con A, el tetravector potencial
electromagnético, d*v es el elemento de volumen
tetradimensional, y J" el tetravector de flujo de corriente.

Las variables canoénicas son aqui ga(t) = A,(X, t), con x
representando las coordenadas puramente espaciales, y p(t)
= p¥(x, t) = oL/o(dA,/dt). Por consiguiente, tendremos L = |
(~LU4)FFd), y dA,/dt = oA,
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Con la ligadura p° = 0 y la condicién gauge A, = 0, la
primera  componente  del  tetravector  potencial
electromagnético pasa a convertirse en un multiplicador de
Lagrange, deja de ser una variable dindmica y se rompe la
simetria entre A, y las componentes espaciales A;.

VII. VARIABLES ANTICONMUTATIVAS EN
EL CASO FERMIONICO

Viene siendo habitual que una de las vias mas utilizadas
para alcanzar una descripcién pseudo-clasica de los
sistemas con espin semientero, sea la cuantizacion candnica
de sistemas con espin entero [18]. Y tal procedimiento
suele consistir en la sustitucién de los corchetes de Dirac
por conmutadores cuanticos acompafiados del factor
multiplicativo (if) .

Esto es consistente con la necesidad de imponer reglas
de anticonmutacion en el caso fermidnico, de modo que el
corchete de Dirac se reemplace por un anticonmutador. En
términos fisicos, esto se debe a que no hay un limite clasico
para los fermiones, en tanto si lo hay para el
comportamiento bosénico. No obstante, para estudiar
simplificadamente los sistemas fermidnicos recurrimos a
los nOmeros-c anticonmutativos [19]. Gracias a estas
cantidades resulta posible distinguir entre el limite clasico
para los operadores bosonicos descritos mediante nimeros-
¢ conmutativos q; (variables con paridad par), y el limite
clasico de los operadores fermidnicos descritos por
nimeros-c anticonmutativos 0, (variables con paridad
impar).

Retornemos a las ecuaciones del movimiento obtenidas
mediante el requisito de accién estacionaria, donde ahora
incluimos las variables anticonmutativas, tomando el
lagrangiano par con el fin de conservar la paridad (par o
impar) de las variables:

S = fflz L(q,4,6,6)dt. (18)

Los momentos conjugados serdn p; = oL/oq; Y wt, = oL/06,,.
Las ecuaciones de Hamilton se deducen imponiendo la
condicion:

S =8[7(Gipi + bamq — Hg)dt = 0. (19)

Este procedimiento reviste gran importancia, pues en teoria
de campos las ecuaciones del movimiento de primer orden
en la variable t suelen estar asociadas a un espin
semientero. A su vez, las variables impares admiten una
representacion matricial en términos de las matrices de
Pauli, o, de la forma:

0,=i(12)"* o, (20)

En consecuencia, el lagrangiano de una particula libre de
masa m con espin seré:
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1/, ..
L= E(LG,IG,I +mq;q;), (21)

donde la parte de espin no contribuye al hamiltoniano.

H =~ (md;q,). (22)

VIII. SIMETRIA Y SUPERSIMETRIA

Ateniéndonos al método de las integrales funcionales,
hemos de garantizar que una transformacién gauge no
cambia la historia fisica del sistema, para lo cual la accién
debe ser invariante. Esta invariancia de la accién puede
satisfacerse de dos maneras [20]:

a) Se cumple py(dyilopn) —yi = 0 aungue gq(t;) = 0 #

ea(to) #

b)  Se tiene pn(Oyildpn) —yi = 0 y se cumple g4(t;) = 0 #

€a(t2)
El caso (a) conduce a la clase de las llamadas “simetrias
internas”, ejemplos de las cuales se dan en los campos de
Yang-Mills, mientras la opcidn (b) lleva a las “simetrias no
internas”, mas apropiadas para describir interacciones como
la gravedad.

Sin embargo, deben hacerse mencionarse una serie de
puntualizaciones que cobran gran importancia cuando se
avanza hacia la cuantizacion de una teoria sometida a
simetrias gauge de algun tipo, especialmente si adoptamos
el planteamiento de “suma sobre historias” de Feynman. En
primer lugar, con una simetria interna sélo cabe hablar de
equivalencia de historias de un sistema, no de sus estados
concretos. Unicamente cuando la simetria es interna se
puede establecer una equivalencia entre distintos estados
individuales de un sistema considerandolos pertenecientes a
una misma situacion fisica [21]. Ademas de ello, también
ha de tenerse en cuenta que s6lo con respecto a simetrias
internas de primera clase es posible decir que las ligaduras
de primera clase generan transformaciones que no cambian
el estado fisico del sistema [22].

Una ampliacién del concepto de simetria conduce a la
nocion de “supersimetria”, cuyo interés principal reside en
la posibilidad de asociar bosones y fermiones (o dicho con
mayor precision, particulas de espin J con particulas de
espin J + %) reuniéndolos en un Unico marco formal que
ponga de manifiesta las relaciones entre ambas clases de
particulas [23].

Consideremos como ejemplo el caso de un doblete
formado por un escalar y un espinor, @ y ¥, que represente
un par fermion-bosdén. En concreto, si tomamos un boson
escalar B y un fermién F con espin %, buscaremos una
transformacién 1 — iyK (con y un namero real infinitesimal)
gue conserve la lagrangiana libre total, L = Lg + Lg, con
Le= (0,@2)(0"®) y Lg = ¥ o, i, ¥ . Naturalmente, sélo
estamos interesados en aquellos términos que vinculan los
bosones con los fermiones, 6@ = —iyK¥'y 0¥ = —iyK®.

Dado que 6@ debe ser un espinor y J¥ un escalar, la
magnitud K debe ser ella misma también de naturaleza
espinorial.  Introduzcamos, por tanto, un espinor
infinitesimal & y escribamos d¥=E®, o alternativamente,
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So=¢" C¥. Para satisfacer los requisitos de la
supersimetria, este espinor debe cumplir una serie de
condiciones:

e Como los bosones tienen espin entero y los fermiones
semientero, el espin de & deber ser semientero. La
eleccién mas simple es un valor %, lo que nos deja
con un espinor de cuatro componentes.

e Las propiedades 122estadisticas correctas (los campos
bosdnicos conmutan y los fermidnicos anticonmutan)
las magnitudes £y & = £'y*, han de conmutar con los
bosones y anticonmutar con los fermiones. Es decir, se

garantiza el cumplimiento de {&%, £’} = {&%, €%} =0,

donde las letras latinas simbolizan indices
espinoriales, y se sigue la notacion habitual {A , B} =
AB + BA.

e También debe cumplirse que & = &, teniendo en
cuenta que £ = C &, La matriz de conjugacién de
carga satisface C' =—C y Cy*C = —(y*)". En todos los
casos el superindice T expresa “transposicion”.

No obstante, una simple mirada a los términos cinéticos
revela que el boson posee dos derivadas, mientras el
fermion se las arregla con una sola. De ello se colige que la
dimensién del campo bosénico serd igual a la del campo
fermionico multiplicada por una longitud elevada a %. En
consecuencia, y ha de tener las dimensiones de una
longitud, elevada a %z en el caso de 0@, pero elevada a —%
en la expresion de 6¥. Una eleccién tal no acaba de
funcionar bien, lo que nos obliga a insertar una derivada en
la expresion de 0¥, cosa que a Su vez nos acarrea la
necesidad de un nuevo 4-vector con el que podamos
construir una cantidad escalar [24, 25].

Ya que podemos incluir en la densidad lagrangiana
tantas derivadas totales como deseemos sin cambiar su
contenido fisico, resulta posible integrar por partes las
variaciones correspondientes al boson JLg y al fermion oL
De ahi se obtiene que dLg = — dLg. Con ello encontramos
una transformacion que mezcla las partes fermidnica y
bosénica de la lagrangiana sin alterar el término cinético
total, es decir, dejando invariante la lagrangiana libre [26].

Restringiéndonos a las particulas sin masa, un hallazgo
como este implica el establecimiento de una nueva simetria,
la supersimetria (abreviadamente, SUSY). Gracias al
teorema de Noether, sabemos que por cada nueva simetria
ha de haber también una corriente conservada JY, =
("7 )0, @*, donde o es un indice espinorial de valores 1
02.

Asi pues tendremos,

0" = v [V 0u w0 @* + [v'Y" 1] 00,0, %, (24)

expresion facilmente analizable. EI término del primer
paréntesis se anula a causa de la ecuacion de Dirac; el
segundo término entre corchetes contiene tan solo factores
en los que 4 = v, pues de otro modo los factores uv se
cancelarian con los vu debido a la relacion [y", v]. = 2g™.
Asi el segundo término de la suma es proporcional a
0"0,@*, que se anula a resultas de la ecuacion de Klein-
Gordon [27].
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Consideremos acto seguido, el efecto de dos
transformaciones supersimétricas consecutivas, con un

pardmetro anticonmutativo e, que relacionen un campo
escalar ¢ y un espinor de Majorana, ¢. Inicialmente
tendriamos 8¢ = i ¢y 89 = y*0,p¢ Apliquemos ahora
dios transformaciones, de parametros & y &, sobre el

campo bosénico, de manera que S =i ). Asi,

81(5:9) =1 a1 " &0, (25)

y el conmutador de ambas transformaciones seria:

— RN
= e
[01, B2]o=-2i &7 & 0w (26)

Es decir, tras dos transformaciones supersimétricas
consecutivas, obtenemos el mismo campo ¢, desplazado en

el espacio-tiempo una cantidad constante d* = (2 &, Y &).

Por ello se dice que existe un vinculo entre la supersimetria
el movimiento en el espacio-tiempo [28, 29]. Si las

transformaciones supersimétricas son locales, ¢ = &(x),

entonces las traslaciones también depende del lugar en el
cual se den, d" = d"(x).

Cuando el algebra supersimétrica se expresa a partir de
los generadores de supercarga, Q, la densidad de energia
del vacio siempre es positiva o cero [30]. Y s6lo se anula si
el vacio es un autoestado de Q con autovalor igual a cero,
Q|0> = Qf|0> =0. Entonces —y sélo entonces— cuando
SUSY es una simetria exacta sin ruptura, todos los
diagramas de Feynman que contribuyen a la energia del
vacio se cancelan entre si [31].

Ello implica también que en toda teoria supersimétrica
cualquier estado de energia no nula tiene un compafiero
cuyo momento angular difiere del suyo en t%, y sobre el
cual rige una estadistica opuesta (Fig. 2). Pero eso no es
todo: como el conmutador de dos transformaciones
supersimétricas involucra el tetravector impulso-energia
relativista, el grupo de Poincaré debe ser ampliado hasta
incluir la supersimetria misma [32].

La transformacidn infinitesimal de un campo bosénico

puede reescribirse ahora como 8¢ = ( & Q. )¢, donde Q, es

un espinor de Majorana. Tras una serie de manipulaciones
convenientes se llega a obtener:

{Qar Qu} =-2i(")a0y = —2(y"Po)as (27)

en el que P, es el generador de las traslaciones. Asi se dice
libremente que los generadores supersimétricos Q actlan
como las raices cuadradas de las traslaciones. Las
variedades que contienen unas coordenadas conmutativas y
otras conmutativas, permitiendo asi transformaciones
supersimétricas, se denominan “‘superespacios”’, 'y
“supercampos” los campos en ellas definidos [33].
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Particulas

Particulas supersimétricas asociadas

FIGURA 2. La supersimetria asocia nuevas particulas a las ya
usuales.

En definitiva, la importancia de la supersimetria no estriba
s6lo en la relacion que estipula entre fermiones y bosones,
sino especialmente en la posible vinculacion que sugiere
entre propiedades de invariancia espacio-temporal
(“simetrias externas”) y propiedades de invariancia gauge
(“simetrias internas”). Se admite generalmente que si la
gravedad ha de unificarse en algin momento con las tres
fuerzas restantes, sera mediante una simetria ampliada que
contenga la invariancia por difeomorfismos y la invariancia
gauge.

Con respecto a ello, los fisicos norteamericanos Sidney
Richard Coleman y Jeffrey Mandula demostraron un
teorema segun el cual cualquier grupo que contuviese
ambos tipos de simetria (difeomorfismos y gauge) se
escindiria en dos subgrupos, cada uno portando una sola de
esas simetrias [34]. La formulacién original de teorema de
Coleman-Mandula hablaba de que las teorias aceptables de
particulas elementales no poseerian simetrias algebraicas
capaces de relacionar particulas con espin diferente (entero
0 semientero).

En sintesis, los grupos de simetria cominmente
utilizados no servian para unificar fermiones y bosones. El
obstaculo aparentemente insalvable erigido por el teorema
de Coleman-Mandula, fue franqueado gracias a la
invencién de las supersimetrias, cuyo nacimiento como
generalizacion de los grupos algebraicos clasicos la ponia a
salvo del fatidico teorema.

IX. SISTEMAS COVARIANTES GENERALES

Las teorias fisicas que gozan de covariancia general —por
ejemplo, la gravitacion de Einstein (Relatividad General)—
son invariantes bajo reparametrizaciones temporales. Esto
significa que las ecuaciones de evolucion de un sistema
covariante general conservan su forma y caracteristicas al
efectuar la sustitucion t — f(t), reemplazando la variable t
por una funcién cualquiera suficientemente continua del
tiempo.
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Esto significa en la préactica que el tiempo t no es un
observable en pie de igualdad con el resto de magnitudes
que reciben ese mismo nombre al realizar la transicion
desde las teorias clasicas a sus versiones cuénticas. Este
parece ser un problema inherente al intento de insertar la
nocion de covariancia general en el marco del formalismo
gauge, un formalismo que tan buenos servicios ha rendido
en la elaboracion de las teorias cuanticas de campos.

No obstante, en los sistemas covariantes generales las
ligaduras de primera clase asociadas a reparametrizaciones
del tiempo, no deberian generar transformaciones gauge
sino la propia evolucion dinamica del sistema.

Ocurre aqui que el hamiltoniano ampliado Hg coincide
con el hamiltoniano total Hy, y ambos pueden expresarse
como el producto de una ligadura 3 por u(t), una funcién
arbitraria de 1, a su vez un parametro también arbitrario que
describe la evolucion dindmica del sistema. De hecho, toda
la fisica de los sistemas covariantes generales parece
contenerse en la ligadura 3, que es el generador de la
evolucion dindmica (Fig. 3).

El hecho de que los sistemas covariantes generales no se
comporten como el formalismo candnico esperaria de ellos,
crea el denominado “problema del tiempo” [35]. Este
escollo se nos presenta con independencia de las
dificultades de cuantizar la gravitacion einsteiniana. Para
situarlo en su contexto, recordaremos los fundamentos del
método empleado.

n

!

FIGURA 3. Foliacion del espacio-tiempo M mediante una
familia de hipersuperficies (Z); < r-

Tomemos una teoria cuyas ecuaciones dindmicas puedan
deducirse de un principio variacional 8/Ldt = 0, con L(q, q)
y ( = dg/dt. Las g denotan las variables de posicion
generalizadas y ( sus velocidades generalizadas. Las

familiares ecuaciones de Euler-Lagrange de este modo
deducibles, pueden escribirse también en términos de la
matriz hessiana
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2
Hy = 0L (28)
9" oq"

cuyo posible caracter singular implica, en su caso, que no

podamos despejar q"“ en funcién de las posiciones y las

velocidades. En tales circunstancias, los momentos
canénicos proporcionados por las transformaciones de

Legendre (p, = oL/o( ") no son todos independientes, pues

han de satisfacer la ya discutidas ligaduras, ¢,(p, q) = 0,
provenientes de la propia definicion de los momentos.

Dirac, quien inicié el desarrollo de este formalismo
[36], propuso que las transformaciones gauge se
identificaran con las transformaciones generadas por las
ligaduras de primera clase, mientras que los observables se
identificarian con las funciones de las variables del espacio
de fases (p, ) que conmutasen con estas ligaduras de
primera clase [18].

Pasemos ahora el caso que nos ocupa, esto es, la
Relatividad General entendida como una teoria gauge. Si
decidimos deducir las ecuaciones gravitatorias de Einstein a
partir de un principio variacional, la accion admitird el
grupo de los difeomorfismos como simetria variacional. Y
al aplicar las transformaciones de Legendre para obtener la
version hamiltoniana de la teoria, llegamos a una
formulacion con ligaduras como las discutidas previamente.
Por tanto, podemos definir una magnitud fisicamente
objetiva en Relatividad General como toda cantidad
dinamica que sea invariante gauge en el sentido de Dirac
(es decir, su corchete de Poisson con las ligaduras de
primera clase, se anule).

Ahora bien, en Relatividad General el élgebra de Lie de
las ligaduras no posee la propiedad de clausura, por lo cual
no es un algebra de Lie genuina. Y dado que la clausura es
una propiedad distintiva de las teorias de Yang-Mills, se
sigue de ello que la gravitacidn einsteiniana no pertenece a
la familia de las teorias de Yang-Mills [37].

Pero la sorpresa méas impactante llega a continuacién,
como sefialé Peter Bergmann al estudiar la dinamica
espacio-temporal de las ligaduras hamiltonianas en el
marco de la Relatividad General [38]. Existen dos tipos de
ligaduras en el formalismo hamiltoniano de la gravedad
relativista: las ligaduras difeomorficas (o del momento
canonico) y las ligaduras hamiltonianas. Las primeras
—como su nombre indica— generan los diffeomorfismos en
la 3-superficie de datos iniciales, mientras las segundas
gobiernan la transicion desde cada una de estas 3-
superficies a la siguiente. Si se prefiere decir de otro modo,
las ligaduras hamiltonianas generan el movimiento y las
ligaduras diffeomorficas relacionan las descripciones
equivalentes de la misma situacion fisica.

Ya que ahora el movimiento viene dado por la ligadura
hamiltoniana y —segin Dirac— las ligaduras se identifican
con transformaciones gauge, el movimiento mismo es
meramente una pura transformacién gauge [39]. En
consecuencia, todas las magnitudes invariantes gauge de la
teoria —las Unicas a las que antes atribuiamos auténtico
significado fisico— son constantes del movimiento: ninguna
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propiedad fisica relevante deberia cambiar con el tiempo en
absoluto. Y como la Relatividad General se ocupa de la
Unica fuerza completamente universal, la gravedad, sus
conclusiones deberian aplicarse al universo entero.

Asi pues, nada habria de experimentar jamas cambio
alguno en todo el cosmos. Este es el problema del tiempo, o
“del formalismo congelado”, tipico de la Relatividad
General sin cuantizacion [40]. Obviamente, los intentos de
cuantizar la teoria gravitatoria de Einstein no sélo no han
solucionado esta paradoja, sino que se han visto
enormemente obstaculizados por ella.

Es muy posible que tropecemos aqui con un
impedimento esencial, relacionado con el hecho de que los
formalismos lagrangiano y hamiltoniano nacieron en un
ambito en el cual la variable tiempo permanecia netamente
separada del resto de variables (las coordenadas
generalizadas y sus momentos conjugados). Esa es una de
las razones por las que el tratamiento canoénico de la
Relatividad General se suele denominar (3 + 1), en
contraste con la version covariante 4-dimensional mas de
acuerdo con el espiritu de la propia teoria. En el
planteamiento (3 + 1) las variables bésicas son las 3-
geometrias definidas sobre hipersuperfices espaciales para
un valor concreto del tiempo coordenado. Estas variables
satisfacen las ligaduras, de modo que el hamiltoniano
mismo se anula idénticamente.

La arbitrariedad en la eleccién del gauge, aflora como
un reflejo de la invariancia por difeomorfismos en la
formulacién covariante 4-dimensional de la teoria cuando
ésta se traduce en su version (3 + 1). Asi, la evolucion
temporal de estas 3-geometrias se expresa como una
transformaciéon gauge, que por ser gauge no comporta
cambio alguno en los grados de libertad fisicos de la teoria.
La conclusion es la misma: todos los estados fisicos
resultan equivalentes e independientes de la variable
tiempo. El universo entero existe en un eterno presente, sin
evolucién temporal, ni cambio, ni dindmica. No cabe duda
gue esta dificultad —adn sin resolver a plena satisfaccion de
todos los expertos —a se ha demostrado una de las mas
formidables barreras en la blisqueda de una formulacion
cuantica de la gravedad, y por ende también ha estorbado la
consecucion de una teoria unificada de las fuerzas
fundamentales.

X. CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo se han expuesto las lineas
generales del desarrollo del formalismo gauge con ligaduras
para la mecanica analitica en sus aplicaciones a los casos
clasico y cuantico. Se ha constatado la continuidad
existente entre las primeras formulaciones variacionales de
la mecénica clésica y sus posteriores derivaciones hacia las
diversas ramas de la fisica cuéntica.

El hecho de que la mayoria de los sistemas fisicos de
interés —clasicos o cuanticos— obedeciesen un principio de
accién estacionaria, establecié un puente metodolégico en
el modo de abordar las teorias cuanticas como versiones
formalmente cuantizadas de sus contrapartidas clasicas. Por
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afiadidura, las simetrias gauge permitieron conectar la
existencia de las interacciones fundamentales presentes en
la naturaleza con un requisito de invariancia formal
impuesto sobre el lagrangiano de ciertos sistemas fisicos.
Los campos de fuerzas aparecian asi como el precio a pagar
por el universo debido a su deseo de respetar las simetrias
gauge.

Como consecuencia de ello, este el método entrafia una
concepcion muy concreta sobre la naturaleza del universo.
Las propiedades estructurales mas profundas del mundo
fisico no pueden depender del punto de vista del
observador, o si se quiere, de la herramienta matematica
empleada para representarlas. Esto no so6lo implica la
inexistencia de posiciones o direcciones privilegiadas en el
espacio-tiempo; también nos impone una suerte de
irrelevancia final del marco matematico utilizado.

Tomando el caso de los vectores de estado de la fisica
cuantica, sabemos que pueden definirse como un conjunto
de funciones de las magnitudes del sistema, w = {y(q),
(), ws(q), - . .}, que residen en un espacio de Hilbert. Las
funciones ua(q), w»(q), ws(Q),..., se interpretan entonces
como las proyecciones del vector  sobre un cierto sistema
de ejes en su espacio de Hilbert. Resulta muy razonable
suponer que el significado fisico de la teoria que se sirva de
los vectores y no debe depender de la eleccion del sistema
de ejes coordenados en ese espacio abstracto. O dicho a la
inversa: nuestras teorfas fisicas deben construirse de tal
modo que su contenido sea independiente del marco
matematico en el cual lo expresemos. A esta condicién la
denominamos “simetria gauge” o “invariancia gauge”.

No obstante, las transformaciones gauge se ven
sometidas a ciertas restricciones dependientes del las
caracteristicas fisicas del sistema fisico estudiado. Tales
restricciones, o ligaduras, juegan un papel crucial en la
forma que finalmente adoptaran las ecuaciones dinamicas
obtenidas variacionalmente.

Enriqueciendo el lagrangiano con cierto tipo de
variables anticonmutativas se abre la posibilidad de incluir
en esta descripcién analitica una descripcion pseudo-clasica
de los sistemas con espin semi-entero. Y ampliando aun
més las simetrias gauge admitidas, desembocamos en el
terreno de las supersimetrias, que tratan de vincular las
particulas de espin entero (bosones) con aquellas de espin
semientero (fermiones). Esta nueva simetria carece de
parangon en la naturaleza y hasta el momento no se ha visto
empiricamente respaldada con el descubrimiento de las
nuevas particulas que pronostica.

Puesto que la supersimetria es una transformacion
espacio-temporal independiente de las simetrias internas
SU(N) y U(N), solo puede relacionar bosones y fermiones
que se hallen en la misma representacion del grupo SU(3) ®
SU(2) ® U(1). Por desgracia, sucede que dentro del modelo
Standard bosones y fermiones no comparten una misma
representacion. Por tanto, si la supersimetria vincula
bosones con fermiones, no serdn los bosones y los
fermiones que de hecho conocemos. Ese es el motivo de
que se postulen particulas adn sin detectar como
compafieras supersimétricas de la materia ordinaria.
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Sin embargo, el problema mas grave al que se enfrenta
todo el programa de investigacion basado en la
supersimetria, es la falta de un camino sencillo y directo
para romper la simetria de su estado de vacio, de modo que
las particulas supercomparfieras de la materia ordinaria
posean masas tan grandes que justifiquen la actual ausencia
de pruebas sobre su existencia. La estructura interna de las
teorias supersimétricas es tal que no pueden romper
dindmicamente por si mismas la simetria de sus estado
fundamental.

Y si decidimos emplear un mecanismo de Higgs
equiparable al de la teoria electrodébil, nos veremos
abocados a postular todo un nuevo conjunto de campos y
particulas ademas de aquellos cuyas propiedades tratamos
de explicar. Puesto que no contamos con un mecanismo
Gnico para la ruptura de simetria, las ampliaciones
supersimétricas del modelo Standard deben incluir un
término afiadido originados por todas las maneras posible
en las que puede romperse la simetria. Asi, junto con los 18
parametros experimentales —no determinados tedricamente—
del modelo Standard, acabamos teniendo 105 parametros
indeterminados mas, también sin ajustar.

En el entorno clésico, otro de los escollos que debe
enfrentar el formalismo gauge surge de la consideracion del
tiempo fisico como una variable dindmica, planteamiento
tipico de la Relatividad general de Einstein. Al hacerlo asi,
las caracteristicas del propio método gauge conducen a la
sorprendente conclusion de que la evolucién temporal de un
sistema dindmico es en s¢i misma una ligadura gauge que,
por tanto, conecta estados fisicamente indistinguibles. Tan
violenta contradiccién con los hechos sigue alzandose, sin
duda, como uno de los principales obstaculos en la
bisqueda de un marco unificado para las interacciones
fundamentales de la naturaleza por medio del método
gauge.
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Resumen
En este articulo se ejemplifica el uso de los paréntesis de Poisson y los conmutadores cuénticos para resolver las
ecuaciones de movimiento de Hamilton y Heissenberg respectivamente en el caso de una particula cargada inmersa en
un campo magnético constante y uniforme, con el fin de establecer las analogias entre la dindmica clésica y la dinamica
cuantica. Asi mismo se da una interpretacion a la denominada longitud magnética del sistema en términos de
operadores relacionados con las trayectorias clésicas del sistema.

Palabras clave: Dindmica clasica, paréntesis de Poisson, dinamica cuantica, conmutadores cuanticos, niveles de
Landau, longitud magnética.

Abstract
In this paper we present an example of use of Poisson brackets and quantum commutators to solve the Hamilton and
Heissenberg equations of motion respectively in the case of a particle immerse on a uniform and constant magnetic
field in order to establish analogies between classical and quantum dynamics. We also give an interpretation of the so
called magnetic length of the system in terms of operators related to the classical system trajectories.

Keywords: Classical dynamics, Poisson brackets, quantum dynamics, quantum commutators, Landau levels, magnetic

length.

PACS: 45.20.Jj, 03.65.-w, 03.65.Ca, 03.65.Db, 03.65.Fd, 71.70.Di

I. INTRODUCCION

P. Lagrange, J. D'Alembert y W. Hamilton ayudaron a
demostrar que era posible hallar una formulacion
compatible con la mecéanica Newtoniana partiendo de
principios variacionales, los cuales no sélo permitieron
tratar sistemas que bajo la Gptica Newtoniana parecen mas
complicados o confusos, sino que dotaron de un formalismo
matematico mas profundo a la fisica culminando en la
formulacién Hamiltoniana, donde emerge una estructura
algebraica que sugiere una forma de plantear problemas que
resulta tan fundamental que sirvié de base para formular la
moderna mecanica Cuantica.

Dentro de esta formulacion, los paréntesis de Poisson
permiten resolver las ecuaciones de movimiento del sistema
conociendo los paréntesis de Poisson de las variables
dinamicas con la funcién de Hamilton, de igual forma que
en el caso cuantico es posible resolver las ecuaciones de
movimiento de Heissenber a partir de los conmutadores
cuénticos de los operadores con el Hamiltoniano.

A continuacion, ademas de analizar la naturaleza
dindmica del sistema tanto clasica como cuanticamente,
resolvemos de manera completamente analoga el problema
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de una particula cargada inmersa en un campo
magnetostatico por medio de paréntesis de Poisson para el
caso clasico y conmutadores cuanticos para el caso
cuantico, de forma que se establezcan las analogias y
correspondencias entre los resultados que se obtienen en
cada caso.

Primeramente, presentamos de forma breve los
desarrollos que nos permiten resolver las ecuaciones de
movimiento mediante las estructuras antes mencionadas.

Il. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO QLASICAS MEDIANTE EL
USO DE LOS PARENTESIS DE POISSON

El paréntesis de Poisson (Ver [1], Ecs. 9-67) de cualquier
funcidn con la funcion de Hamilton resulta de gran utilidad
pues es posible probar que

%:[U,Hp

ou ’ @
ot
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y a partir de esto, escribir las ecuaciones de Hamilton en
términos de los paréntesis de Poisson como:

Qi:[qUH]’ )

P :[pi'H]' ©)

Por tanto, si una cantidad es una constante de movimiento y
su expresion no incluye de manera explicita al tiempo, su
paréntesis de Poisson con el Hamiltoniano se anula.

Si u es una funcion analitica, una variacion infinitesimal
ou correspondiente a un intervalo J¢ puede expresarse como

S =dtfu,H], @)

de donde es claro que la funcién de Hamilton es la
responsable de la evolucién del sistema en el tiempo. Asi
mismo, el desarrollo en serie de Taylor para u(t) alrededor
de t=0 puede escribirse como en [1], Ecs. 9-117:

ut)=ul, o Hbt o HlHL S e

Si introducimos un operador G = [,G], tal que
Gu=[u,G], (6)
la expresidn (5) puede expresarse como:

u(t)=e"u. ©)

111. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE
MOVIMIENTO DE HEISSENBERG MEDIANTE
EL USO DE LOS CONMUTADORES DE
OPERADORES CUANTICOS

Segin [2], si la funcion de onda ¥ provee toda la
informacion del sistema para todo tiempo futuro, es
necesario que exista una relacion lineal entre la funcién de
onda ¥ y su derivada respecto al tiempo, que expresamos
mediante el operador H como

H\}/:ihai, 8)
ot

Definimos la derivada de un operador partiendo de la
definicion clésica, es decir, en términos de valores
esperados de los observables como sigue:

(Ay=—". 9)

A continuacion empleamos la expresion (8) para desarrollar
la Ec. (9) como:
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()= (%, Aw)= (‘P,{(ZtA+ Ui, A]}\P] Qo)

Como la derivada de un observable l6gicamente debe ser un
observable, el operador entre llaves puede funcionar para

todo fin practico como el operador A , s decir,
; OA i <
A=211n Al (11)
ot [AA

De acuerdo con [3], a esta regla se le denomina teorema de
Ehrenfest. Por tanto, un operador que no depende
explicitamente del tiempo y ademas conmuta con el
Hamiltoniano es una constante del movimiento y
corresponde a una cantidad conservativa, dado que su valor
esperado permanece constante con el tiempo. Esta situacion
marca una clara analogia entre los paréntesis de Poisson
con la funcién de Hamilton y el conmutador cuantico con el
operador Hamiltoniano H, pues basicamente las Ecs. (11)
y (1) son idénticas.
Luego, la version de la Ec. (5) para operadores es:

Alt)= Al +%[H1AL0 J{I;zj [H[HZIA]]OJF (12)

Introduciendo la notacion GA = [H,A] podemos expresar la
Ec. (12) de una forma analoga a la Ec. (7):

At) = i(gj % — A oo (13)
n=0

n!

En términos de elementos de matriz, el calculo de las
derivadas de estas Ultimas resulta mas simple pues si
denotamos al elemento de la m-ésima fila y n-ésima
columna de la matriz de A por

{EmEn,

A = (¥, A, )=€"" (v, Ap,). (14

podemos calcular la derivada de los elementos de matriz

respecto al tiempo, considerando que (l//m'Al//n) es una
constante, para obtener
.E —-E
h
IV. DINAMICA DE UNA PARTICULA

CARGADA EN UN CAMPO MAGNE-
TOSTATICO UNIFORME: TRATA-MIENTO
CLASICO

Se trata el caso donde el campo magnético B es constante.
Podemos asumir que en todo punto, este campo viene dado
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por B =Bk donde k es el vector unitario en la direccion

de z. La primera tarea es elegir un potencial A que genere
el campo B. Como B es constante, podemos seleccionar

A:lprzg(yf—xj), (16)

2

de manera que el Hamiltoniano queda

_ (@B o)
H—Zm[p Zc{yl Xl}j

2 2p?2 2 2p2
:px+qBZX2+py+quyz
2m 8mc 2m  8mc
p; OB
L4 7 (xp, — : 17)
+2m+2mc( Py pr)

Podemos identificar los primeros dos términos con el
Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional en
X, los siguientes dos términos con el Hamiltoniano de un
oscilador arménico unidimensional en y, con los mismos
parametros que el primero, y el quinto término con el
Hamiltoniano de una particula libre en z, y finalmente el
Gltimo término corresponde a un multiplo de la componente
z del momento angular L, es decir, podemos escribir el

Hamiltoniano que nos atafie como

H=H,. +H

arm.x army z

gB
+H,, +——L,. (18)
lib.z zer]C

Como los paréntesis de Poisson cumplen con la linealidad,
la aplicacion de H (clasico) a la variable z se puede realizar
por separado, considerando los paréntesis de Poisson
fundamentales y los de las componentes de L.:

Hz=0+0+ P2 40 (19)
m

Es decir, en la direccién z la particula se mueve libremente,
como era de esperarse, y aplicando la Ec. (1) obtenemos:

2(t) =z, + Pao (20)
m

Gracias a que escribimos el Hamiltoniano en términos de
L,, podemos aplicar el operador H sobre x de forma

inmediata:

1 q°B? 0B
Hx=_"- 2 2 2= Ix, L
X 2m[x’ px]+ o [x,x ]+0+0+2mc[x, Z].(21)
_b_ @B
2m  2mc

La ulterior aplicacién de K arroja:
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Hoyx—_9B[ aB Py}, (22)
mc| 2mc m
ZBZ p qB qZBZ
Hox=—95 [Px_ =— Hx. (29
m?c? [ m  2mc’ m?c?
ZBZ
H4x_—q22H2x. (24)
mec
2p?2 44
Hox=—9B pay 98 1y (25)
m<c m°c
Las Ecs. (21)-(25) permiten proponer las siguientes

relaciones que pueden probarse por induccion:

2.2 2n
HZHX——;;z(—l)”[qmij A% (26)
2n+1
povs :?E‘;(_l)"(m hx. (27)

salvo el término correspondiente a n=0 para el caso par, por
lo que tenemos que sustraerlo y reemplazarlo por el término
correspondiente. Considerando esto, la serie para x(t) queda

0% -5 7 e e, ooy ()

gB m oB - mc)  (2n+1)
_mzcz , o E 2n 2 7 28
mebusleo(B) el @

donde podemos sustituir el desarrollo en serie del seno y
coseno para expresar el resultado finalmente como

C
X(t) = 0 - Pyo +(Cp*° —Y(’jsin[thJ
2 0B g8 2 mc

+ [XO _ Pro jcos(th) : (29)
2 (B mc

Al seguir el mismo procedimiento para la componente vy,
obtenemos

Hy=&+£x; (30)
m 2mc

szqu(px_quj; (31)
mclm 2mc

gB mc
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2041 v, (t) = v, cos(at + @) (44)
H2n+1y mC( )n[qBj Hy, (33) () 0 ( )
gB mc
v, (t) =V, sin(at + @) (45)
C C
= y(t)="20 - Pro | P %0 sm(qB j v
2 B gB 2 mc con ,, _ arctan 2° -
Yo _Pro cos(qB j (34) o v R -
2 B mc Si definimos R = Yo, podemos identificar la solucion
w

como una trayectoria circular de radio R alrededor de un

Si derivamos x(t) e y(t) respecto al tiempo, obtenemos: centro (x,,Y,) con una frecuencia angular . Notemos

V() = qB(cpx0 B yojcos(th) ademas que si derivamos respecto al tiempo a V, y vy,
g 2 obtenemos
B X, CPyo |.. (0GB}, 35
_mc[Z_ 4B js'“(mctj (3) a,(t) = v, sin(at + ). (46)
a, (t) = v, cos(wt + &) (47)
SV, =y, (@)= e By (36) ' oot +a)
m 2mc
Es decir, se cumplen las relaciones
OB Py | X, gB
v, (t) = mc( 0B + z]cos(mct) X=—N,. (48)
aB(CPo Yo qB (37) _
+mc[ qB zjsm[ mc j y=av,. (49)
X=-0*(X=X,)- (50)
= Vx() va (0) = h—i_ 2qB yO ' (38)
m mc
y=-w’(y-Y,)- (51)

Notemos que la coordenada candnica p, , ho coincide con o L
' Al sustituir estos resultados en la definicion de L, para la

la cantidad mv, ., es decir, el momento mecanico difiere componente z obtenemos
del momento canénico.
Existen cantidades comunes que podriamos reescribir mv§ ma)zrcz
como sigue: wl, = > o (52)
=" qB (39) Es decir, el momento angular es una constante, y so6lo
mc’ depende de los valores iniciales de energia cinética y de la
posicion de la particula.

~Xg Py mc . (40) Nuestro problema en realidad es tridimensional, por lo
= - que con este conjunto de resultados sabemos que la curva

X, - =X, Vyo:
2 qB qB generada por la trayectoria de la particula es una helicoidal

alrededor del eje z.

y _ Yo Pw _ y ,me, (41) En éste problema se ha mostrado la utilidad de los

2 B ° g *° paréntesis de Poisson para resolver problemas, aunque

puede parecer un procedimiento un poco forzado y muy

En términos de estas cantidades y aplicando la identidad sofisticado  para  abordar ~problemas que podrian
para el seno y coseno de una suma de angulos, podemos solucionarse de una forma mas breve utilizando las
expresar las Ecs. (29, 34, 35) y (37) como ecuaciones de Newton o las de Hamilton. El objetivo en

este caso es mostrar una semejanza operacional entre la

y mecanica clasica y la mecénica cuantica a través de la

X(t) =x, + —Osin(a)t + a)- (42) definicion de productos que originan estructuras algebraicas
@ comunes y que pueden ser utilizadas para resolver en

sentido estrictamente ideal cualquier problema de la

y(t) = y, — 0 cos(at + ). (43) mecanica.
w
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V. DINAMICA DE UNA PARTICULA
CARGADA EN UN CAMPO MAGNE-
TOSTATICO UNIFORME: TRATAMIENTO
CUANTICO.

Emplearemos el mismo campo vectorial que empleamos en

el caso clasico, de manera que la expresion para el operador
Hamiltoniano es explicitamente

e R )

px 52 X2 4y py q252 y2

2m 8mc 2m 8mc?
S . (53)
2m 2m c( Py = pr)

Es decir, hemos obtenido, de manera idéntica al caso
clasico, un operador Hamiltoniano que puede considerarse
como la suma de los Hamiltonianos de dos osciladores
armanicos acoplados por medio de un término de momento
angular.

Sabemos que la solucién en la direccién del campo
(paralelo a z) es independiente de la solucion transversal,
por lo que podemos escribir

y(xy.z)=

de manera que definiendo

#(x,y)o(2), (54)

2p?2
H( px pY Yo q B
2m 2m  8mc?

gB
(x2 + y2)+2—mc(xpy — ypx), (55)

podemos escribir la ecuacion de eigenvalores como

H.gv+H,, v =Edv, (56)

de donde a su vez podemos separar la variable z si se
cumplen las ecuaciones

H.¢=E¢ (57)
Hlib.zU =E,u (58)

talesque E=E, +E,.
Construiremos un par de operadores denominados de
escalera o de creacion y destruccion. Para empezar,

basandonos en el resultado clasico, definiremos ,, = 9By
mc

a continuacion simplificaremos la notacién del operador

Hamiltoniano definiendo el operador de momento

mecéanico como

ﬁzﬁ_%A. (59)
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Explicitamente, las componentes de este operador son:

ﬁx: px_rnzia)y’ (60)
7, = py+mz—wx, (61)
ﬁ'z = pz' (62)

1
Sea
S (2, —iz,) (64)
x2mha) X y

El operador adjunto de b entonces es:

oo L iz ) 65
b \/m(/?x-klﬁy) (65)

Ahora, expresamos 7, y 7, en términos de b y b':

2, = \/”"Z“’(” +5%), (66)
2, =1, 6-6") (67)

n, = hza’(*w ) (68)

Con fin de simplificar aln mas esta expresion, calculamos
el conmutador de estos operadores:

[6.6°]

Por lo tanto, bb* = +bH*b y sustituyendo en (68):

1
%[fz‘x,fz‘y]:f- (69)

A, - hw(5*5+ 1] _ hw[n . 1). (70)
2 2

Donde N =b*b, y como su expresion es mas sencilla,
tomaremos como base las funciones propias de éste
operador pues resulta que éstas también son funciones

propias del Hamiltoniano. Ahora, si ¢, es una funcion
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propiade N tal que Ng =4 4,, entonces b* también sera
una funcién propia de N :

N(B*g, )= (1, +1)b° ¢, ). (71)
Y lo mismo ocurre con el operador b :

N([Bg, )= (1, ~1)B4, ) (72)
No es dificil calcular la norma de este eigenvector:

b4, |=6¢,.6¢,)=(#..6'64,)= 2, (73)

La norma de todo vector propio de N es una cantidad
positiva, resultado que implica que 4 >0, por tanto existe

un estado base con la condicion B¢, =0, lo cual nos
permite establecer que de hecho 4 =n Yy escribiendo
explicitamente bHg, =0, podemos resolver la ecuacion

diferencial para el estado base y normalizarla, para luego
hallar los estados excitados correctamente normalizados.
Luego, se pueden probar las siguientes relaciones para b y

b*:
5+¢n = )\Mnﬁ’ (74)
6¢n = \/ﬁ¢n—1’ (75)

En esta base, el espectro de energia de acuerdo a la Ec. (70)
es

E, = ha{n + 1) . (76)
2

Podemos calcular X e y mediante la expresion (60), es
decir,

i ﬁx. 77
R= 74_ [H X] 7px — ( )
y 6t h[ ] 2 X 1 ( )

Luego, las ecuaciones de movimiento se pueden obtener
calculando 7, y fzy de la misma forma, y aprovechamos

el calculo previo de [6,6*] (Ec. 69) para conocer
EXAE

2,2, |= —iman, (79)
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muy atil pues el operador Hamiltoniano se encuentra
expresado en términos de #, y 7, . El resultado es

7, = —on, (80)

fry = Wi, (81)

Luego, combinando estos resultados, se obtienen las
ecuaciones de movimiento

=¥, (82)

¥ =0oRk. (83)

Como se esperaba, las ecuaciones de movimiento de
Heissenber son idénticas a las ecuaciones de movimiento
clasicas (48) y (49).
Ahora calculamos
Hamiltoniano:

los elementos de matriz del

Hup = (@ Bd,) = (8, 00+ )8, ) = heon + )5, - (84)

Es decir, Gnicamente los elementos de la diagonal son
distintos de cero, ya que escogimos una base de vectores
propios de la energia. La matriz de manera explicita tiene la
forma

00
0 5

Gracias al método de operadores escalera que empleamos
en este caso, resulta inmediato recuperar la forma matricial

de los operadores de momento mecéanico 7z, empleando las
Ecs. (66), (67), (74) y (75):

T = (e ) = W{(@,w) (4.5, )}

= TG 10, (@)
=B, )=1 0 60,)- (050, )
e e S N )

\

donde se pone de manifiesto que Unicamente son distintos
de cero los elementos inmediatamente debajo de la diagonal
e inmediatamente por encima de la diagonal, de manera que
la forma explicita de las matrices es
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0 1 0 0
1 0 2 0 -

el Mo 2 0 5 i @
00 B 0

0 1 0 0
1 0 2 0 -
. [mhe 2 . (89)
[ﬂy]_l\T 0 —x/z 0 '\/§
0

0 -3 0

Ahora, aplicando la Ec. (15), tenemos que

ﬁ.x,kn =i me {Ek - En }{)\/ﬁé‘k,n—l +4/n +l§k,n+1}

\lon
. |mh
~io, T“’{_ S+ 1, .5 (90)
N Mo
ﬂ-y,kn = _\ E{Ek - En }{\/ﬁék,n—l —/Nn +l§k,n+l}
h
= 0)\ mziw{x/ﬁé‘kyn_l +4/N +1§k,n+l}' (91)

donde hemos obtenido las relaciones (80) y (81) por medio
de un método enteramente algebraico.
En este caso no resulta trivial el calculo de los

elementos de matriz X,, 0 V,,, Ppues no tenemos
expresiones "simples” para X 0 ¥ entérminos de b y b*

. Si en cambio definimos, basandonos en el resultado
clasico, los operadores:

% =x— (92)
Mo

Jo=y+ - (93)
mao

podemos expresar el operador Hamiltoniano como
2
A= (e a)) =T (x-x T+ ly-v.F) @0
2m 2
Si definimos el operador

R =[x-x [ +[y-y.J. (95)

que en el limite clasico se corresponde con el cuadrado del
radio de la trayectoria circular que describe la particula,
tenemos por un lado que, al ser una cantidad proporcional
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al operador Hamiltoniano, es un observable fisico; sin
embargo, no podemos identificarlo exactamente con una
trayectoria circular perfectamente definida pues para ello

X,y y, tendrian que estar determinados de manera exacta

simultaneamente, y como X, y ¥, no conmutan, al

determinarse uno automaticamente el otro no conmuta con
el Hamiltoniano, por lo que no pueden determinarse de
forma exacta usando la misma base. Podemos calcular su
conmutador

[xc,yc]{x—ﬁy,w ﬁx}i e (96)
Mo Mo Mo

de forma que

AXcAyC > L = hic (97)
2mew 2q9B

Por lo tanto, la cantidad denominada longitud magnética,

= i€ puede interpretarse como una medida de la
\/aB
incertidumbre minima con que podemos determinar

simultaneamente X, y Y. .

Aunque no podemos hablar de trayectorias
perfectamente definidas de acuerdo a la mecanica clasica en
la mecénica cuantica, el sistema en general obedece las
ecuaciones de movimiento clasicas, s6lo que no podemos
asegurar que el sistema sigue una trayectoria en especifico,
sino que tenemos un espectro de trayectorias, y sélo
podemos hablar de la probabilidad de que la particula tome
determinada trayectoria.

En paralelismo con el tratamiento clésico, calcularemos
la forma explicita de los operadores de posicién en funcion
del tiempo, por el método de serie de conmutadores:

7

G(x)=[H, x| =—ing = —in s (98)
62(x)=-i " [R.2,]- "2, (99)
6°(x)= h;‘"[l—’l )= "’rf 2, —e’6(x).  (100)
G*(x)=n*0’G*(r), (101)
G°(R)=nw'G(x), (102)
G°(R)=n'w'G3(x), (103)

= 67 (1) = (o 62 (0= B2 2 (100
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62(2) = (hof" S (R) =i )" 4

Mo

(105)

salvo el término correspondiente a n=0 para el caso par.
Considerando esto, al sustituir en (13) obtenemos la

serie para x(t),

h(l) 2n
7, | it \*" [( ma)) ﬁy]
RO =8|, - 22+ >~ >~ 0
B =%~ e Z(hj (2n)
. (hw)2n+l
-\ 2n+1 =1 me ﬁx
it 0
+ J—
Z(hj (2n+1)
e identificando el desarrollo en serie del seno y coseno asi
como los operadores X, y Y, :

, (106)

X =% | +ml[/z\y lo cos(et)+ 2, |, sin(at)]. (107)
w

gue no es mas que la version mecano-cuantica de la Ec.
(29).

Al seguir el mismo procedimiento para la componente
y, obtenemos

6(s)=[A,5]=-in "> (08
Gz(x):—i%[ﬂ,ﬁy]z—h%}ﬁx, (109)

2

2 3
Gs(x)=_%“’[nq,ﬁx]=_i h;’ 2, = W?’G(y), (110)

= G2(y) = (ho " VE2(y) = - (ho)" 2. (111)
Mo
2n+1

6m3(5)fals) - 0" 1
Mo

nuevamente, con excepcion del término correspondiente a

n=0 para el caso par;
2n
| .. \2n [_ (hr;’)z) ﬁxJ
ﬁx 0 E 0
mo Zn:[hj (2n)
2n+1
)
|t 2n+1 Mo y .
i z(hj (2n+1y
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1 .
yt) =9l —@[ﬁx |y cos(at)+ 2, | sin(at)].  (114)

que no es mas que la versiébn mecano-cuantica de la Ec.
(34).

Al calcular el valor esperado de las Ecs. (107) y (114)
respecto a un estado @, se obtiene

(K)o (0 = (X )0y + <Vy >®(0) cos(at) + <VX>7(D(O)Si”(a’t)'(lls)
2 @

_ _ <VX ©(0) <VV >rp(o) . . (116
Y)o ®=(Ye o cos(et)+ 2 sin(et)- (116)
w w

Es decir, independientemente de cual sea el valor de

X ooy Yelow' Vaow” <Vy>m(0)’ o la incertidumbre
con la que fueron medidos (valores todos dependientes de
la funcion @ ), a partir de ese momento, los valores

esperados de x e y seguiran las ecuaciones del movimiento
clasicas.

V. CONCLUSIONES

El conjunto de estos resultados constituye un analisis
bastante completo de la dindmica de una particula cargada
en un campo magnetostatico uniforme, y no sélo se han
recuperado las ecuaciones de movimiento clasicas, en su
interpretacion rigurosa al expresar los observables como
valores promedio, sino que se ha comprobado que en
términos de operadores y sus matrices, se cumplen las
mismas ecuaciones de movimiento clasicas, entendidas
como las relaciones entre entidades correspondientes.
Queda establecido que el principio de incertidumbre no
afecta la forma en que se comporta el sistema, pues sélo
pone de manifiesto que la naturaleza del mismo no es la de
una particula a la cual se pueda asociar con arbitraria
precision una ubicacion y velocidad en un momento dado,
sino que es en esencia un sistema ondulatorio cuya
interpretacion fisica no puede considerarse absolutamente
comprendida. Asi mismo, se establecié que cuando las
dimensiones (por ejemplo, el radio clasico) del sistema son
del orden de la longitud magnética, es necesario emplear la
mecanica cuantica y los resultados aqui expresados, pues la
incertidumbre en la posicién y velocidad de la particula ya
no son despreciables en lo absoluto.
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Resumen
Se presenta nuestra contribucién por hacer de la dualidad onda-Particula un fendmeno intuitivo a través de un analisis
historico que muestra los sucesos mas relevantes de éste fenémeno. Se describe un conjunto de ejemplos que
constituyen aportes didacticos para la divulgacion y comprension del fendmeno en un curso introductorio de mecéanica
cuantica. Este conjunto se estructura de tal forma que la idea se va desarrollando progresivamente desde nociones
elementales de la fisica clasica hasta el formalismo matematico que presenta la teoria cuantica. Se muestran relaciones
y diferencias entre el uso de este concepto desde los puntos de vista clasico y cuantico.

Palabras clave: Indicios de la identidad de la luz, dualidad onda particula, experimento de la doble rendija, naturaleza
dual de los objetos mayores.

Abstract
We present our contribution to the wave-particle duality intuitive phenomenon through a historical analysis that shows
the most important events of this phenomenon. It describes a set of training examples that are contributions to the
dissemination and understanding of an introductory course in quantum mechanics. This set is structured so that the idea
is being developed progressively from basic notions of classical physics to the mathematical formalism of quantum
theory presented. Relations and differences are shown between the use of this concept from the views of classical and
quantum.

Keywords: Indications of the identity of the light, wave particle duality, double-slit experiment, dual nature of bigger

objects.

PACS: 03.65.Ta, 01.40.gb, 01.50.Pa, 78.40.Ri

I. INTRODUCCION

El hombre estd para conocer y como conocer es una
actividad de hacer inteligible los fendmenos [1], se hace
necesario aprender una de las ciencias fundamentales
relacionada con la comprension e interpretacion de los
fendmenos naturales que ocurren en nuestro universo: La
fisica. Para tal comprension, el hombre parte de
observaciones experimentales y mediciones cuantitativas
empleando el lenguaje mateméatico como herramienta (til
entre el experimento y la teoria [2]. Cuando hacemos
referencia a la comprension e interpretacion de los
fenémenos fisicos, debemos tener en cuenta que para
conocer, el hombre debe generar condiciones que agilicen
el desarrollo de competencias [3, 4], por lo cual se
evidencia la actividad de organizar los hechos y los
acontecimientos simplificando las teorias, de tal forma que
en sélo unos cuantos conceptos, ecuaciones y leyes
fundamentales logra alterar y ampliar nuestra visién del
mundo [2, 5].
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El entendimiento del mundo sensible, palpable, directo
a los sentidos del ser humano, se ha mostrado en la historia
de las ciencias cdmo las teorias clésicas, las cuales dan
cuenta del movimiento de los cuerpos [2, 5]. Por lo cual
para desarrollar cualquier fenémeno que describa una
interpretacion correcta del mundo es adecuado utilizar la
mecanica clasica, cuyas ideas fundamentales y las leyes que
rigen su aplicacién constituyen un esquema tan sencillo y
elegante, que parece imposible modificarlo sin destruir
todas sus atractivas caracteristicas [2, 6]. Sin embargo, la
belleza de esta teoria se desvanece cuando nos
introducimos en un campo mas amplio, el campo de la
mecénica cuéntica [5]. Es cuando el hombre se ve obligado
a construir herramientas que le permitan conocer las
relaciones o vinculos que se establecen con la naturaleza
microscdpica [2, 4, 6], dando a conocer asi la construccion
de un nuevo modelo teérico para la descripcion de los
fendmenos de escala atdmica que en ciertos aspectos es mas
elegante, satisfactorio y profundo que el modelo clasico [2,
7]. Sin embargo, este conjunto de leyes se presenta al
estudiante que inicia su estudio de la naturaleza desde la
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teoria cuantica como una teoria anti-intuitiva [8, 9], cuyos
principios resultan de dificil comprensién. Una de las
razones por las que sucede esto es porque en mecanica
cuantica se tiene un grado de abstraccion tal que se pierden
las imagenes directas que permiten familiarizarse con los
fenémenos [2, 5, 10].

Desde el punto de vista de la teoria cognitiva, en
particular de la teoria constructivista de Bruner, las
imagenes son un tipo de representaciones que posibilitan el
desarrollo de los procesos cognitivos mediante etapas
generales que se desarrollan en sistemas complementarios
para asimilar la informacion y representarla [3]. Es decir, la
primera etapa surge y se desarrolla como consecuencia del
contacto del alumno con los objetos y con los problemas de
accion que el medio le da (modo inactivo), luego surgen las
imagenes mentales que representen objetos (modo icénico).
Posteriormente, esas imagenes se convierten en un tipo de
representaciones gque contienen aspectos perceptibles de los
objetos (modo simbolico). En esta etapa la mente construye
simbolos y los utiliza en diferentes procesos cognitivos,
como: la percepcidn, el pensamiento, el lenguaje, etc. [3].
De esta manera el uso de imagenes constituye un recurso
cognitivo para el pensamiento del ser humano y su ausencia
dificulta la apropiacion de una idea y por lo tanto su
comprension [3, 4, 11].

Uno de los cambios fundamentales y mas dréasticos para
el pensamiento contenido en la teoria cuantica se encuentra
presente en el llamado fendmeno dualidad onda-particula
[9, 12, 13].

Se le llama dualidad onda-particula a aquella ideologia
flexible, capaz de justificar una variedad de razonamientos
sobre ondas y corplsculos, que revelan de manera
satisfactoria la fusion entre entidades corpusculares y
ondulatorias [14, 15].

Diversas investigaciones sobre el fendbmeno dualidad
onda-particula se presentan en la literatura con énfasis
distintos, evidenciandose malos entendidos de este
fenémeno [9, 16].

Einstein, en 1905 hace notar que la dualidad onda-
particula es aquella fusiéon donde la luz puede poseer
propiedades corpusculares y propiedades ondulatorias [5,
9]. Es decir, la dualidad onda-particula es una teoria
unificada de los fenémenos luminosos, donde se tiene
conciencia de que determinados fendmenos se explican
mejor desde el punto de vista ondulatorio, mientras otros se
explican mejor desde el punto de vista corpuscular [9, 18].

Por su parte, Kozhevnikov propone una nueva
interpretacion de esta teorfa. En su interpretacion, la
dualidad onda-particula es un concepto vago, capaz de ser
entendido en forma diferente en contextos diferentes [9].
Feynman resalta que “El comportamiento atémico es tan
diferente de nuestra experiencia ordinaria, que debemos
llegar a conocerlo en una forma un tanto abstracta o
imaginativa y sin relacionarlo con nuestra experiencia
directa” [5].

En otros estudios se ha determinado el rango de validez
del fenémeno dualidad onda-particula en la teoria cuéntica.
Nairz, O. Amdt, M, & Zeilinger. Analizan este fen6meno
realizando experimentos con grandes moléculas de Cqo Uno
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de los experimentos mas importantes fue realizado por
Estermann y Otto Stern en 1930, donde se evidencia la
dualidad onda-particula a través de los fenémenos de
interferencia y difracciéon de las particulas de h, en una
superficie de cristal Lif [17].

Por su parte, Alastair muestra que es posible una
interpretacion probabilistica del fendmeno dualidad onda-
particula desde varios experimentos mentales que
confirman su existencia [19].

En este articulo presentamos nuestra contribucion por
hacer de la dualidad onda-particula un fenémeno intuitivo.
Se describe un conjunto de ejemplos que constituyen
aportes didacticos para la divulgacién y comprension del
fendmeno en un curso introductorio de mecénica cuéntica.
También se muestra cémo los puntos de vista clasico y
cuantico del fendmeno dualidad onda particula permiten
evidenciar un proceso de conocimiento de la naturaleza,
generando un cambio radical en nuestras concepciones de
observar el mundo.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: En la
seccion 1l se realiza un andlisis histérico del fenémeno
dualidad onda-particula desde la primera evidencia
registrada en el siglo XVII por Newton hasta la
interpretacion que presenta Louis de Broglie, llegando a
conocer este fenémeno a través de la fenomenologia
expuesta. En la seccion 111 se ilustra el fendmeno dualidad
onda particula en mecénica cuantica donde se enfatizan los
cambios que sufre éste concepto en este nuevo marco
tedrico. En la seccidn 1V se describe la naturaleza dual de
los objetos mayores y finalmente en la seccion V
presentamos nuestras conclusiones.

1. ANALISI§ DEL FENOMENO DUALIDAD
ONDA-PARTICULA

A. Indicios de la identidad de la luz

A finales del siglo XVII, Newton us6 una teoria
corpuscular en la cual afirmaba que la luz estaba compuesta
por particulas capaces de rebotar en un espejo, logrando asi
explicar la propagacion rectilinea de la luz, las leyes de la
reflexion y refraccion [14].

Huygens, contempordneo de Newton, fue de los
primeros en proponer una teoria ondulatoria de la luz. Su
interés consistia en demostrar que la luz se difracta al pasar
a través de aberturas o alrededor de obstaculos
comportandose como una onda [6, 14].

Huygens consideraba que la luz debia viajar mas rapido
en un medio menos denso como el aire, mientras Newton
pensaba que el fendmeno era inverso, la luz debia viajar
mas rapido en un medio mas denso como el agua o el
vidrio. No obstante en aquella época ain no se podia medir
la velocidad de la luz de manera eficaz, por lo cual se
asumia que la luz viajaba Unicamente en linea recta sin
presentar el fendmeno de difraccion. Ademas, debido a la
gran reputacién y autoridad de Newton (President of the
Royal Society), la teoria corpuscular de la luz fue aceptada
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por mas de un siglo, lo que incling la balanza hacia el lado
corpuscular de la luz durante esa época.

B. Experimento de la doble rendija

Un siglo después, el fisico inglés Thomas Young probd
gracias al experimento de la doble rendija que la luz poseia
ciertas propiedades que s6lo eran posibles asociar con una
onda [20]. Young colocé una pequefia fuente luminosa que
proyectaba su luz a través de una delgada ranura de una
anchura de 0.2mm. Al pasar el haz de luz por ésta ranura y
al proyectarlo en una pantalla aparecia una franja central
como se observa en la Fig. 1.

— D —

1. Rendija 2. Luz recogida en la pantalla 3. Distribuciéon de intensidades

FIGURA 1. Se muestra el experimento de la doble rendija
realizado por Young. En 1 se observa la rendija, b ilustra el
orificio de 0.2mm por donde pasa el haz de luz. En 2 aparece la
pantalla donde incide el haz de luz, D es la distancia de separacion
entre la rendija y la pantalla. Finalmente, en 3 se evidencia las
distribuciones de intensidades que produce el haz de luz al pasar
por solo una rendija.

Posteriormente al proyectar el haz de luz a través de dos
ranuras y al tapar una de las dos ranuras con un dedo,
Young obtuvo evidentemente el mismo resultado al hacer
pasar el haz de luz Gnicamente por una ranura (la franja
central). Al destapar la segunda ranura y hacer incidir el
haz, en lugar de haber dos franjas de luz, como deberia
ocurrir si la luz fuera particulas que viajaban en linea recta,
habia una serie de franjas brillantes y oscuras de diferentes
intensidades (Fig. 2). Es decir, habia puntos en los que la
cresta se habia sumado a otra cresta y otros en que la cresta
se habia anulado con un valle produciendo el esperado
fendmeno de interferencia [20, 21].

Ante esto, Young concluyé que éste patrén de
interferencias solo se explicaba por el supuesto de que la
luz que pasa por las ranuras tenia caracteristicas
ondulatorias [20].

Notese que mientras Huygens lograba dar explicacion al
fendmeno de difraccion de la luz, Young daba parte al
fenémeno de interferencia, explicaciones basadas en
hip6tesis totalmente ondulatorias [14, 21].

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

139

1. Doble rendija 2. Luz recogida en la pantalla 3. Distribucion de intensidades

FIGURA 2. Se muestra el experimento de la doble rendija
realizado por Young. En 1 se ilustran los orificios de 0.2mm por
donde pasa el haz de luz, d es la distancia que hay entre los
orificios. En 2 se observa el patron de interferencias producido en
la pantalla. Finalmente, en 3 se evidencia las distribuciones de
intensidades que produce el haz de luz al pasar por ambas rendijas.

C. Confirmacion Experimental de Fresnel y Maxwell

A principios del siglo XIX, gracias a los experimentos del
fisico francés Augustin Fresnel (1788-1827) sobre
interferencia y difraccién, se logr6 sentar la teoria
ondulatoria sobre bases matematicas, demostrando que la
propagacién en linea recta de la luz es consecuencia de la
muy corta longitud de onda de la luz visible [14]. Fresnel
empefiado en la formulacion ondulatoria de la luz, procurd
bajo este marco tedrico dar explicacion a la difraccion
prosiguiendo con la hipétesis de que la luz poseia
caracteristicas similares a las ondas sonoras, y utilizando el
principio de Huygens y el fendbmeno de interferencia de
Young, logro explicar no solo la propagacion rectilinea de
la luz, sino las desviaciones de dicho comportamiento,
llegando a calcular asi la difraccion causada por pequefias
rendijas que se proyectan en una pantalla [14, 21].

A finales del mismo siglo, en el mismo sentido
experimental y basado en el caracter ondulatorio de la luz.
Maxwell recopila los estudios realizados anteriormente y
brinda una explicacion del fendmeno ondulatorio de la luz
como onda electromagnética, sentando las bases
matematicas que parecieron implantar definitivamente la
teoria ondulatoria de la luz [6, 14]. Sin embargo, esta teoria
presentaba serios problemas al no poder explicar otras
propiedades de la interaccién de la luz con la materia como
los fendmenos asociados a la radiacion calorifica, el efecto
fotoeléctrico y los fendmenos de absorcién y emision de
radiacion térmica por un medio (un cuerpo negro). Mayor
problema que debe afrontar la teoria ondulatoria de la luz
propuesta por Maxwell ya que nuevamente se genera un
conflicto entre ondas y particulas [6, 20].

Notese que en el contexto de la fisica clasica, el modelo
corpuscular y el modelo ondulatorio de la luz son
totalmente incompatibles [6]. Por lo cual debia aparecer en
la fisica un nuevo marco, en el cual ambos
comportamientos de la luz que parecian contradictorios, se
pudieran unificar en un modelo coherente [9, 18].
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D. Ondas de Materia de De Broglie

Un avance fundamental que permitié esta integraciéon e
impuls6 el desarrollo de la fisica cuantica, fue una hipdtesis
planteada por el fisico francés Louis De Broglie en su tesis
doctoral de 1924. Su trabajo comprobaba las propiedades
ondulatorias de los electrones, basdndose en la extrafia
naturaleza dual de la luz evidenciada en los experimentos
de la radiacion del cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico.

Este desconcertante aspecto dual de la luz
estrechamente vinculado con la existencia misma de los
cuantos le sugirié la pregunta, ¢Puede la materia poseer
propiedades tanto ondulatorias como corpusculares? [15,
17]. Dicho cuestionamiento estaba basado en la explicacion
del efecto fotoeléctrico que poco antes habia dado Einstein
sugiriendo la naturaleza cuantica de la luz.

Para Einstein, la energia transportada por las ondas
luminosas estaba cuantizada [9, 17]. Es decir, distribuida en
pequefios paquetes de energia o cuantos de luz que mas
tarde serian denominados fotones, cuya energia dependia de
la frecuencia de la luz a través de la relacion:

€ = hv. (1)

Donde v es la frecuencia de la onda luminosa y h la
constante de Planck. A partir de esta relacién Einstein
proponia que en determinados procesos las ondas
electromagnéticas que forman la luz se comportan como
corpusculos [9].

De Broglie se pregunt6 ;Podria ser de manera inversa?
[15, 17]. Es decir, que una particula material (un
corpusculo) pudiese mostrar el mismo comportamiento de
una onda. Y en dicha hip6tesis propuso la existencia de
ondas de materia, atribuyéndole a toda particula con
impulso una onda asociada, cuya longitud de onda es:

_h_n
/1_p ’ (2)

h = Constante de Planck
p= Cantidad de movimiento de la particula de materia

Notese que en la formula se aprecia que a medida que la
masa del cuerpo o su velocidad aumentan, disminuye
considerablemente la longitud de onda.

Mediante esta relacion De Broglie afirmaba que toda la
materia presenta caracteristicas tanto ondulatorias como
corpusculares comportandose de uno u otro modo
dependiendo del experimento especifico [6, 9].

Un poco mas adelante se generaliz6 la hip6tesis de De
Broglie para considerar que toda entidad fisica (las
particulas y también los fotones) tiene una naturaleza dual,
de tal forma que su comportamiento global presenta dos
aspectos complementarios: ondulatorio y corpuscular,
donde predomina uno de estos aspectos dependiendo del
experimento realizado [9, 17, 18]. Asi, el hecho de que un
electron, por ejemplo, tenga masa y cantidad de
movimiento (propiedades corpusculares), pero también una
longitud de onda (propiedad ondulatoria), supone que en
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una colision con otro electron, predomine el
comportamiento corpuscular de ambos. Pero también
ocurre que un haz de electrones se difracta cuando pasa por
una pequefia rendija, incluso aunque se lancen de uno en
uno [5, 17]. De manera que el resultado observado en la
pantalla no es fruto de un proceso estadistico producido por
la incidencia de un nimero elevado de electrones, sino que
realmente cada electron interfiere consigo mismo [18].

Finalmente, la ecuacion propuesta por De Broglie se
puede aplicar a toda la materia. Es decir, los cuerpos
macroscdpicos también tendrian asociada una onda, pero,
dado que su masa es muy grande, la longitud de onda
resulta tan pequefia que en ellos se hace imposible apreciar
sus caracteristicas ondulatorias [6, 15].

I1l. EL FENOMENO DUALIDAD ONDA
PARTICULA EN MECANICA CUANTICA

Hemos ilustrado los puntos claves que la historia ha
mostrado desde el origen de la dualidad onda-particula y
este esfuerzo nos ha llevado a proponer cuatro nociones que
fundamentan  este  fendmeno:  fusion, unificacion,
compatibilidad y percepcion como un todo. Luego, como la
mecanica cuantica exige una nueva organizacion
conceptual para la descripcién de los fenémenos atémicos y
se afirma que la dualidad onda particula es el corazén de
esta nueva organizacion conceptual. Queremos saber
¢Como se ilustra el fenémeno dualidad onda-particula
desde la mecénica cuantica?

Desde la mecénica cuéntica, la dualidad onda-particula
se ilustra como aquella teoria unificada de los fendmenos
luminosos (fusién), donde se tiene conciencia de que
determinados fendmenos se explican mejor desde el punto
de vista ondulatorio mientras otros se explican mejor desde
el punto de vista corpuscular [16, 20].

Para Kozhevnikov, la dualidad onda-particula es mas
que la asercion de que los fendmenos de radiacion revelan
diferentes propiedades que son similares a las de los
modelos clasicos de las ondas y las particulas. Es decir, la
dualidad onda-particula muestra como dos tipos separados
de objetos dan cuenta de fenémenos duales [9].

Expresar la dualidad onda-particula de manera formal o
matematica, es hacer un tratamiento simétrico de ambos
conceptos como lo hizo Heisenberg en sus lecturas de
Chicago (1930); “Hay dos modelos de los fendmenos
cuanticos y ambos conducen a resultados equivalentes. Se
puede empezar ya sea del concepto clasico de particula, o
del concepto clasico de onda y arribar esencialmente a la
misma teorfa cuéntica cuantizando la una o la otra. Ya que
la existencia de un evento clésico tras la existencia de un
evento cuéntico, brinda evidencia de la existencia de un
mundo que se comporta dualmente, bajo las leyes de la
probabilidad y que es compatible con la formalizacion
estructurada [22] .

Luego, podemos afirmar que la dualidad onda-particula
en mecanica cuantica significa mas que tomar como
fundamental s6lo un tipo de objeto, el corplsculo o la onda,
y decir, que éste acepta otro tipo de conducta a causa de
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leyes adicionales o accidentales. Significa entonces escoger
una especie de entidad como el objeto fundamental de una
teoria, donde ambas caracteristicas de particula y onda
tienen derechos iguales, estableciendo aquel puente natural
que comunica el mundo cuantico con el mundo clasico en
una Unica direccion [18].

Hoy dia este mismo fenémeno dual se aplica a los
fotones, entidades de masa nula que forman la luz. Un foton
tiene un comportamiento corpuscular, por ejemplo, cuando
colisiona con otro fotdn o, como ocurre en el efecto
fotoeléctrico, con particulas (electrones, protones, etc.),
pero un haz luminoso (un haz de fotones) manifiesta un
comportamiento  ondulatorio (onda electromagnética)
cuando se difracta, se polariza o produce interferencias
luminosas [9, 18].

IV. NATURALEZA DUAL DE LOS OBJETOS
MAYORES

A principios del siglo XX varios descubrimientos
importantes para la mecanica cuantica surgieron al realizar
experimentos utilizando neutrones, protones, atomos y
moléculas de carbono 60(Cgy). Uno de los experimentos
mas importante fue realizado por Estermann y Otto Stern en
1930, donde se evidencia la dualidad onda-particula a
través de los fenémenos de interferencia y difraccion de las
particulas de h, en una superficie de cristal Lif. Del mismo
modo el interferdmetro de Ramsey Borde mostré estos
mismos fendmenos al obtener |, de luz en 1944,
Actualmente el interferémetro de Mach Zehnder es
utilizado para demostrar el Na, y el interferdmetro de
Talbot Lau es aplicado a experimentos con Li, [17].

En 1985 se inform6 de la difraccion del “fullereno” y
“Buckminster fullereno” que presentan estabilidad y
abundancia cuando precisamente 60 atomos de carbono se
disponen en forma de una molécula natural (Cg). Fue
descubierto por Kroto y otros investigadores de la
universidad de Viena donde cabe resaltar que este es el
mayor objeto sobre el que se han observado propiedades
ondulatorias mecanocuanticas de manera directa. Su
interpretacion generd gran controversia ya que se
asumieron los argumentos de la dualidad onda corpusculo y
la validez de la ecuacién de De Broglie en su formulacion
[17].

V. CONCLUSIONES

Se ha ilustrado por medio de la historia y la fenomenologia
la dualidad onda-particula. A  partir de esta
conceptualizacion se ha logrado abstraer cuatro nociones
cruciales para el entendimiento de la mecénica cuéntica:
fusién, unificacion, compatibilidad y percepciéon como un
todo.

Estas nociones estructuran el fendmeno dualidad onda-
particula, pues permiten abordar problemas tales como la
medicion, la superposicién, la probabilidad, entre otros,
haciendo més entendible el mundo de la mecénica cuéntica.
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Resumen

Dado que la actividad experimental juega un papel importante en las clases de Fisica, el docente debe recurrir a
estrategias que permitan al estudiante la construccion efectiva de su propio conocimiento. Aunque ella tiene el
potencial para contribuir en gran medida al aprendizaje conceptual, procedimental y actitudinal, muchas
investigaciones coinciden en que esto no se da. Por ello, es necesario revisarlas efectuando cambios adecuados para
salvar este inconveniente. En el marco de un trabajo de investigacién se propone la aplicacién de una estrategia en las
clases de laboratorio con alumnos de nivel secundario enmarcada en el Aprendizaje Activo y constructivista, donde los
estudiantes realizan una tarea previa al practico, que involucra aspectos conceptuales, procedimentales y actitudinales.
La metodologia utilizada es la de comparacion de grupos, uno control (GC) y otro experimental (GE). EI GC
desarrollard las actividades de manera tradicional, y el GE utilizara la estrategia constructivista. Para la recoleccion de
datos uno de los instrumentos a utilizar son los pre tests, los que permiten reflotar las ideas previas de sus estudiantes.
Presentamos aqui un modelo de pre test, referido a la experiencia de laboratorio: Transformacion de energia eléctrica en
térmica.

Palabras clave: Problemas Ricos en Contexto; Estrategia Didéactica, ldeas Previas, Trabajo de laboratorio.

Abstract

As experimental activity takes care an important place in Physics classes, the teacher must use strategies which allow
students to build up their own knowledge. In spite of it has the potential to contribute greatly to conceptual, procedural
and attitudinal aspects, lot of investigations agree that it does not occur. So, it is necessary to review them doing
adequate changes in order to solve this inconvenient. In the frame of an investigation work it is proposed the
application of a strategy in Physics lab works with secondary students framed in constructive and active learning,
where they do a previous task, which includes conceptual, procedural and attitudinal aspects. The methodology used is
the comparison of groups, one the control group (CG) and the other the experimental one (EG). The CG will develop
the activities in a traditional way and the EG will use the conductivity strategy. Pre tests, which will be used as one of
the instruments for dates collecting, allow students prior ideas arise. Here we present a model of a pre test referred to
the lab experience: The transformation of electric energy in thermic one.

Keywords: Context Rich Problems; Didactic Strategy, Prior ldeas; Physics Lab work.

PACS: 01.40.Fk, 01.40.gb, 01.40.ek

I. INTRODUCCION

En el campo de la Didactica de las Ciencias y de la Fisica en
particular las tendencias actuales de investigacion sefialan
que es necesario adoptar nuevos modelos en los que los
roles del profesor y del alumno cambien asi como el
curriculum y la tarea en clase [1, 2]. Ello implica describir
los procesos, resultados, interacciones y demas elementos
del aula, para que el propio docente pueda modificar su
practica.

Existen hipoOtesis que remarcan que una de las
dificultades en el aprendizaje de la Fisica consiste en la
incomprension acerca del conocimiento cientifico, dado que
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el saber de esta disciplina presenta caracteristicas distintas
respecto de aquel saber que los estudiantes construyen en su
interaccion con los hechos de la vida cotidiana.

Dado que la Fisica es una Ciencia experimental, la
actividad de laboratorio deberia jugar un papel fundamental
en su aprendizaje. Por ello una de las herramientas a las que
el docente de Fisica deberia recurrir para ayudarse en esta
tarea es la elaboracién de estrategias para el trabajo de
laboratorio que permitan al estudiante la construccion
efectiva de su propio conocimiento y su acercamiento a los
avances cientificos modernos y a sus aplicaciones. Seria
optimo asi, que los estudiantes produzcan un cambio
profundo en su interpretacion de estos hechos [3].
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Los satisfactorios resultados alcanzados a partir de una
estrategia constructivista en experiencias de laboratorio,
basada en la Resolucion de Problemas Ricos en Contexto
(PRC), tendiente a favorecer cambio conceptual en
estudiantes de Fisica Basica Universitaria y fueron
evidenciados en una Tesis de Maestria en Ensefianza de la
Fisica [4]. En ella se concluy6 que la utilizaciéon de
metodologias de ensefianza de la Fisica que fomentan el
Aprendizaje Activo permite obtener niveles de logro
ampliamente superiores a los alcanzados en las clases
tradicionales.

Por todo lo expuesto y como continuacion del trabajo de
Tesis mencionado mas arriba, se propuso un Proyecto de
Investigacion® tendiente a aplicar dicha estrategia en el nivel
secundario.

Presentamos aqui un modelo de pretest, el cual
constituye una parte de los instrumentos a utilizar para la
toma de datos.

I1. MARCO TEORICO

Son numerosos los trabajos de investigacion que mencionan
la importancia de las experiencias de laboratorio en la
ensefianza de la Fisica [5, 6, 7]. Sin embargo, la realidad es
que esta etapa experimental en general se ve como una
pérdida de tiempo, en la cual se presentan situaciones
ideales en las que los estudiantes “verifican” los conceptos
estudiados en clase.

En la ensefianza tradicional, el docente es el emisor de
los contenidos conceptuales mientras que los estudiantes
tienen un rol netamente acritico y pasivo [8]. Esto conduce a
resultados de aprendizaje por demas bajos [9].

La Teoria Constructivista y en particular el modelo de
aprendizaje significativo de Ausubel destaca el aprendizaje
significativo estableciendo las diferencias entre aprendizaje
significativo y aprendizaje memoristico [10]. Esta teoria
posiciona al estudiante como parte activa e interesada en el
proceso de aprendizaje [11] y establece que sus ideas
previas juegan un papel primordial para la construccion de
los nuevos significados; su idea del mundo va acercadndose
cada vez mas a la aceptada cientificamente [12, 13, 14, 15,
16].

De forma diversa el docente puede reflotar las ideas
previas de sus estudiantes (cuestionarios, pre test, discusion
grupal, situaciones problematicas, etc). Las estrategias que
favorecen un aprendizaje activo deben poder integrar
aspectos conceptuales, actitudinales y procedimentales con
el fin de poder hallar la relacion, la transformacion y la
aplicacion de los conocimientos nuevos. Todo esto se ve
favorecido con el trabajo cooperativo en el grupo de
alumnos [17, 18, 19, 20].

! Las Experiencias de laboratorio en temas de electricidad como estrategia
didactica para favorecer el Aprendizaje Activo de la Fisica en el nivel
Secundario, aprobado por el Consejo Directivo de la Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales de la UNLPam, La Pampa, Argentina.
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Las estrategias de ensefianza basadas en el Aprendizaje
Activo ponen el énfasis en el rol activo de quien aprende
con el fin de que sea el alumno el responsable de la
construccidn de su propio conocimiento [21, 22].

Todo lo mencionado en los parrafos anteriores puede
llegar a alcanzarse cuando el trabajo experimental es
desarrollado sobre la base de una metodologia que
disminuya la carga conceptual de manera de favorecer la
autonomia de los estudiantes y de orientarlos hacia la
relacion existente entre teoria y practica [23, 24].

11l. METODOLOGIA

Se lleva a cabo una investigacién por comparacién de
grupos [25], con el fin de poder determinar si se establecen
diferencias, a partir de la tarea experimental, en el
aprendizaje conceptual, procedimental y actitudinal entre el
grupo experimental (GE) y el grupo control (GC). Las
actividades se estructuraron de manera de favorecer el
Aprendizaje Activo en el GE, mientras que en el GC se
desarrollara una tarea experimental de caracteristicas
tradicionales.

La muestra la componen los alumnos de 2° afio del nivel
secundario, modalidad Ciencias Naturales del Colegio
Provincia de La Pampa, de la ciudad de Santa Rosa, La
Pampa, Argentina. Durante el afio académico se estudian
dos grandes temas calorimetria (durante el primer
cuatrimestre) y electrodinamica (en el segundo cuatrimestre
del afio).

El GE trabajara sobre la base de una guia de laboratorio
que incluye un PRC vy las siguientes etapas:

v" Prediccion: debe realizarse como tarea previa al
laboratorio. En ella los alumnos daréan, individualmente,
respuesta a una serie de preguntas referidas al PRC
presentado inicialmente. El proposito de esta tarea es que los
alumnos piensen invidual y criticamente en la fisica del
problema a partir de los conceptos estudiados en clase. Ya
en el aula de laboratorio se generara la discusion grupal para
afrontar las inconsistencias que se  presentasen,
fomentandose el intercambio de ideas al mostrar los
alumnos a sus compafieros de grupo cuél ha sido el
razonamiento utilizado para responder cada una de las
consignas.

v' Método: también a realizar como tarea previa. En
ella los alumnos deben pensar el disefio experimental que
les permitiria dar una respuesta al problema planteado
inicialmente y qué precauciones tener para la toma los datos.
Esta etapa también contribuird a que los estudiantes discutan
al inicio del préctico sobre sus mediciones y analicen las
posibles fuentes de incerteza.

v" Procedimiento Experimental: en ella se debe
acordar el armado del equipo, organizacién y precauciones
para con la tarea experimental.

Los instrumentos para realizar los registros se
construiran de acuerdo a la seleccién de datos que serdn
objeto de atencion. Luego se interpretaran los mismos para
identificar pautas que llevaran a la explicacion teorica que
de cuenta de las mismas.
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Los pretests, son uno de los instrumentos a través de
cuales se podran indagar los conceptos relevantes que los
estudiantes poseen y si existieran, las concepciones previas.

Durante el afio 2010 se elaboraron tres pretests, cada uno
de ellos correspondiente a cada uno de los tres trabajos de
laboratorio que se implementaron en la investigacién.

Por razones de espacio, en este trabajo solo
presentaremos el que refiere (ANEXO 1) a la dltima
experiencia de laboratorio: Transformacion de energia
eléctrica en térmica en la que se pretende dar un sentido
unificado al concepto de energia. A efectos de su validacion,
este pre test fue aplicado en alumnos de perfil similar al de
la muestra que compone esta investigacion. Este
instrumento se redacté sobre la base de los contenidos
conceptuales incluidos en calorimetria vistos previamente
por estos alumnos.

IV. CONCLUSIONES

Se cree que con el disefio y la implementacion de una
estrategia que favorezca el Aprendizaje Activo de la Fisica
en las précticas de laboratorio de nivel secundario, es
posible dar solucién a cada uno de los inconvenientes
mencionados en este trabajo y contribuir significativamente
a mejorar aspectos de la ensefianza secundaria deficientes y
altamente cuestionados por la sociedad, como son el
aprendizaje memoristico, basado en la utilizacién de
algoritmos y descontextualizado de la realidad cotidiana.

A su vez, para el logro de este propdsito es indispensable
conocer las ideas previas de los alumnos, para lo cual la
implementacion de pretests juega un papel preponderante.

En este sentido, es posible que el docente prepare
pretests bien planteados y controlados, en cuyo cometido no
puede improvisar y debe disponer de tiempo suficiente para
dedicarle a esta tarea.
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ANEXO Pre test 111

EXPERIENCIA DE LABORATORIO: TRANSFORMACION DE ENERGIA ELECTRICA EN TERMICA
FISICA 11 CN - COLEGIO PROVINCIA DE LA PAMPA

Nombre y Apellido: Fecha:
En cierta experiencia de laboratorio se pusieron en contacto un calorimetro eléctrico, con cierta masa de agua, inicialmente a
temperatura ambiente. Durante el periodo de tiempo en el cual el calorimetro permanecié conectado la masa de agua intercambio
energia térmica con él.

Supongamos que la siguiente grafica representa la energia térmica que recibe la masa de agua en funcién del tiempo:

A
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A continuacion se presenta un grupo de graficas que muestran la cantidad energia térmica intercambiada en la resistencia del
calorimetro en funcion del tiempo. Indica cudl se corresponde con la grafica mostrada mas arriba.
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Resumen
En este trabajo se presentan técnicas digitales de captura de imagenes para analizar dos experimentos con cuerpos
rigidos en los que se estudian la condicién de rodadura y el efecto del deslizamiento. Las técnicas consisten en el uso
combinado de fotografias de larga exposicion y analisis de video cuadro por cuadro. En una de las experiencias se
evidencia la transicion de rodadura a deslizamiento desde un punto de vista geométrico y en la segunda se analiza el

efecto del deslizamiento en la energia mecanica.

Palabras clave: fotografia de larga exposicion, cuerpo rigido, rodadura.

Abstract
In this paper we present digital imaging techniques to analyze two rigid-body experiments in which the condition of
rolling and the effects of sliding are studied. The techniques combine the use of long exposure photographs and frame-
by-frame video analysis. In one of the experiences the transition from rolling to sliding is made evident, while the

other examines the effect of slipping on the mechanical energy.

Keywords: long exposure photography, rigid body, rolling.

PACS: 45.40.Bb, Yy, 01.50.Pa, 07.68.+m

I. INTRODUCCION

El movimiento de un cuerpo rigido esta tratado en la mayoria
de los libros de textos de Mecénica de nivel universitario [1,
2,3,4,5, 6, 7]. En particular, recibe especial atencion el caso
de la dindmica de cuerpos que ruedan sin deslizamiento. En
este caso, el andlisis se facilita por el agregado a las
ecuaciones dinamicas de ecuaciones de vinculo que
relacionan las variables cinematicas del movimiento del
centro de masas del cuerpo (desplazamiento, rapidez y
aceleracion lineales) con las cantidades angulares analogas
(desplazamiento, rapidez y aceleracion angulares), estas
Gltimas asociadas a la rotacién en torno de un eje que pasa
por el centro de masas.

En la préactica, un cuerpo rigido que rota y se traslada
sobre una superficie puede plantear varios desafios. Por
ejemplo, estudiar el proceso de transicién de deslizamiento a
la condicion de rodadura, o viceversa, y las consecuencias de
dicho cambio respecto de la conservacion de la energia
mecanica. Estos problemas estan presentados en los textos
ya sea como ejemplo [8] o ejercicio [7], o bien como puzzle
0 problema de desafio [9].

En este trabajo analizamos movimientos de cuerpos que
ruedan bajo diferentes condiciones y usamos técnicas de
captura de imagenes digitales para tener acceso al registro
completo de las caracteristicas del movimiento.
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Il. TECNICAS DIGITALES

La dificultad inherente al estudio de cualquier movimiento
radica en la obtencién de datos de la posicion en funcion del
tiempo de los cuales deducir la velocidad y la aceleracion.
En el caso del movimiento de un cuerpo rigido, la dificultad
se acentla si se quiere analizar no sélo el movimiento del
centro de masas (CM) sino también del movimiento de las
particulas en torno al CM.

Mediante fotografias de larga exposicion es posible
obtener la trayectoria de algunos puntos de interés del cuerpo
sefialados convenientemente. Por ejemplo, para un cilindro
que rueda apoyado en su generatriz se puede considerar un
punto periférico en una de las caras circulares y otro en el
centro. Si el cilindro esta en rodadura, la trayectoria que
describe el punto periférico es una cicloide que sera
registrada en la fotografia. Cualquier apartamiento de esta
curva esté asociado a la presencia de deslizamiento. El punto
central, en cambio, se mueve linealmente con la velocidad
del centro de masas del cuerpo.

A fin de que la trayectoria de los puntos seleccionados
sobre el cuerpo aparezca con nitidez y buen contraste, es
conveniente que los puntos estén marcados de color blanco,
0 bien que sean brillantes sobre un fondo negro opaco.
Preferentemente, la escena tiene que estar dispuesta en un
ambiente poco iluminado. Si fuera necesario aumentar el
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contraste, se puede iluminar con una lampara que emita
ultravioleta (“luz negra”) para realzar los colores claros y los
fluorescentes.

En simultaneo con una captura de larga exposicion, una
filmacién del movimiento con una camara digital es una
adecuada técnica complementaria. Con cada cuadro del
video es simple determinar la posicion del objeto relativa a
un sistema de referencia. La secuencia “cuadro a cuadro”
permite conocer con detalle la evolucién temporal del
movimiento.

Para la captura de las imagenes, es Gtil ubicar dentro del
cuadro de filmacion y de fotografia un elemento de longitud
conocida o bien realizar marcas igualmente espaciadas para
luego calcular por escala las posiciones de los puntos en las
imagenes en unidades de longitud conveniente [10, 11]. En
efecto, con programas como Photoedit (®Microsoft) o la
herramienta Paint (®Microsoft) se puede determinar las
coordenadas en pixeles de los puntos de interés a estudiar.
Estas coordenadas, por comparacion con las referencias de
longitud ubicadas dentro del cuadro, permiten convertir las
posiciones en unidades de longitud. En nuestro caso, para
hacer la captura de la informacion de posicién (en pixeles) y
de tiempo (en segundos) se ha utilizado el programa Data
Point [12], que requiere videos en formato AVI. En el caso
de ambientes muy oscuros es Util la opcién night-shot, que
algunas filmadoras tienen incorporadas. Esta variante
permite filmar en condiciones de baja iluminacion con el
empleo de sensores con alta sensibilidad en el rango del
infrarrojo cercano.

Tanto la cdmara fotogréfica como la filmadora deben
estar ubicadas de modo que la escena donde transcurre el
movimiento quede centrada, y a distancias tales que se
minimice la paralaje, de manera que un objeto ubicado en el
centro de la imagen tenga las mismas dimensiones (en
pixeles) que cuando esté ubicado cerca del borde de la
imagen. En caso contrario, podria aparecer algin problema
de enfoque con consecuentes distorsiones de la imagen.

Por un lado, la imagen de la trayectoria obtenida por la
fotografia de larga exposicion vy, por el otro, los datos de
posicion y tiempo capturados a partir del video constituyen
en conjunto un recurso factible para analizar casos
particulares de movimientos como son los casos de
deslizamiento o rodadura.

A continuacién, se presentan dos experiencias en la que
se aplican estas técnicas para estudiar, en la primera de ellas,
la transicién de deslizamiento a rodadura de un cuerpo
simétrico y, en la segunda, la disipacién de energia en el
instante de deslizamiento. La segunda experiencia esta
disefiada a partir de un problema propuesto en un texto de
mecéanica elemental utilizado en cursos universitarios [7] y
gue tiene variantes como en [8].

I1l. TRANSICION DE DESLIZAMENTO A
RODADURA

La experiencia consiste en empujar un cuerpo cilindrico
sobre una superficie horizontal suave de modo que deslice
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inicialmente para luego estudiar la transicién a la rodadura.
En el presente caso, el cuerpo es un recipiente de latén de 6,4
cm de radio. De manera conveniente, la cara circular de la
lata se cubri6 con papel negro y sobre ella se colocaron dos
marcas de referencia con dos circulos de papel blanco, una
como punto periférico y otra para registrar el movimiento del
centro de masas. A simple vista, la eleccidn de los colores en
forma inversa puede parecer equivalente pero vuelve ineficaz
la técnica fotografica de larga exposicion ya que la luz
reflejada por objetos blancos termina saturando gran parte de
la imagen. La camara utilizada es una Canon 350D, puesta
en modo manual, lo que permite hacer los ajustes para este
tipo de imagenes. Para este caso fueron: 1ISO 800 (ISO hace
referencia a la sensibilidad) y un tiempo de exposicion de 2
segundos. No es aconsejable usar tiempos mayores a la
duracion del fendmeno ya que la captacion de luz adicional
resta innecesariamente contraste a la imagen.

La fotografia de larga exposicion de la figura 1 muestra
las trayectorias de un punto periférico y del punto central
sobre el eje que pasa por el centro de masa. La trayectoria
del punto periférico evidencia un tramo inicial de
deslizamiento para luego pasar a la rodadura dada la cicloide
asociada que se visualiza en la imagen.

En la figura 2 se muestra una composicion de tres
fotogramas de la filmaciéon adicional realizada. En el
fotograma central se puede observar que la marca de la
periferia queda registrada con mayor nitidez cuando esta
pasando por la posicion méas baja, lo que se corresponde con
el hecho que en caso de rodadura ese punto de contacto
tendria velocidad instantanea relativa a la superficie igual a
cero.

Una mayor cuantificacion se puede hacer recordando que
en condicién de rodadura el médulo de la velocidad angular
w es igual al cociente entre la velocidad del centro de masa
Ve Y el radio R del cilindro que rueda:

w=You (1)

FIGURA 1. Fotografia de larga exposicion, que permite tener en
un sélo cuadro la trayectoria de los dos puntos resaltados. La lata es
empujada rapidamente y desliza hasta que entra en condicion de
rodadura evidenciada por la trayectoria cicloidal del punto
periférico.

Mediante un andlisis cuadro a cuadro del video es posible
evaluar el cociente vey /R y determinar el instante en que
éste satisface la condicion de rodadura, es decir cuando su
valor coincide con la velocidad angular . En este caso se
utilizé una camara Sony DCR-SR45 para capturar imagenes
a una tasa de 30 cuadros por segundo.
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FIGURA 2. La imagen es una composicion que relne tres
fotogramas obtenidos del video. En el segundo cuadro la nitidez del
punto periférico indica que su velocidad es nula, se halla
instantaneamente detenido en un cuerpo que rueda y se traslada.

En la figura 3 se muestran la velocidad angular o del cuerpo
y el cociente vy /R entre la velocidad de su centro de masas
y el radio. Se puede observar que, al comienzo, la velocidad
angular es casi nula y crece hasta quedar aproximadamente
constante. Por su parte, la velocidad de traslacion crece
repentinamente por la accion de la fuerza ejercida por la
mano que empuja para iniciar el movimiento. Luego, como
actia solo la fuerza de friccion en el deslizamiento, la
velocidad disminuye hasta hacerse también
aproximadamente constante. Una vez que el cociente vy /R
iguala el valor de la velocidad angular w, el cuerpo entra en
rodadura y se verifica la relacion (1).

35

30
25
20
15 4
10

®, Vem !/ R (rad/s)

5 -
0

0.0 0.2 0.4 0.6

t (s)

FIGURA 3. Evolucién del cociente Vcy /R (azul) y de la velocidad
angular @ (verde). La convergencia de las curvas verifica la
condicion de rodadura sin deslizamiento. Las lineas son indicativas
de la tendencia de cada variable

IV. DISIPACION ENERGIA

DESLIZAMIENTO

DE POR

En esta experiencia consideramos el problema planteado en
un texto universitario de Fisica en el que se estudia un
cuerpo que esta formado por un cilindro de radio r y masa m
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al que se la han adosado dos discos de radio R y masa M en
sus extremos.[7] La propuesta del problema es determinar
cémo cambian las velocidades del cuerpo al rodar
inicialmente cuesta abajo por un plano inclinado, apoyado
sobre el cilindro, para luego continuar por el plano
horizontal, apoyado sobre los discos (figura 4). El analisis
tedrico previo, suponiendo conservacion de la energia
mecanica, determina que al producirse el contacto de los
discos con el plano horizontal (cambio de radio raR >r) se
produce un incremento de la velocidad del centro de masa y
una disminucidn de la velocidad angular.

Esta hipdtesis de conservacion de la energia se puede
contrastar mediante un experimento que muestra la
trayectoria de un punto periférico y del centro de masa
recurriendo a la fotografia de larga exposicidn. Por otro lado,
la técnica de video y su andlisis cuadro a cuadro permite
estimar los valores de la energia mecanica a lo largo de todo
el movimiento.

En este caso, se disefi el dispositivo con un cilindro de
madera de 15 cm de largo y un radio de 1,2 cm al que le
adosaron dos CD en sus extremos. Se cubrid la cara circular
del CD con papel negro opaco y se marcaron un punto en el
centro y otro en la periferia con papel blanco. Los puntos
estan resaltados con tinta fluorescente, tal como se muestra
en la imagen (figura 5).

Para realizar la experiencia se incliné una pista de 120
cm de longitud, con un &ngulo de inclinacion pequefio de
entre 5%y 10°, y de este modo se logro el plano inclinado; la
superficie horizontal fue provista por el piso del laboratorio.
El cuerpo se soltd desde la parte elevada del plano inclinado
de modo que la velocidad inicial fuera cero.

Todo el movimiento de rodadura sobre el plano y a
continuacion por el piso ocurre en unos pocos segundos.
Para obtener mayor nitidez de la trayectoria en la fotografia
se usa “luz negra” para iluminar la escena.

=

FIGURA 4. Esquema del problema, similar al que se encuentra en
la bibliografia, Ref. [7].

En este caso, la iluminacion elegida brinda mayor contraste
de los puntos de interés y que permite captar movimientos
mas fugaces. Los otros recaudos técnicos que se mencionan
en la primera experiencia son también validos aqui.
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FIGURA 5. La imagen muestra el montaje del dispositivo para
la captura de fotografias de larga exposicion.

Las fotografias de larga exposicion (figuras 6 y 7)
muestran la trayectoria realizada por el punto de la
periferia y el central en el recorrido. Se observa una
cicloide alargada sobre el plano inclinado (circunferencia
generatriz de radio r) y, luego de una transicion cuando los
discos apoyan, una cicloide comdn en el plano horizontal
(circunferencia generatriz de radio R). El intervalo de
transicién no puede ser modelado con el empalme de esas
dos cicloides (ver APENDICE), lo que estaria indicando
que en un breve intervalo después del choque con el plano ) -
horizontal el cuerpo rota y al mismo tiempo desliza. Es (til FIGURA 6. Trayectorias del punto de la periferia y del punto
notar que en ese lapso actla una fuerza de rozamiento en central, tal como se observan en las fotografias de larga exposicion.
direccion horizontal y hacia delante que incrementa la
velocidad del centro de masas y a la vez produce un torque
que disminuye la velocidad angular «. La figura 8 muestra el
estudio del movimiento cuadro a cuadro a partir del video
obtenido con una cidmara digital HP-M525 que captura 17
cuadros por segundo. El incremento de velocidad del centro
de masa resulta inferior al esperado bajo la suposicidn de que
la energia mecénica se conserva. Esto representa una
disipacion de energia debido a la accién de la fuerza de
rozamiento en el intervalo de contacto de los discos con el
piso.

La presencia momentéanea de dicha fuerza de rozamiento
trae aparejada una variacion de energia que se puede estimar
en base a los datos extraidos del analisis cuadro a cuadro del
movimiento. La figura 9 muestra la energia mecénica del
cuerpo a lo largo de la trayectoria. Es notable como en el
instante en que el cuerpo cambia su circunferencia generatriz
(que coincide con el cambio de superficie) la energia decae
abruptamente al producirse el deslizamiento de los discos en
el piso. Ese instante se corresponde también con la transicion
entre las dos cicloides que describe el punto en la periferia,
segin queda evidenciado en la fotografia de larga
exposicion. El choque inelastico del cuerpo cuando
abandona el plano inclinado y toma contacto con la
superficie horizontal también contribuye a la disipacion de la
energia mecanica.

y(m)

y(m)

FIGURA 7. Segun la posicion del punto periférico en el momento
de contacto de los discos con el plano horizontal, se generan
distintas trayectorias que enlazan a las cicloides.
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FIGURA 8. Velocidad del centro de masas del cuerpo que rueda.
La velocidad creciente corresponde al trayecto sobre el plano
inclinado. Se observa el cambio de la velocidad cuando los discos
apoyan sobre el plano horizontal. La linea verde indica el valor
esperado de la velocidad en el plano horizontal si se conservara la
energia mecanica.
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FIGURA 9. Energia mecéanica evaluada del cuerpo. Se observa un
cambio en la energia en el momento en que los discos tocan el
plano horizontal.

CONCLUSIONES

Estas técnicas permiten realizar mediciones de magnitudes
que usualmente son dificiles de efectuar por la complejidad
de fenémenos tales como las rotaciones, deslizamientos y las
trayectorias en general diversas de cuerpos rigidos. Para el
estudio de estos fenomenos los dispositivos no son de gran
sofisticacion, se requieren elementos técnicos que
actualmente estdn muy difundidos como son la cdmara de
video y la camara fotogréfica digital.

En particular, de la cdmara fotogréafica digital se aprovecha
el modo de larga exposicion que resulta adecuado para la
captacion de trayectorias de puntos de interés en un
determinado movimiento. Cada escenario de obtencién de
iméagenes requiere un montaje que debe tener en cuenta
cuestiones de iluminacion y contraste de colores para su
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mejor apreciacién, que se van mejorando con el ensayo y
error.

Es fundamental lograr imagenes suficientemente claras
como para realizar los andlisis de las experiencias expuestas.
Subordinado a lo anterior queda la posibilidad de aplicar
sobre las imagenes capturadas consideraciones estéticas para
ilustrar mejor los fendmenos a estudiar.

Por su parte, la cdmara de video digital permite reconstruir
el movimiento estudiado a partir de posiciones y tiempo que
posibilita la observacion del video cuadro por cuadro.
Ademas es posible captar, en ciertos cuadros, momentos de
interés especificos del movimiento.
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APENDICE

TRAZADO DE CICLOIDES

Para trazar las cicloides sobre las fotografias de larga
exposicion se han considerado las ecuaciones de la cicloide
generada por un punto periférico P al rotar el cuerpo sobre
los discos de radio R, cuando el cuerpo se desplaza en el
plano horizontal; y las ecuaciones de las cicloides generadas
por el mismo punto P debidas a la rotacion sobre la
generatriz del cilindro de radio r e inclinada un angulo g
debido al plano inclinado.

Cuando el cuerpo rueda sin deslizar sobre el plano
horizontal, la cicloide que describe un punto de la periferia
se puede representar por [13]:

x=R(a-sena), (A1)
y=R(1-cosa).

Aqui, o es el angulo de rotacidn del cuerpo. Por su parte, las
ecuaciones de la cicloide que genera el mismo punto P al
rodar el cuerpo sobre el cilindro de radio r se pueden obtener
mediante la suma de vectores a y b en el sistema (X, y)
solidario al plano inclinado, como se observa en la figura 10:

c=a+b. (A2)
El vector a ubica el centro de la cara circular respecto de O y

el vector b corresponde a la posicion de P visto desde el
centro O,

c=(ra-Rsena;r -cosa). (A3)

Las coordenadas del vector ¢ describen la cicloide generada
por el punto P al rotar sobre la generatriz del cilindro de
radio r.

N
y
P T - ~
Ve N
7 N b
/ -~ T ~ I
/ ‘ N \
| t o a , O
\ ! /
N a‘
\ ~ | >
\ / I
N s \>\ X
ARG PR \
P

FIGURA 10. El cuerpo rota el angulo oy se traslada la distancia
0O0'. Las coordenadas del punto P dadas por el vector ¢ describen
la ecuacion de la cicloide. Este vector se obtiene de la suma de los
vectores a (centro del cuerpo en el sistema (X, y)) y del vector b que
corresponde a la posicion relativa de P respecto del centro O”.
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Finalmente debemos expresar al vector ¢ rotado el angulo j
del plano inclinado respecto del sistema (X, y). Para ello se
puede considerar la siguiente suma de vectores (ver figura
11):

C=s+t, (A4)
donde s = (y’sen B; y’cos f) y t = (X'cos 8, — X" sen f).
Considerando que x” e y” son las ecuaciones de la cicloide
segin lo expresado en (A3), obtenemos la expresion del
vector c rotado el angulo g.

c=(y’senb+xcosh,y cosb-x"senb).  (A5)

Es decir que la ecuacidn de la cicloide generada en el plano
inclinado es:

Xx=(r—Rcosa)seng +(ra—Rsena)cos g, (A6)
y=(r—Rcosa)cos B—(ra —Rsena)sengs.

\ 4

X

FIGURA 11. El punto P en el sistema (x, y) puede ser ubicado si se
considera, por ejemplo, al vector ¢ como la suma del vector s y del
vector t.

02 4

yim}

apbhbadALs
&

0.1
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FIGURA 12. Las cicloides generadas segun las ecuaciones para el
plano inclinado y el plano horizontal a partir de los pardmetros r, R
y B. El ajuste de estos parametros permite establecer sobre la
fotografia donde hay rodadura y dénde no.
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Las cicloides se pueden generar (figura 12) en una planilla
de célculo en funcion del angulo de giro a y de los
pardmetros r, R y f. Luego, se pueden superponer a las
fotografias de larga exposicion para  ajustarlas
convenientemente a  los  datos  experimentales.
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Resumen

En este trabajo se presenta el modelo matematico de un motor de corriente continua. Se ha desarrollado el modelo
matematico usando ecuaciones diferenciales y a su vez también se desarrollo el anlisis respectivo en términos de las
variables fisicas que se tiene en el motor, como en la carga mecénica acoplada al mismo. Adicionalmente se ha
simulado y se ha obtenido la respuesta de control de la velocidad la cual puede ser en funcion de la corriente de
armadura y para esto se utilizo SIMULINK, una herramienta del programa MATLAB.

Palabras clave: Fisica, Maquinaria eléctrica, Transformada de Laplace, SIMULINK.

Abstract

This paper presents a mathematical model of a DC motor. We have developed a mathematical model using differential
equations and in turn develop the analysis also relevant in terms of physical variables is taken into the motor, such as
mechanical load coupled thereto. Additionally we have simulated and obtained the response of speed control which can
be a function of the field current and for this we used SIMULINK, a MATLAB tool.

Keywords: Physics, Electrical machinery, Laplace Transform, SIMULINK.

PACS: 02.30.Hq, 02.30.YYy, 07.05Qq.

I. INTRODUCCION

Los motores de corriente continua son los mas comunes y
economicos, y se pueden encontrar en la mayoria de los
juguetes a pilas, constituidos, por lo general, por dos
imanes permanentes fijados en la carcasa y una serie de
bobinados de cobre ubicados en el eje del motor, que
habitualmente suelen ser tres y a su vez son ampliamente
usados a nivel industrial. Los motores de corriente continua
permiten un amplio rango de velocidad y pueden
proporcionar un alto par-motor con control mas sencillo y
econdmico que cualquier motor de corriente alterna. En la
actualidad los métodos de control de velocidad se han ido
desarrollando considerablemente y los mas comunes son el
control de velocidad por corriente de campo y el control de
velocidad por corriente de armadura, que son técnicas de
control no lineal.

Para poder analizar estos métodos se requiere del
conocimiento fisico del sistema, unidades de las constantes
que aparecen en el modelo, seleccion adecuada de las
variables de estado y conocimientos de desarrollo de
ecuaciones diferenciales utilizando la transformada de
Laplace y a su vez para poder observar el comportamiento
un simulador el cual para objeto de estudio se utiliza
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012
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SIMULINK una herramienta del programa MATLAB. La
seleccion de variables no es evidente, sino mas bien resulta
de la experiencia en el modelado de sistemas eléctricos y
mecénicos, y asi como de la apropiada seleccion de
constantes fisicas como de friccién, inercia y torque
eléctrico.

En esta propuesta, se desarrolla el modelo matematico
de un método de control de velocidad el cual es: control de
velocidad por corriente de armadura. Para esto el motor a
utilizar serd un motor de excitacion separada y se tendra un
analisis fisico que explota el conocimiento sobre los
parametros y las unidades fisicas del motor de corriente
continua, asi como cierta experiencia en identificar
constantes de tiempo en sistemas eléctricos y mecanicos, y
al mismo tiempo se tendrd un andlisis matematico, pues se
emplea la teoria de control para la seleccion de las variables
de estado. Dentro del trabajo se presenta una simulacion y
se determina el comportamiento de la velocidad del motor
con respecto a la corriente de armadura con condiciones
iniciales establecidas.

Finalmente se concluye analizando los resultados
obtenidos de la simulacion con el modelo matemético
determinado.
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1. CARACTERISTICAS DEL MODELO

Un motor de corriente continua esta formado por un estator
o inductor que es la parte fija del motor y un rotor o
inducido que es la parte movil.

El motor a utilizar es un motor de excitacion separada,
cuya caracteristica principal es la bobina (inductor) que
genera el campo magnético no se encuentra dentro del
circuito del motor, es decir no existe conexion eléctrica
entre el rotor y el estator como se muestra en la siguiente
figura;

Inductor
0 estatrol

Rotor £
o inducido - A=)

FIGURA 1. Esquema de un motor separadamente excitado.

El modelo ilustrado posee caracteristicas eléctricas que
consta de: V; la tensién de alimentacion del rotor, I; la
corriente que va a circular por el rotor también conocida
por corriente de armadura, R; la resistencia del bobinado del
rotor, L; la inductancia del bobinado del rotor, ¢ es la fuerza
contra-electromotriz del motor, V; es la tension de
alimentacion del estator, I la corriente que va a circular por
el estator, R; la resistencia del bobinado del estator, L; la
inductancia del bobinado del estator. [1]

Para que el motor cumpla su funcién, normalmente se le
coloca una carga mecanica en el eje del rotor y de esto
dependeran las caracteristicas mecanicas las cuales son: w
la velocidad angular de giro a la cual trabaja el rotor, J el
momento de inercia equivalente del eje rotor con la carga
que se desea colocar, B el coeficiente de rozamiento
Vviscoso. [2]

1. DETERMINACION
MATEMATICO

DEL MODELO

El modelado matemdtico del motor de corriente continua
requiere de dos ecuaciones, una ecuacién mecénica y otra
ecuacion eléctrica. Estas ecuaciones estdn acopladas y se
basan en las Leyes de la dindmica y de Kirchhoff,
respectivamente. Por una parte, la ecuacién mecanica
modela principalmente el movimiento del rotor, y por otra
parte la ecuacion eléctrica modela lo que ocurre en el
circuito eléctrico del inducido. [3]

Al aplicar una tension V; al inducido, circula por €l una
corriente I;, y debido a esta corriente, por el rotor, se
inducira una fuerza contra electromotriz (ley de Lenz “toda
corriente se opone a la causa que la produce”) cuyo valor
vendra determinado por la expresion:
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e=Ky, X 0(t). 1)

Siendo K,, la constante de fuerza contra-electromotriz [4].
Aplicando la ley de Ohm, la tension (til sera:

Vl-—8=Rl-><Il-(t)+Li><—. (2)

ar(®)
dt

Remplazando la Ec. (1) en la Ec. (2):

Vi— Ky X 0(t) = Ry X [;(£) + L x 52 (3)
El rotor realizara su movimiento debido al torque
electromagnético t, generado por el campo magnético que
se produce en el estator y a su vez este dependera de la
corriente que circula en la armadura, de esta manera la
ecuacion es:

Te = Kp X Il(t) . (4)

Siendo K, la constante de torque electromagnético.

El motor en su movimiento giratorio arrastra una carga,
credndose por lo tanto, un par-motor resultante ., y a su
vez se tiene friccion en el sistema que depende de la
velocidad a la cual gira el rotor y este causa un torque s
que es en sentido opuesto al movimiento, obsérvese esto en
la siguiente figura.

@ J

FIGURA 2. Diagramas de torques en el rotor.

Se define a @ como la aceleracion angular de la carga, de
esta manera:

o= 200 (5)

La ecuacion que describe a T.€s:
T,=] X=X d‘:it) . (6)

La ecuacion que describe a Tyes:
=B X w(t) )

Ahora se procede a realizar una sumatoria de torque y se
obtiene la siguiente ecuacion:

1T =] X,

Te—Tf=T,. (8)

Remplazando las Ecs. (4), (6) y (7) en la Ec. (8):

dw(t
Kp X I,(£) = B X w(t) = ] x “22,
d
Kp X 1;(8) = ] x 22 4+ B x w(b). 9)
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Despejando [;(t) de la Ec. (9) y luego derivandola con
respecto al tiempo da como resultado:

d(u(t)
Jx +BXw(t)
() = (10)
14
dw? dw
ar() _ Jx dt(t)+Bx dgt) (11)
dt Kp

Sustituyéndola en la Ec. (10) y (11) en la Ec. (3), quedara
una ecuacién diferencial de segundo orden (aparece la
segunda derivada), no homogénea, lineal y de coeficientes
constantes [5], como se muestra a continuacién:

dm(t) dm (t) dw(f)
JEO L gy (t J +B
V.= K, x (t) = R; X 0O | g x L . (12)

K Kp

De esta manera la Ec. (12) describe el modelo matematico
para un motor de corriente continua separadamente
excitado.

I11. SOLUCION DEL MODELO MATEMATICO

El modelo matematico ya fue descrito y para su solucion es
necesario tener una consideracion de mucha importancia, el
valor de la constante L; para motores de corriente continua
separadamente excitado, es aproximadamente cero y siendo
asi la ecuacion diferencial se transforma en una ecuacion de
primer orden, no homogénea, lineal y de coeficientes
constantes.

1M+Bw(t)

Vi - Kb X (I)(t) = ra

(13)

Para el modelo se tiene como condicion inicial que a
tiempo igual cero (es decir cuando el motor va arrancar) el
valor de la velocidad es cero:

t=0-w(0)=0.
Asi, ordenando, arreglando la Ec. (13) y aplicando la
transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion,

se obtiene:

40®) | pio(e)

J
Vi=Ryx —4—
Kp

+ K, X w(t),

_ (RixJ dw(t) Ri{XB
Vi_(Kp)x—dt +( +Kb)><a)(t)

£l = £y x 4524 6 x 0 (0]
%:stxw(s)+ﬂxw(5):

V.
Z=w(s) X (ys +B)
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012
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s(ys+B)’

(U(S) = Vi X (14)

Se define a las constantes y y 8 como:

;ﬁ—

Una vez obtenida la ecuacion de la velocidad en funcién del
tiempo se procede a resolver mediante fracciones parciales
la Ec. (14).

w(s) =V; x

=V x(2+-5). @)

s(ys+B) s ys+pB

Los valores de Ay B que satisfacen la ecuacion es:

A==, c=-%

1
B B

De esta forma la ecuacion queda descrita:

1 _Y
_vo[B B
w(s) =V; x (s +ys+ﬁ> ,

1 4
w(s) =V, x=& +V X sfﬁ
1 Y
=VixL— v x—E—,
0.)(5) i s i (s+§)xy
1 1
— B B
w(s)=V; X-= VX o) (16)
Y

Desde este punto la solucién del modelo matemético ya es
evidente, pues se procede aplicar la transformada de
Laplace inverso a la Ec. (16).

L w(s)]=L71 [Vi x%— V; x (f;ﬁ)] ,

L w(s)] =LV, x | — 1 V,xﬁ],
-1 _W —1]1 Vi -1 1
L [(U(S)]—FXL [;]—EXL [@],
a)(t)z%—%xe_gt,
w(t) = (1—e v ) a7

La Ec. (17) describe el comportamiento de la velocidad de
rotor en funcidén tiempo, siendo asi la solucion del modelo
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matematico para un motor
separadamente excitado.

de corriente continua

IV. SIMULACION
A. SIMLULINK una herramienta de MATLAB

La simulacién es parte fundamental dentro del desarrollo
del tema, pues de esta manera se podra verificar
gréaficamente el comportamiento de las variables fisicas que
se desean analizar, que para este caso sera la velocidad en
funcién del tiempo. Para la simulacion se utilizo
SIMULINK, que es un es un paquete de software para
modelar, simular y analizar sistemas dindmicos. Soporta
sistemas lineales y no lineales, modelados en tiempo
continuo, muestreados o un hibrido de los dos. Los sistemas
pueden ser también multifrecuencia, es decir, tienen
diferentes partes que se muestrean o actualizan con
diferentes velocidades.

Para modelar, SIMULINK proporciona una interfaz de
usuario grafica (GUI) para construir los modelos como
diagramas de bloques, utilizando operaciones con el ratén
del tipo pulsar y arrastrar. Con esta interfaz, puede dibujar
los modelos de la misma forma que lo haria con lapiz y
papel (o como lo representan la mayoria de los libros de
texto). Esto es un cambio radical respecto a los paquetes de
simulacion previos que requieren que formule las
ecuaciones diferenciales y las ecuaciones en diferencia en
un lenguaje o programa. SIMULINK incluye una amplia
biblioteca de bloques de sumideros, fuentes, componentes
lineales y no lineales y conectores. Puede también
personalizar y crear sus propios bloques. [6]

Los modelos son jerdrquicos, es decir, puede construir
modelos utilizando una metodologia descendente vy
ascendente. Puede visualizar el sistema en un nivel
superior, desde donde mediante un doble clic sobre los

B power_dcmotor2 *

bloques puede ir descendiendo a través de los niveles para
ver con mas detalle el modelo. Esto le proporciona una
comprension de como se organiza un modelo y como
interactlian sus partes.

Después de definir un modelo, puede simularlo
utilizando cualquiera de los métodos de integracion que
tiene a su disposicion o bien desde el mend de SIMULINK
o introduciendo 6rdenes desde la ventana de 6rdenes de
MATLAB. Los menis son apropiados para un trabajo
interactivo; mientras que el enfoque de linea de orden es
muy Util para ejecutar un lote de simulacion (por ejemplo,
si estd haciendo simulaciones de Monte Carlo o necesita
barrer un pardmetro a través de un rango de valores).
Utilizando bloques Scopes y otros bloques de visualizacidn,
puede ver los resultados de la simulacién mientras se esta
ejecutando. Ademas, puede cambiar los pardmetros y ver de
forma inmediata lo que sucede en exploraciones del tipo
"que sucede si". Los resultados de la simulacion se pueden
transferir al espacio de trabajo de MATLAB para su
posterior post-procesamiento y visualizacion.[7]

Las herramientas de andlisis de modelo que incluyen
linealizacion y determinacion de estados estacionarios
pueden ser accedidas desde la linea de orden de MATLAB,
asi como las muchas utilidades que MATLAB Yy sus
toolboxes de aplicacion poseen y como MATLAB vy
SIMULINK estan integrados, pueden simular, analizar y
revisar sus modelos en uno u otro entorno en cualquier
momento. [8]

B. Descripcion de los elementos que conforman el
modelo para la simulacion

En el siguiente grafico se muestra el modelo realizado en
SIMULINK de un motor de de corriente continua de
excitacion separada y se describe cada elemento del
sistema.
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FIGURA 3. Esquema del motor de corriente continua de excitacion separada realizado en SIMULINK.
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Fuente de alimentacion del estator: Representa el voltaje
inyectado en el lado del estator.

Switch de inicio: Simula el interruptor de encendido y
apagado del motor.

Resistencia de tierra: es la resistencia que actia como
proteccion para el motor.

Arrancador: Reduce la corriente durante el arranque para
proteccion del motor.

Equivalente eléctrico del Rotor: Circuito eléctrico que
representa la parte mévil del motor.

Equivalente eléctrico del estator: circuito eléctrico que
representa la parte fija del motor.

Motor DC separadamente excitado: Simula el conjunto
estator-rotor.

Bloques Scopes: Describe el comportamiento grafico de las
variables fisicas.

C. Ingreso de datos de las variables fisicas de un motor
corriente continua especifico.

El modelo a simular es un motor de corriente continua de

excitacion separada y se simulara considerando los
siguientes parametros:;

TABLA I. Datos del motor de corriente continua.

Armadura
Vi(V) | 1i(A) | Ri(Q) Li(H) kb(V.s) kp(Nm/A)
240 16,2 0,6 0,0012 1,8 0,4
Campo
Rf(Q) Lf(H)
240 120
TABLA I1. Datos de la carga.
J (Kg/m2) B(N.m.s)
1 0,2287

El ingreso de datos a la simulacién se muestra en la figura
siguiente:
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W Block Parameters: DC_Motorg FP: m‘. 162 x ﬁa;:: b

DC machine (mask) (ink)

This block implements a separately excted DC machine. Access is provided to the
field connections so that the machine can be used as a shunt-connected or a
series-connected DC machine.

Parameters

Preset model [T ~ |
v Show detailed parameters
ure resistance and inductance [Ra (ohms) La (H)]
| sl < |
R; || Field resistance and inductance [Rf (ohms) Lf (H) ]
' s < L
Rr || Feldamature mutualinductance Laf ():
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Total inertia J (kg.m"2)
T —
friction coefficient Bm (N.m.s)
\@F B
Coulomb friction torque TF (N.m)
o
et speed (@d/s):
o< wl(0)

oK | canca | hep ool

FIGURA 4. Ingreso de datos.

A continuacion se procede a fijar el tiempo de simulacion y
luego se da click en el icono play.

(LN e e o B )
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FIGURA 5. Inicio de la simulacién.

V. RESULTADOS OBTENIDOS
Una vez realizada la simulacion se observa el

comportamiento de la velocidad en funcién del tiempo
usando el scope de la velocidad.
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FIGURA 6. Scopes que determinan el comportamiento de
variables fisicas diferentes.

Velocidad angular vs tiempo
w (rad/s)

FIGURA 7. Comportamiento de la velocidad en funcién del
tiempo.

Adicionalmente, se puede observar el comportamiento de
otras variables fisicas, como la corriente de armadura, el
torque generado y la fuerza contra-electromotriz.

Corriente Vs Tiempo
I;(A)

FIGURA 8. Comportamiento de la corriente de armadura en
funcion del tiempo.
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Torque Vs Tiempo
T(N.m)

FIGURA 9. Comportamiento del torque generado en funcion del
tiempo.

FIGURA 10. Comportamiento de la fuerza contra-electromotriz
en funcidn del tiempo.

Dentro de la simulacion es posible variar los pardmetros de
la maquina e inclusive cambiar las condiciones iniciales del
modelo y asi obtener diferentes gréaficas en funcion del
tiempo.

VI. CONCLUSIONES

1) El modelo matematico de la velocidad del motor en
funciéon del tiempo obtenido tedricamente, es una
funcion del tipo f(t) = A(1 — €77%) y estd acorde a la
grafica obtenida en la simulacién.

2) SIMULINK es una herramienta eficiente y de gran
precision para desarrollar, modelar y simular diferentes
modelos matematicos.

3) El andlisis de los motores de corriente continua
separadamente excitados, mediante el uso de un modelo
matematico resulta de suma utilidad para poder
anticipar los diferentes comportamientos de la maquina,
ahorrando tiempo y evitando eventos indeseados.
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Abstract

Cerium-doped lanthanum Bromide LaBr3(Ce) crystals is one of the new scintillating detectors that has been developed in
recent years which has proven to be superior to other scintillating materials in terms of resolution and efficiency. In this
study we have carried out the characterisation of a 25mm X 25mm Brillance™ 380 LaBr,(Ce) detector through the
laboratory measurement of its energy resolution, intrinsic photo-peak, total intrinsic, total absolute efficiency and timing
resolution. In addition, the energy dependence of the resolution has been studied using a variety of gamma ray sources with
variable energy in the range (122-1408keV). The study showed that LaBr3(Ce) detector has an excellent energy resolution
of 2.6% full-width-at-half maximum (FWHM) at 662keV photons using a Caesium-137 (*¥Cs) source at room temperature
as compared to Nal(Tl) detector. Also, it was determined that the detector has a full-energy peak efficiency ranging from
90.1% to 4.3% in the energy range of 122-1408keV and for a source-to-detector distance of 150mm.

Keywords: Brillance™ 380 LaBr;(Ce), energy resolution, FWHM, intrinsic photo-peak, total intrinsic and total absolute
efficiency.

Resumen

Los cristales de Bromuro de Cerio-Lantano dopado LaBrs(Ce) es uno de los nuevos detectores centellantes que se ha
desarrollado en los Gltimos afios que ha demostrado ser superior a otros materiales centellantes en términos de resolucion y
eficiencia. En este estudio se ha llevado a cabo la caracterizacién de un 25mm x 25mm Brillance™ 380 LaBr3(Ce) a través
del detector de medicion en el laboratorio de esta resolucion de energia, de fotos-pico de actividad intrinseca, total
intrinseco, eficiencia total absoluto y resolucién de tiempo. Ademas, la dependencia de energia de la resolucién se ha
estudiado usando una variedad de fuentes de rayos gamma con energia variable en el rango (122-1408keV). El estudio
mostré que el detector LaBrs(Ce) tiene una excelente resolucion energética del 2.6% total-ancho-de-la mitad maxima
(FWHM) en 662keV fotones usando una fuente de Cesio-137 (**’Cs) a temperatura ambiente en comparacién con el
detector Nal(Tl). Ademas, se determind que el detector tiene una eficiencia de energia pico-completa que van desde 90.1%
a 4.3% en el rango de energia de 122-1408keV y una fuente-para-la distancia del detector de 150mm.

Palabras clave: Brillance™ 380 LaBrs3(Ce), resolucion de energia, FWHM, fotos-pico de actividad intrinseca, intrinseca
total y eficiencia absoluta total.

PACS: 29.25.RM, 29.30.KV, 29.30.MC ISSN 1870-9095

I. INTRODUCTION

One of the best tools in obtaining experimental information
on nuclear structure is the spectroscopy of gamma rays
emitted in the de-excitation of a nucleus or in nuclear
reactions [6].The full understanding of these nuclear
processes requires observations with instruments having
excellent energy resolution together with reasonable
efficiency. The use of spectrometers give information both
on energy and intensity of the radiation emitted from the
source. These spectrometers often referred to as detectors
which are categories into gas detectors, scintillation
detectors and semi-conductor detectors.
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Scintillation crystals have been one of the earliest and
popular methods used for the detection of gamma rays [2].
A scintillator is generally a material that emits low-energy
(in the visible range) photons when they are struck by high-
energy charge particle. Scintillator detectors are divided
into organic and inorganic and the types of materials used
depend on the application. One of the most commonly used
scintillator detector is the inorganic one, where alkali halide
salts such as sodium iodide (Nal) and caesium iodide (Csl)
are used. An activator in the form of impurity (e.g.
thallium) is introduced into the inorganic material in order
to improve their performance.

The growing interest in scintillator detectors has led to
the emergence of the cerium doped halide scintillator,
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LaBr3(Ce).This scintillator has demonstrated a high light
output (~63,000photons/MeV) with a fast decay time of
16ns [7]. These attractive properties have distinguished it
among other scintillators for selected applications in which
the demand for energy resolution is a dominant factor over
density and attenuation length. In this work, we have
carried out a characterisation of the gamma-ray detection
properties of LaBr;(Ce), where the optimum operating
voltage of the photomultiplier tube (PMT), shaping time of
the amplifier, energy resolution and the detection efficiency
of the detector was determined.

Il. THEORY OF GAMMA-RAY
TIONS IN SCINTILLATORS

INTERAC-

There are three major interaction mechanisms that play
vital roles in radiation measurements. These include
photoelectric absorption, Compton scattering and pair
production [2]. In each of these processes there is a partial
or complete transfer of gamma-ray photon energy to the
electron, resulting in a sudden change in the history of the
gamma-ray photon, i.e., the photon either disappears
entirely or is scattered through a significant angle.

A. Photoelectric Absorption

This is a process in which a photon undergoes an
interaction with an absorber atom and is completely
absorbed, while an energetic photoelectron is concurrently
ejected from one of the bound shells of the atom [2]. The
interaction invariably occurs with the most tightly bound or
K-electron of the atom, and does not occur with free

electrons. The energy of the ejected photoelectron, E, is

given by

Ee— =hv — Ebl (1)
where Ej, is the binding energy of the photoelectron in its
original shell, and hv is the energy of the gamma-ray
photon. Photoelectric absorption leads to the creation of an
ionized absorber atom as a result of the vacancy left in one
of the bound shells. A free electron from the medium is
quickly captured to fill the vacancy and there is a
rearrangement of electrons from other shells of the atom.
This could result in the emission of the characteristic X-ray
while in some cases the emission of an Auger electron may
occur. Photoelectric process occurs predominantly for
gamma rays (or X-rays) of relatively low energy [5].

B. Compton scattering

Compton scattering is an interaction process where the
photon transfers a portion of its energy to the electron
(assumed to be at rest) leading to the deflection of the
photon through an angle 6 with respect to its original
direction and a recoil of the target electron. The energy
change during the process is given by [2]:
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(%)(1—c056)

1+(mtiz)(1—cose)>’ (2)

where m,c? is the rest mass energy of the electron, E,. is

E,- = hv — hv' =hv<

vandyv' are the
and deflected photon

the recoil energy of the electron,
frequencies of the incident
respectively.

C. Pair Production

Pair production occurs in the intense electric field created
by protons in the nuclei of the absorbing material. This
process is energetically possible only if the gamma-ray
energy exceeds twice the rest mass energy of an electron,
and so, the process is only limited to high-energy gamma
rays since its probability of interaction increases at high
energy. During Pair production the gamma ray photon
disappears and an electron-positron pair is produced. The
excess energy of the photon above the required threshold
appears in the form of Kinetic energy shared by the
electron-positron pair, i.e.

E,~ + E,+ = hv — 2m,c?. 3)
After production, the positron slows down and annihilate in
the absorbing medium producing two annihilation photons
as secondary products of interaction. It is this annihilation
radiation that plays an important part in the response of
gamma-ray detectors.

1. THEORY OF ENERGY CHARAC-
TERISATION OF SCINTILLATION DETEC-
TORS

A. Energy Resolution

Energy resolution of a detector is a measure of its ability to
resolve small differences in the energy of incident y-rays. It
is defined as [3]:

_ FWHM
==

R X 100%,

(4)

where FWHM is the Full width of the full-energy peak at
half maximum height expressed as the number of channels,
and H, is the channel number corresponding to the peak
centroid.

In scintillation detectors the important factor affecting
resolution is the statistical fluctuation in the number of
photoelectrons produced in the PMT, i.e. the variation in
the amplitude of successive events [4]. Another additional
factor is the non-uniformity in light output. The amplitude
of the output pulse is proportional to the number of
photoelectrons created.

R = FWHM _ KVE _ K
= &

E  VE ©®)
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where E is the Photon energy and K is a constant.

B. Detection efficiency

It describes the proportion of radiation events recorded by a
detector, and includes both the geometric and radiation
interaction effects. The efficiency of a detector is a measure
of how many pulses occur for a given number of gamma
rays. There are three categories of detection efficiency,
namely, absolute total efficiency, intrinsic total efficiency
and intrinsic full-energy peak efficiency.

LaBr; (Ce)
PMT

DETECTOR

HV

IV. EXPERIMENTAL SET-UP

The characterisation of LaBr(Ce) was carried out using a
25mm X 25mm Brilliance™ 380 Crystal (Type: B380)
LaBr3(Ce) detector coupled to a PM:XP2060 B02 PMT.
These were connected to a Canberra HV supply and a
Canberra amplifier 2022 which was then linked to an Ortec
Easy MCA and a Dell PC. The experimental set-up is as
depicted in Fig. 1. The amplifier settings were as follow:
Fine gain: 0.5x, coarse gain: 30X, input polarity: Positive.

PC

Y

MCA

FIGURE 1. Experimental set-up for characterisation LaBr3(Ce) detector.

V. EXPERIMENTAL PROCEDURE
A. Energy Calibration

Applying an operating voltage of 750V and an optimum
shaping time of lus, the LaBry(Ce) detector was
calibrated using *’Eu, *Na, *'Cs, and *°Co sources by
collecting energy spectrum and determining the central
channel number of the full energy peak by eye via the peak
report on the Multi-Channel Analyzer (MCA). A graph of
energy against channel number was plotted in order to
observe the linearity of the energy response of the detector.

B. Energy resolution

Energy spectrum was taken from **’Eu, #Na, ®*Co and
B37Cs for 300 seconds and the FWHM in keV for each
photo-peak was recorded. The energy resolution was
calculated using equation 4.

C. Efficiency measurement
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The *¥'Cs source was used to collect a spectrum in order to
determine the various efficiency. A region of interest was
set over the whole spectrum and the total count rate in this
region was recorded, with the background count rate taken
into consideration. The net count rate was collected for the
full energy photo-peak. These procedures were repeated for
Co, #Na, *°Co and ™Eu sources by varying source
detector distance. A graph of intrinsic photo-peak
efficiency against energy was then plotted.

VI. RESULTS AND DISCUSSION

Figure 2 shows the energy-channel relation for the
LaBrs(Ce) detector. The entire response of the detector
covers the energy range of 122KeV-1408KeV and was
found to be linear. A linear function of E = 1.5135C —
32.541 was obtained from the calibration. Using this
relationship channels can be easily converted to energy. As
can be seen from the plot, LaBr3(Ce) detector exhibits an
outstanding linear response.
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FIGURE 2. Graph of energy against channel number for 25mm X 25mm Brillance™ LaBr;(Ce) detector.

The response function of the LaBrs(Ce) shows that the
energy resolution improves with increase in gamma-ray
energy. For the LaBr3(Ce) detector an energy resolution of
2.6% at the 662 keV photo-peak at room temperature was
recorded. This is graphically depicted in Fig. 3. This value

of energy resolution approaches the value for the energy
resolution of some semiconductor detectors such as CdTe
and CdZnTe at room temperature [5], and this has never
been achieved with any established inorganic scintillators.
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FIGURE 3. Graph of energy resolution versus energy for 122-1408KeV energy window.

The energy resolution of 2.6% at 662keV makes the
resolution of this detector two times better than Nal(TI)
~6% (Knoll, 2000).This detector is expected to distinguish
two gamma peaks that lie close to each other. However, the
resolution of LaBrs(Ce) detector is not as good as that of a
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semiconductor detector crystal such as Hyper Pure
Germanium (HpGe) whose typical value lie in the range <
0.1% [2]. This remarkable energy resolution obtained from
the LaBr3(Ce) detector is due to the high light output and
good homogeneity of the crystals.
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From Fig. 3, a power law relationship is obtained from

FIGURE 4. *¥Cs Spectrum obtained for 300 seconds using LaBr;(Ce) detector.

resolution relationship with the reciprocal of energy. This

where a linear relationship is deduced by considering the illustrated in Fig. 5.
8 -
*
7 y =82.383x - 0.3173
N
g,
s
S 4 -
=
23 -
(]
o 2 -
1 .
o T T T T T T T T T 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
1NE (KeV-12)
FIGURE 5. Graph showing the linearity of resolution with 1/VE.
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FIGURE 6. Graph of log (resolution) against log (energy).

A plot of log (resolution) against log (energy) as depicted in
Fig. 6 yields a theoretical slope of -0.5. Based on the graph,
an experimental value of 1.52+ 0.06 was obtained for the
LaBr3(Ce) detector and this is in the limit of the theoretical
value.

The variation of the intrinsic photo-peak efficiency with
energy from 122-1408 keV at a source-detector distance of
15cm is shown in Fig. 7, and from it, it seen that the
detector efficiency decreases as the gamma ray energy
increases. This is because at lower energies, photoelectric

absorption is the dominant mode of interaction that
contributes to full energy deposition with a large number of
pulses [2]. As the photon energy increases other interaction
modes such as multi-Compton scattering and pair
production sets in and so not all the photon energies
contribute to the full- energy peak. As a result, there is a
decrease in the detector efficiency. Furthermore, at higher
energies the photons spend less time in the vicinity of the
detector material so that the probability of interaction is
lower.
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FIGURE 7. Graph of intrinsic photo-peak efficiency against energy.

At 122keV gamma line of °’Co, the LaBrs(Ce) detector
shows a 23.1% higher efficiency than Nal(TI) detector and
at 1332keV gamma line of ®Co, a 6.14% better efficiency
is obtained in LaBrs(Ce) detector compared to Nal(TI)

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

167

detector. However the efficiency of LaBry(Ce) detector is
poorer at higher energies compared to that of BGO detector
based on the studies carried out by Evans and Orndoff
(Knoll, 2000). This could be due to the thickness of the
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crystal and the internal gamma line of the LaBrs(Ce)
detector.

VII. CONCLUSION

The characterisation of a 25mm X 25mm Brillance 380
LaBr3(Ce) detector has been carried out and the result
compared with other recent measurement reported by other
authors for other detectors. Our result reveals that the
resolution of LaBr;(Ce) detector is two times better than
that of Nal(TI) detector, and that at an energy of 662keV, a
resolution of 2.6% FWHM was obtained at room
temperature. It was also determined that, the efficiency of
the detector in the energy range 122keV-1408keV is also
higher than that of Nal(TI) detector. Specifically, at an
energy of 122keV, the efficiency is found to be 23.1%
better than Nal(TI) detector while at 1332keV a 6.14%
better efficiency is obtained compared to Nal(TI) detector.
The detector shows good efficiency at the low energy range
122-344keV (91%-22.3%) and this decreases from 662keV
(15.5%) due to the photons spending less time in the
detector vicinity at higher energies. We conclude that the
reason for this outstanding efficiency is the high density of
the detector.

Based on the high potentials of the LaBr;(Ce) detector
as revealed from this investigation, this detector should not
only be considered as the possible replacement for Nal(TI)
detector but could be outstanding in diversified applications
that require fast timing, good energy resolution and
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efficiency such as in medical imaging (Positron Emission
Tomography and Time of Flight measurement), nuclear
research and geological exploration.
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APPENDIX
A. Table of Resolution at various Voltages for ®*Co and B. Table of Resolution at different Shaping Time
137
Cs source
luti Resolution
Resolution FWHM
Voltage (V) | ©*3Cs-662KeV | ®°Co-1173KeV | C0-1332KeV _ Channel ( H,
480 9.09 8.70 5.30 Shaping number,
; x 100%%
500 6.67 6.30 4.20 Time(ps) FWHM H, Error
520 5.00 4.40 3.60 0.5 23.31905 890.04 2.62 1.618641
540 4.200 3.60 3.10 1 16.29843 634.18 257 1.603122
560 3.47 3.40 2.96 2 10.85198 388.96 2.79 1.670329
580 3.20 2.51 2.45 4 6.3874 218 2.93 1.711724
600 3.10 241 2.28 8 5282172 | 110.97 4.76 2181742
650 2.90 2.01 1.63 12 2.77838 76.12 3.65 1.910497
700 2.84 1.76 1.49
750 2.55 1.74 1.19
800 1.83 1.14 0.99
850 1.56 1.12 1.15
900 1.41 1.03 1.00

C. Table Energy Resolution Parameters

R (%) )
Source | E(KeV) (FXU)M (FWHMXwO) INE | InR 1/VE | ErrorinR IEn”F?””
E
SCo | 1221 | 9.04 7.40 4.8048 2.00148 0.09049 0.81858 0.22140
T2ey | 2447 | 11.67 4.77 55000 | 1.562346 0.06392 0.40874 0.13387
B2Ey | 3443 | 13.77 4.00 5.8415 | 1.386294 0.05389 0.29048 0.10067
ZNa 511 16.05 3.14 6.2363 | 1.144223 0.04423 0.19564 0.07129
Bcs | 6616 | 17.2 2.60 6.4946 | 0.955511 0.03887 0.15116 0.05555
T2Ey | 7789 | 19.63 252 6.6578 | 0.924259 0.03583 0.12837 0.04708
T2Ey | 964 | 23.43 2.43 6.8710 | 0.887891 0.03220 0.10371 0.03789
¥co | 11732 26.16 2.23 7.0674 | 0.802002 0.02919 0.08524 0.03065
ZNa | 12745 26.77 2.10 7.1503 | 0.741937 0.02801 0.07844 0.02771
®Co | 13325 27.98 2.10 7.1948 | 0.741937 0.02739 0.07505 0.02651
T2Ey | 1408 | 28.16 2.00 7.2499 | 0.693147 0.026650 0.07102 0.02461
D. Table of Corrected Source Activity
Calculated Activity(KBq)
_ A
Serial Initial Activity, A / N
Sources No. Ay(KBq)
Co | S302.PH 3.499 3.133
Bcs | s172.RP 22.662 22.601
®Co S317.PH 40.231 39.613
ZNa | S311.PH 20.045 19.426
2Ey | $259.PH 152.911 151.977
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E. Table of Detector Efficiency Parameters

Ny c &
Count Rate, Q £ % 100% Ac
Source | Energy(KeV) | Cp(Sec?) | Activity, DBq) | I, (E,) | Ny(D x1, | (Ny*72) (N;i 0) Error(spc—:
Co 122.1 4.26 3133.30 0.86 2694.64 4.677892 91.066670 2.547382
52y 344.3 15.91 151977.10 0.27 41033.83 71.23473 22.334610 0.323283
2ZN3a 511.0 12.42 20045.00 1.80 36081.00 62.63662 19.828660 0.324842
B¥cs 661.6 5.18 22601.01 0.85 19210.86 33.35005 15.532210 0.394010
®Co 1173.2 5.14 39612.54 1.00 39612.54 68.76737 7.474475 0.190344
8co 1332.5 4.03 39612.54 1.00 39612.54 68.76737 5.860338 0.168543
B2y 1408.0 241 151977.10 0.21 31915.20 55.40479 4.349805 0.161771
F. Correction in Activity A ma?
.Q. = ﬁ = ?
o
Al) = t, Source — detector distance,d = 15cm
2 /t12
. .. .. . .. di the detector,a = 1.25
Where A, is the original activity and A(t) is the activity at radius of the detector, a o
time, t. Solid angle =+ = % =1.736 x 1073.
G. Solid angle of the detector
H. Table of Absolute Total and Intrinsic Total Efficiency
Ny
Activity, Total Count Rate, N, Q Absolute Total Errorin | Intrinsic Total Errorin
Source | D(KBq) | I(E) | C,(sec™) D x1) | Gz *Nv) | Efficiency , £,(%) | e, Efficiency,&:(%) | &
*Na 19.426 | 2.8 9250 | 54392.8 94.4259 0.170059 | 0.00102 97.96041 | 0.58805
Bcs 22.601 | 0.85 20.46 | 19210.8 33.35004 0.106502 | 0.00135 61.34926 | 0.78306
®Co 39.613 2 72.84 79226 137.5363 0.09194 | 0.00062 52.96055 | 0.35826
2Ey | 151.977 | 1.24 240.82 | 188451. | 327.1518 0.127789 | 0.00047 73.6111 | 0.27386
I. Error Propagation
AInR = AR InR
(1) Error in Resolution = (7) -
AR\®*  (AFWHM\?> /AH,\* (1) Error in Efficiency
(?) - (FWHM ) (H—o) ’

Ae = (A?C) E.

(AR)Z B ( 1 )2 N ( FWHM )2
R/} ~ \FWHM (2.35VN)H,/)
J. Response of Radioactive Sources in LaBr3(Ce) detector

Q) Spectrum of Europium-152 Source
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ANNOUNCEMENTS

IX Taller Internacional “ENFIQUI 2012”
“La Enseianza de la Fisica y la Quimica”

I/ Taller “La Enserianza de las Ciencias Naturales”
Del 12 al 16 de Junio del 2012, MATANZAS, CUBA

CONVOCATORIA

La Universidad de Ciencias Pedagogicas “Juan
Marinello”, de Matanzas, Cuba, convoca a participar en
el IX Taller Internacional “La Ensefianza de la Fisica y la
Quimica” y el 1 I Taller “La Ensefianza de las Ciencias
Naturales”, del 12 al 16 de junio del 2012.

OBJETIVOS

e Intercambiar informacién sobre la metodologia de la
ensefianza las Ciencias Naturales en la escuela primaria,
media y superior.

¢ Divulgar los resultados obtenidos en las investigaciones
educativas, por especialistas de las Ciencias Naturales.

e Intercambiar informacion sobre planes y programas de
estudio para la ensefianza de las Ciencias Naturales en la
escuela primaria, media y superior.

TEMATICAS
La direccion del proceso docente en la ensefianza de las
Ciencias Naturales.
El contenido del curso de las Ciencias Naturales.
Problemas pedagdgicos y didacticos en la ensefianza de
las Ciencias Naturales
La evaluacién del aprendizaje de los estudiantes.
El trabajo con los alumnos talentosos.
La motivacion en la ensefianza de las Ciencias Naturales
El desarrollo de la creatividad de los alumnos a través de
las clases de Ciencias Naturales
La formacién y superacion del profesor de Ciencias
Naturales
El uso de la TIC en la ensefianza de las Ciencias
Naturales.
La interdisciplinariedad de las ciencias naturales con la
Matematica y otras disciplinas.

ACTIVIDADES DEL PROGRAMA

Se contempla la exposicion de ponencias por los
participantes, mesas redondas, talleres, conferencias
impartidas por prestigiosos especialistas. Se brindara espacio
para organizar la colaboracidn y presentacion de proyectos de
intercambio cientifico y académico entre instituciones. Se
ofreceran cursos en el Evento.

INFORMACION EN CUBA
Coordinador General del Taller: Dr. Manuel G Pino Batista
mpinobatista@yahoo.es

Comité Organizador, enfiqui@gmail.com,
eventosupjm@gmail.com
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 6, No. 1, March 2012

INSCRIPCION

Cuota de inscripcién: $100 pesos convertibles cubanos (CUC)
para todos los participantes, incluye admision a las sesiones
del evento, matricula en cursos, materiales y constancia de
participacién. Los pagos se haran en efectivo al arribar a la
sede del evento.

La solicitud de inscripcion debe enviarse antes del 10 de
mayo del 2012, indicando: nombre y apellidos, direccion,
institucion, e. mail y teléfono. Se podréa participar en calidad
de ponentes u observadores. Los ponentes acomparfiaran titulo
del trabajo y un breve resumen de no mas de 200 palabras.

La ponencia se publicara en las memorias, si es enviada a la
comision organizadora antes del 10 de mayo del 2012.

SEDE DEL EVENTO

El evento se desarrollara en el Hotel Acuazul, de la Playa de
Varadero, una bella instalacion hotelera, en la cual se han
organizado otros eventos que auspicia la institucion. Este hotel
se caracteriza por la amabilidad de sus trabajadores y esta
ubicado a decenas de metros de la playa, reconocida por su
arena fina y blanca.

NORMAS PARA LAS PONENCIAS

En la primera hoja aparecera: Nombre del evento
internacional (segln aparece recogido en la convocatoria), en
mayusculas sostenidas y negritas, con letra Arial 14. Titulo de
la ponencia, en negritas y subrayado. Nombre y dos apellidos
del autor (es). Correo electronico del autor (es). A
continuacion, en la propia primera pagina, aparecerd el texto
de la ponencia. En nota al pie de pagina se especificaran los
datos del autor (es). El color de la letra a utilizar en la primera
pagina solo es el negro y no se incluiran figuras o fotos. La
ponencia contara con introduccién, desarrollo y conclusiones
debidamente identificados. Formato: Word, (extension.doc).
Papel A4, letra Arial 12; espaciado 1,5 lineas. Sin encerrar la
hoja en ningdn tipo de marco. Margenes: 2,5 cm por cada uno
de los bordes. El paginado aparecerd centrado inferior.
Extension: Minimo: 10 péginas; méaximo 15 péginas, incluidos
los anexos. Solo se incluirdn en el desarrollo del trabajo o los
anexos figuras, fotos o graficos que sean estrictamente
imprescindibles. Se escribira sin sangria y sin espacios entre
parrafos. El uso de vifietas se reducird al minimo
imprescindible (solo el punto). Las notas, citas y referencias se
anotaran al pie de pagina, en letra Arial 10. No debe aparecer
una lista bibliogréafica al final.

ALOJAMIENTO

Las personas y agencias de viajes interesadas deben contactar
con el receptivo oficial del evento que es CUBATUR
EVENTOS al email eventos2@chtevent.cbt.tur.cu

OTRA INFORMACION NECESARIA

El pago de la inscripcion al Comité Organizador se hard al
arribo a la sede del evento, en efectivo y en pesos
convertibles cubanos. Por experiencias anteriores, estamos

http://www.lajpe.org



obligados a informarles que algunas tarjetas de crédito no
funcionan en Cuba. De la misma manera los sistemas de
envio de dinero via Western Union, no se ofrecen en Cuba
producto de prohibiciones del Gobierno de los Estados
Unidos, por lo cual sugerimos traer en efectivo el dinero
que resulte imprescindible para el pago de la cuota de
inscripcion. Como referente se debe considerar que 1
délar estadounidense equivale a 0,87 CUC.

e B

XX TALLER INTERNACIONAL NUEVAS
TENDENCIAS EN LA ENSENANZA DE LA
FISICA

Puebla, México 24 al 27 de Mayo de 2012-04-23
www.fcfm.buap.mx/eventos/taller

S

WORLD CONFERENCE
EDUCATION, WCPE 2012

ON  PHYSICS

1-6 July 2012, Istambul, Turkey

The Role of Context, Culture, and Representations in
Physics Teaching and Learning

www.wcpe2012.org

We are looking forward to seeing physics educators,
teachers, researchers, and policy makers from around the
world at this very first World Conference on Physics
Education to be held in Istanbul in July 2012. The
conference was initiated by Groupe International de
Recherche sur I'Enseignement de la Physique (GIREP)
and thelnternational Commission on Physics Education
(ICPE) — Commission 14 of the International Union for
Pure and Applied Physics (IUPAP). It is being sponsored
byGIREP, ICPE and the Multimedia in Physics
Teaching and Learning (MPTL) group and endorsed by
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American Association of Physics Teachers (AAPT),
Latin American Physics Education Network (LAPEN)
and the Asian Physics Education Network (AsPEN).

The vision for 2012 World Conference on Physics
Education is to follow a global participative process
before, during and after the conference. The Conference
will be structured to help foster collaborations on physics
education research and development which can transcend
national boundaries. The goal will be reached through
working sessions which will develop actions plans that
strengthen the teaching and learning of physics at all levels
and in many countries.

The 2012 World Conference on Physics Education will
be a concrete step forward in global cooperation.
Envisaged as a series of conferences with a four year
periodicity, it would be a working conference with follow-
up actions that presumably would carry over to the
following conference.

Visa Information

In order to be able to obtain a Turkish visa (if required)
you should contact the nearest Consulate of the Republic
of Turkey.

The visa procedure depends on the nationality of the
applicant.

The procedure for different countries is outlined on the
following web site for each country:
http://www.mfa.gov.tr/visa-information-for-

foreigners.en.mfa

Keynote Speakers

Edward F. (Joe) Redish, University of Maryland, US

Jon Ogborn, University of London, UK

Robert F. Tinker, The Concord Consortium, Inc. US
Bat-Sheva Eylon, Weizmann Institute of Science, Israel
Pornrat Wattanakasiwich, Chiang Mai University,
Thailand

o
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