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Resumen

Este trabajo estudia la ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico que genera, como soluciones polinémicas, a los
polinomios de Gegenbauer. Se presenta una formulacién en forma autoadjunta de Sturm-Liouville y se establece el
problema en un espacio de Hilbert con peso, lo que permite derivar de manera natural la ortogonalidad, las normas y
las condiciones espectrales asociadas. Ademas, se analizan la simetria y las realizaciones autoadjuntas del operador
diferencial mediante condiciones de frontera adecuadas. Como aplicacidn, se aborda el pozo trigonométrico de Pgschl—
Teller: mediante escalamiento, extraccion de singularidades y un cambio de variable, el problema se reduce
directamente al modelo de Gegenbauer, obteniéndose un espectro discreto explicito y una familia cerrada de
autofunciones normalizadas.

Palabras clave: Polinomios de Gegenbauer, Potencial de P&schl-Teller, Operador autoadjunto, Ecuacién de
Schrédinger, Cuantizacion espectral.

Abstract

This paper studies a hypergeometric-type differential equation whose polynomial solutions give rise to the Gegenbauer
polynomials. We develop a self-adjoint Sturm-Liouville formulation within a weighted Hilbert-space setting, which
provides a natural route to orthogonality, norm formulas, and the associated spectral conditions. We also discuss
symmetry and self-adjoint realizations of the differential operator under suitable endpoint conditions. As an application,
we treat the trigonometric Pdschl-Teller well: through nondimensionalization, exact singularity extraction, and a change
of variables, the model reduces directly to the Gegenbauer framework, yielding an explicit discrete spectrum and a closed
family of normalized eigenfunctions.

Keywords: Gegenbauer polynomials, Pdschl-Teller potential, Self-adjoint operator, Schrddinger equation, Spectral

quantization.

I. INTRODUCCION

Los polinomios ortogonales clésicos constituyen una
herramienta central en el analisis matematico y en la
modelacién de fendmenos fisicos, tanto por su papel como
bases en espacios con peso como por su aparicién natural al
resolver ecuaciones diferenciales con simetrias. Entre estas
familias, los polinomios de Gegenbauer (o ultraesféricos)
destacan por su relevancia en expansiones ortogonales,
aproximacién espectral y problemas con geometria esférica,
su estudio se enmarca naturalmente en la teoria moderna de
funciones especiales y polinomios ortogonales clasicos [1,
2]. En particular, desarrollos recientes subrayan su vigencia
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en contextos analiticos (expansiones, teoremas de adicion y
funciones fundamentales) [3], asi como en resultados
asintéticos finos obtenidos mediante métodos basados en
ecuaciones diferenciales [4]. Paralelamente, su utilidad
computacional sigue creciendo: aparecen como base en
métodos espectrales y estrategias de alta precision para
ecuaciones diferenciales con perturbaciones singulares y en
problemas no locales o fraccionarios, con andlisis de error y
estabilidad [5, 6, 7], dentro del panorama general de los
métodos espectrales contemporaneos [8].

En esta misma linea, trabajos recientes y antecedentes
cercanos muestran que el marco de polinomios ortogonales
con peso sigue siendo especialmente eficaz para formular
representaciones espectrales de ecuaciones diferenciales y
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problemas de frontera, tanto en contextos tipo
Jacobi/ultraesféricos como en desarrollos asociados a
condiciones de Dirichlet y técnicas de expansion sobre bases
clésicas [18, 20].

Desde el punto de vista estructural, una caracteristica
distintiva de los Gegenbauer es que emergen como
soluciones polindmicas de una ecuacion diferencial de
segundo orden de tipo hipergeométrico. La teoria
hipergeométrica provee un marco unificador para
comprender (i) la forma local de las soluciones, (ii) los
mecanismos de truncamiento que producen familias
polinédmicas, y (iii) la dependencia paramétrica que conecta
diferentes clases de funciones especiales [2, 9, 10]. En
particular, la identificacion rigurosa de condiciones
espectrales asociadas al truncamiento y su lectura como
cuantizacion de parametros permite explicar por qué, bajo
elecciones adecuadas, aparecen soluciones polinémicas de
grado finito y con propiedades de ortogonalidad. Ademas,
enfoques de integracion simbdlica y reduccién de
potenciales en mecanica cuantica han revitalizado la relacién
entre ecuaciones hipergeométricas y modelos exactamente
resolubles, incluyendo el paradigma de Nikiforov—Uvarov y
sus extensiones modernas [11, 12].

Una perspectiva especialmente robusta para sistematizar
estas propiedades es la teoria de Sturm-Liouville en espacios
de Hilbert con peso. En este enfoque, la ecuacién diferencial
se reescribe en forma autoadjunta y se interpreta como un
problema espectral: la ortogonalidad de autofunciones, la
completitud y las formulas de norma se derivan de manera
natural a partir de la simetria/autoadjuncion del operador y
de la teoria espectral asociada [13, 14]. Este punto de vista
no solo ordena la teoria clasica, sino que también facilita
extensiones hacia marcos mas refinados (por ejemplo,
variantes tipo Sobolev) donde aparecen nuevas propiedades
diferenciales y lecturas electrostaticas de los ceros,
relevantes en investigaciones recientes [15]. Asimismo,
estudios recientes y antecedentes formativos han reforzado
esta perspectiva al mostrar, por un lado, como ciertas
familias ortogonales pueden obtenerse como soluciones de
problemas singulares de Sturm-Liouville con interpretacion
electrostatica de sus ceros y, por otro, como las relaciones
entre polinomios clasicos, funcién hipergeométrica, espacios
de Hilbert y aplicaciones mecanocuanticas pueden
organizarse dentro de un marco unificado [19, 21]. En
paralelo, textos generales de ecuaciones diferenciales
ordinarias y problemas de frontera sirven como soporte
técnico para justificar transformaciones, condiciones en
extremos singulares y criterios de regularidad [16].

El objetivo de este articulo es presentar una exposicion
analitica coherente con énfasis espectral que conecte: (a) la
ecuacion diferencial asociada a Gegenbauer, (b) su
formulacién Sturm—Liouville en un espacio de Hilbert con
peso, y (c) una aplicaciéon fisica concreta en mecanica
cuantica. Mas precisamente, se establece un marco donde la
ortogonalidad y la estructura espectral de los Gegenbauer se
obtienen como consecuencia directa de una realizacion
autoadjunta del operador diferencial, en este proceso se
recuperan normas en forma cerrada y se describe el
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mecanismo de aparicion de soluciones polinémicas a través
de condiciones espectrales (truncamiento) dentro del
paradigma hipergeométrico. Como aplicacién, se aborda la
ecuacion de Schrddinger unidimensional con el potencial
trigonométrico de Pdschl-Teller, un modelo prototipico de
pozo singular que produce estados ligados y cuantizacion
explicita, para antecedentes y tratamientos recientes del
potencial pueden consultarse, por ejemplo, [17], y para
conexiones con métodos hipergeométricos en potenciales
integrables, véase [11, 12]. En el régimen simétrico del pozo,
la reduccion conduce de manera directa a la ecuacion de
Gegenbauer, obteniéndose un espectro discreto explicito y
una familia cerrada de autofunciones normalizadas.

Desde este punto de vista, el problema tratado aqui se
inserta en una linea de trabajo donde las formulaciones
espectrales en espacios con peso, la teoria de Sturm-
Liouville y los problemas de frontera se conectan de manera
natural con aplicaciones en ecuaciones de evolucién,
problemas de Dirichlet y modelos de mecéanica cuéntica
exactamente resolubles [18, 20, 21], asi como con
desarrollos estructurales sobre sistemas ortogonales clasicos
y propiedades de sus ceros [19].

El manuscrito se organiza de la siguiente manera. En la
primera parte se revisa la ecuacion diferencial de
Gegenbauer y se desarrolla su formulacion autoadjunta en
términos de Sturm-Liouville, con énfasis en el espacio de
Hilbert con peso y en la justificacion operatorial de la
ortogonalidad [13, 14]. En la segunda parte se explicita el
vinculo con la ecuacién hipergeométrica de Gauss y se
describe como las condiciones espectrales controlan la
aparicion de soluciones polindmicas, apoyandose en
referencias estdndar y actuales sobre funciones
hipergeométricas y funciones especiales [2, 9, 10].
Finalmente, se aplica el formalismo al potencial
trigonométrico de Poschl-Teller, derivando cuantizacion y
autofunciones, y se exhibe el cierre natural de la conexién
analitica entre el modelo cuéntico y la familia de Gegenbauer
[11, 12, 17].

I1. POLINOMIOS DE GEGENBAUER
2. Obtencién a partir de la ecuacion diferencial

Las funciones yn(x):C,(l“)(x) satisfacen la ecuacién
diferencial de Gegenbauer

1-=x3)y"(x) — Qa+Dxy'(x)+Ay(x) =0, (2.1)
tal que A = n(n + 2a).

Como las funciones

—Qa + 1x

1—x2 sz(x)=1_—

pl(x) = xz )

http://www.lajpe.org



Formulacion espectral de Sturm-Liouville para los polinomios de Gegenbauer y su aplicacion...

son analiticas en |x| < 1, x = x, = 0 es un punto ordinario
para (2.1).

Teorema 2.1. Consideremos la ecuacion

v () + pi(0)y' (x) + p.(x)y(x) = 0. (2.2)

Sean las funciones p, (x) y p,(x) analiticas en x = x,, por
lo tanto, las soluciones de (2.2) pueden expresarse como
series de potencias en (x—x,) en algin intervalo |x — x4| <
u. Entonces, (2.2) junto con las condiciones iniciales

y(x) =¢co ¥'(x0) = ¢y,
posee una solucién Unica y(x) que es analitica en x,, y por
lo tanto puede expresarse como:

d 2.3
OEDWACTENY e

k=0

en algdn intervalo |x — x,| < w. Los coeficientes ¢, ,k = 2
en (2.3) pueden obtenerse sustituyéndola directamente en
(2.2).

Demostracion. Consultar [16, p. 23].

Asi, el teorema 2.1 nos asegura que la solucion en series
vy (x) = X0 Cnx™ converge para |x| < 1. Procediendo a
determinar explicitamente la solucién en la forma (2.3),
tenemos

[oe]

TOEDYED

k=0

lo cual implica que

[oe] o]

y'(x) = Z Crkx®1, y"(x) = Z cick(k — 1)xk2,

k=1 k=2

sustituyendo en (2.1) se obtiene

k=2 - k=2oo (2_4)
-QRa+1) Z kcpx® + Z Acixk,
k=1 k=0

realizamos, en el primer término del lado derecho de (2.4),
el cambio de t por k — 2, de modo que la potencia sera xt y
los demés factores (t + 2)(t + 1)c;4,, luego, regresando a
la variable k, se tiene

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 20, No. 1, March, 2026 1306-3

[oe]

0= Z(k +2)(k + 1cgypx"

k=0 o
- Z k(k — Dcyx*
k=2

—Qa+1) Z kc,x® + Z Acpx®.
k=1 k=0

En (2.5) las series Y5, k(k — 1)cex® y Y7, kcx¥pueden
iniciar desde cero puesto que los valores de las series para
k = 0,1 son ceros. Asi, de (2.5) se tiene

(2.5)

Z[(k +2)(k + Degsy — (k(k — 1) + a + Dk
= — e lxk =0,

como la serie de potencias es idénticamente nula para todo
x, el corchete debe anularse para todo k = 0, es decir,

(k +2)(k + Dcpsn — (k(k — 1) + 2a + Dk — A)e, = 0,

puesto que k(k —1) + Qa+ Dk =k?>—k +2ak + k =
k(k + 2a), obteniendo la relacién de recurrencia

_k(k+2a0) -2

=—<¢., k=01,2,..
k+2)(k+ 1)

(2.6)

Ck+2

la relacion (2.6) desacopla los coeficientes pares de los
impares, dando dos soluciones linealmente independientes
(una par y otra impar).

Caso par
A
C2 = _ECO,

A[2(2 + 2a) — 1]
=" 24 Cor

A2 + 2a) — A][4(4 + 2a) — 4] .

6 = 2430 o

en general, para k > 1 tenemos

1 (2p)(2p + 2a) — 2
C2k = Co g (Zp n 2)(2p n 1) ) (27)

la solucion par queda como

[oe]

ypar(x) = Z Czkx2k'

k=0

donde ¢, estd dado por (2.7).
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Caso impar
14+2a-1
C3 = ?Clv

[14+2a—2][3(3 + 2a) — 1]
120 ‘v

C5=

_[1+2a—-2][3B + 2a) — A[5(5 + 2a) — 4]
= 120 - 42 ‘v
en general, parak > 1,

k-1
Cp+D2p+1+2a) -
(Zp+3)(2p+2)

(2.8)

Cok+1 = C1
p=0

la solucion impar queda como

[ee]

yimpar(x) = Z CZk+1ka+1

k=0

CON ¢, 41 dado por (2.8).
Considerando ¢, = Ay ¢y
general dada por

= B, obtenemos una solucién

y(x)
=Ai T @p)2p+20) -1\ .
&\l Cp+2)2p+1)
o -1
+BZ Cp+1D2p+1+2a)—21)\ ,,..,
2p+3)2p+2) ’
k=0 \p
parald = n(n + 2a),n € N, entonces en
y(x)
i 1—[(2p—n)(2p +n+2a) 2K
- Cp+2)2p+1)
x2k+1

+BZ (2p+1—n)(2p+1+n+2a)
(2p+3)(2p +2)
k=0 \ p=0

Polinomio de grado par

Si n = 2m, en la solucion par, 2p —2m = 0 cuando p =
m. Esto implica que para k = m + 1, el producto n',;;g 2p —
n incluye a p = m implicando 0 como factor en esos casos.
Luego, reescribiendo las productorias
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T .

[ k-1

[ [ep -2m =2¢0*
=0

m!
(m —k)!
'm+a+k)
'm+ a)

k-1
H(Zp +2m + 2a) = 2%
=0

k-1

l—[(Zp +2)2p+1) = (2K)!
p=0

(2.9)

F(m+a)

Asi, considerando A = (— 1)’” Y (2.9), Ypar se escribe

£ ) = (—D)™ < (=T (m + a + k)
NO: (m — k)! (2k)! (2.10)
En (2.10) consideremos N = m — k, entonces
Chm ()
_ F(la) i (_1)1\;:] (Fzgi"i J; ;),_ M) axppm-an. (240)

Polinomio de grado impar

Similar al caso anterior, considerando n =2m + 1,en la
solucién impar, 2p+1—(2m+1) =0 cuando p =m.
Esto implica que para k = m + 1, el producto H’;;}, 2p +
1 —n incluye a p = m implicando 0 como factor en esos
casos. Luego, reescribiendo las productorias

k-1

[ [@p-2m =241y

p=0
k-1

H(Zp +2m + 2a) = 2%
=0

k-1

H(Zp +3)(2p +2) = 2k + 1)!
=0

m!
(m—k)!
Im+a+1+k)

Im+a+1)

' (2.12)

. . _ . r(m+a+1) )
Asi, considerando B = 2(—-1)™ Y (2.12), Yimpar
se escribe
Cz(fn)ﬂ(x)
_1\m k
=2( 1) ( 4 Tm+a+1+k) L2+ (2.13)
I'(a) (m—-Kk)!'(2k + 1)!

En (2.13), aplicamos el mismo proceso que en el caso par
considerando N = m — k, entonces

2(;1n)+1(x)
1 (-DNTC2m+a+1—N)
N!(2m — 2N + 1)!

(2.14)

(2X)2m_2N+1.
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Sea A € {0,1}, 0sea A = n mod(2), entonces (2.11) y (2.14)
pueden escribirse de manera unificada, es decir,

@
ngn+A(x2n

1 -D'r@2m+a+A—-N)
" I'(a) L N!(2m—2N +b)!

(2.15)

(Zx)Zm—2N+A_

De las condiciones expuestas para m,

n
R n par
m=in-1 . ’

> n impar

siendom € Ny, demodoque A =n—2m=n—2 EJ

Sustituyendo m = BJ

n n
om+ s =22+ (n-2[2f) =n
2Zm+a+A4—-N=n+a—-N "’
2Zm—2N+A=n—-2N
De manera que n € Ny y EJ es el mayor entero menor o
igual que g
Asi, obtenemos sustituyendo en (2.15)

C'é”"(x)l |

n/2

_ 1 (=DM +n—N) (22N, (2.16)
['(a) P N!(n —2N)!

Otra forma de escribir (2.16) utilizando el simbolo de
Pochhammer, (¢),, = q(q + D)(q +n—1),(q)o =1
es

& D)Y@

(@) _ n-2N 2.17
C = 2 )
n (%) N!(n—ZN)!( x) (2.17)
N=0
I'(a+n-N)
usando “:(—Z) = (a),_yen (2.17).

A través de la expresion (2.16) podemos obtener los
primeros polinomios de Gegenbauer

P =1
Cl(a)(x) = 2ax
Cz(a)(x) =2(a),x*> —«a

D (x) = E(az) x3 = 2(a),x
3 4_ 3 2

Cia)(x) = %(a)4x4 — 2(61)3362 + (az)z

Evaluando en (2.17) para x = 1, tenemos
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& D)Y@

£ Ni(n—2N)! (2.18)

) = @m2n,

factorizando 2™ en (2.18)

[n/2]
@y = on N D @nw
GO =2 ) e

N=0

(2.19)

multiplicando (2.19) por n!/n!

20" & (~1)M @)y 1!
M) == e

) Ao 1 (2.20)
n! i N!(n —2N)!4V

Utilizando la identidad de Dixon, ver [2],

‘f’ DY@y ! (20),

| _ 14N — n ’
£ NI (n—2N)14 2

y de (2.20) obtenemos la relacion
2a
@y = E2n
n!

2. Problema de Sturm-Liouville

Definicion 2.1. Un operador diferencial de Sturm-Liouville
tiene la forma

1 1d

Llyl(x):= wio lax

[£COy' (O + 4(0y )

definido en un intervalo (a,b), donde t(x),t'(x),q(x) y
w(x) son funciones reales.
El operador L se denomina regular si se satisfacen las
siguientes condiciones:
1) Elintervalo es finito, es decir, —o < a < b < .
2) Condiciones de regularidad:
a) t(x),t'(x),q(x)yw(x) € Cla,b].
b) t(x) > 0,Vx € [a, b].
c) w(x) > 0,Vx € [a, b] (funcién de peso).
3) Condiciones de frontera homogéneas:
{aly(a) +ayy' (@) =0
By () + 2y’ (b) =0’

donde ay, ay, By, B, € R t.q |ay| + |az| # 0ylBy| + |B2] #
0.
La ecuacion (2.1) puede reescribirse en forma de Sturm-—

1
Liouville. Definamos w, = (1 —x2)*z y t,(x):= (1 —
1
x%)**z, Entonces (2.1) es equivalente a

d .
Ity ()] = (Y (), @21

para x € (—1,1). En particular, si definimos el operador
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d

w, (x) dx

Lyy:=— [t (0)y' (0], (2.22)

entonces (2.21) adopta la forma L,y = Ay, una estructura de
Sturm-Liouville. Note que el operador L, es singular, puesto
que no satisface todas las condiciones de la Definicion 2.1.

Observacion 2.1. Si alguna de estas condiciones no se
cumple (intervalo infinito, coeficientes discontinuos o no
positivos en los extremos, etc.), el problema se denomina
singular de Sturm-Liouville. En nuestro caso, t,(+1) = 0,
véase [13].

Definicion 2.2. (Weyl, [14]) Sea b un extremo singular. Para

un A fijo, el caso en b queda determinado por el nimero de

soluciones linealmente independientes de Ly =0 que

pertenecen a L2,(c, b), para algin ¢ € (a, b):

e b es punto limite si y solo si existe exactamente una
solucion linealmente independiente en LZ,(c, b).

e b es punto circulo si y solo si existen dos soluciones
linealmente independientes en L2,(c, b).

Proposicion 2.1. (Clasificacion de Weyl en x = +1) Sea
L, el operador diferencial definido en (2.21), entonces, para

1 R
a>-—-, los extremos x = +1 son singulares y se cumple:

1. Si —% <a< ; el operador esta en el caso punto circulo
en ambos extremos x = +1.

2.Si a > % el operador estd en el caso punto limite en
ambos extremos x = +1.

Demostracion

Por simetria basta analizar el extremo x = 1. Consideremos
la ecuacion L,y =0 en una vecindad de x = 1. Como
Ly =0 & (t,(x) y'(x)) =0, se obtiene t,(x)y'(x) =
C, y por tanto un sistema fundamental de soluciones esta

dado por y; (x) = 1,y,(x) = [*-Z

ta(S).

Integrabilidad de y,
Para a > —%se tiene y, € L?,,a(c, 1) paratodo ¢ € (—1,1),

pues cercade x = 1,

f 11 ()12 e (x) dx = f (1 — )% dx < oo,

Integrabilidad de y,
Cerca de x = 1 hacemos h = 1 — x. Entonces
1-x>=1—-(1—-h)>=2h—h?>~2h, h > 0",

y, por tanto

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 20, No. 1, March, 2026
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1 1 1
te(¥) = (1 —x*)""2 ~ (20)**, ~ (2R,

1
te ()

De aqui se deduce el comportamiento asintético

* ds h -ty
nw= [ o~ [ e

. . 2
En consecuencia, para a # % se tiene (y,(x))" ~ h'72%, y

1
usando ademas w,(x) ~ (2h)% 2 se obtiene

1
1 1
f |y2 (01> we (x) dx ~ f pa-20+(@=3) g = f W dh.
c 0 :

Esta integral converge si y solo si % —a > —1, esdecir, siy

. 3 1 R
solo si a < > Para a = > €n el factor Inh realizamos el

mismo analisis manteniendo la misma condicion a < 3/2.
Por tanto:

1. si —% <a< % entonces yy, y, € L}, (c, 1),y el extremo
x = 1es de tipo punto circulo,
. 3
2.si a >, entonces y; € L}, (c,Dperoy, & Ly, (c, 1),y
el extremo x = 1es de tipo punto limite.

Finalmente, como t,, y w, dependen de x?2, el mismo analisis
aplicaenx = —1. O

Observacion 2.2,  So6lo  estamos analizando el
comportamiento “cerca del extremo” (aqui, x = 1), y la
integrabilidad se decide Gnicamente por lo que pasa en una
vecindad pequefia del punto singular. En efecto, al estudiar
la pertenencia de y a L%,Va (c, 1) basta analizar una vecindad
del extremo singular. Para € > 0,

1-¢

1
j|y2|2wadx+ j|y2|2wadx,
J J

1-¢

1
j|y2|2wa dx =
c

y el primer término es finito por regularidad en [c,1 — €].

Por tanto, la convergencia se decide por el segundo término,

tras el cambio t = 1 — x se reduce a una integral del tipo
£ B . 1 B .

fo tf dt (equivalentemente fo tF dt), pues solo importa el

comportamiento cuando t — 0.
Considerando el espacio de Hilbert
L*((-1,1),w,(x)dx) = L2, ,con  producto

(f,9)q = f_llf(x)g(x)wa (x) dx, tenemos lo siguiente.

H, :=
interno

Teorema 2.2. Sea L, el operador diferencial definido en
(2.21) sobre el espacio H,. Sea el dominio D(L,) =

{y € L%, :y,y'abs.cont., L,y € L3, , lirJrrl1 ty(x)y' = 0}
X—-T
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y C2(—1,1) el conjunto de funciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto. Entonces, para a > %:
i) L, essimétricoen C°(—1,1).

ii) Ly: D(Lg) — L, es autoadjunto.

Demostracion

i) Sean f,g € C°(—1,1), calculamos

1
(Laf' Ve = f (Laf)g (e () dx,
-1
1

d
— - [ 9@l Gl ax

-1

Integrando por partes,
(Laf' g)a = _[g(x)tc{(x)fl(x)]ll
+ [ 9@ £/ed
-1

Como f,g € CZ(—1,1), ambas funciones tienen soporte
compacto en (—1,1) yse anulan en x = +1,

(Lof, g)e = f 7't () £ () dx. (2.23)

Integrando (2.23) por partes nuevamente,
(Laf'9)a = _[g’(x)tla(x)f(x)]l—l
d
- 1@ £l @@l i,

aplicando el mismo anélisis

1
d
(Laf.9)e == [ 0O S 10 GG dx. (229
-1
Asi,
(Laf e = {f Lag)a-
ii) Tomemos f,g € D(L,). Como f,f" y g,g son
absolutamente continuas, el producto t,f’ es absolutamente

continuoen (—1,1) y (t,f")' existe y es integrable. Ademas,
por (2.22)

(Lg W (x) = = (taf")".

Entonces,
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(Laf 9)a = —[g(x)to{(x)f "(0)]L,
+ fg’(x)ta(x)f’(x) dx.

-1

Como f € D(L,) y la condicion de borde del dominio, se
tiene que

<f’ Lag>a = _[f(x)toi(x)gl(x)]El
+ [ @t g,
obteniendo (2.23) y (2.24).

De manera analoga,

(filaGla = f g ()t (x) f'(x) dx.

Por lo tanto, es simétrico en D(L,),

(Laf' g)zx = (f' Lag)oz' Vf € D(Loz);

implicaque g € D(Ly,) y Ly g = L,g. Por consiguiente,
D(L,) c D(LY).

Ahora, consideremos g € D(Ly). Por definicion del
adjunto, existe v € H,, tal que

(Laf' g)zx = (f' 1]),1,

Tomando primero f € C°(—1,1). Entonces f € D(L,) Y
por ende se obtiene (2.23). Por otra parte,

Vf €D(Ly),

(fiv)e = f () v(x)wg (x) dx. (2.25)

Igualando (2.24) y (2.25) para todo f € C°(—1,1), se
obtiene en sentido de distribuciones:

d
~ 2 19" ()t ()] = v(x)we (en(-1,1).

Ahora, probamos que v(x)w,(x) € L*(—1,1). En efecto
como v € L, y w, € L' (porque a > %),

2 1 2
J’Wa dx
-1

Asi, —% [g' (Ot (x)] € L1 (—1,1) y por tanto g’ (x)t, (x)
es absolutamente continua en (—1,1) y posee limites
laterales finitos en +1. Resta probar la condicién de borde.
Para f € D(L,), la identidad de Green da

1 1
jlvwal dx < jlvl2 w,dx < oo,
-1 -1

(Laf'g)a - <f'Lag)a = [ta(fg, _f’g)]l—l-
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Pero por la definicion del adjunto, (L,f,g)a = ([, V)¢ =
(f,Lag)e » de modo que

[ta(fg' — f'@)]L1 = 0,Yf € D(Ly).

Como f € D(L,) satisface xlir}_ll to(x)f' =0, se reduce a
[tafg'1t, = 0,Yf € D(L,). Eligiendo f* € D(L,) tal que
ff()=1y f*(-1)=0 se obtiene xlim1 teg =0.
Anélogamente, con f~ €D(L,) tal que f~(1)=0 vy
f~(—=1) =1, se obtiene }CI_I)’I} teg' = 0. Por consiguiente g €
D(Ly),yasi D(Ly) € D(L,). Finalmente, D(L,) < D(Ly)
y D(Ly) € D(L,) implican D(L},) = D(L,). Por tanto,
Ly:D(Lg) = L3, (—1,1) es autoadjunto.

O
En vista del Teorema 2.2, el operador L, queda determinado
como un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert Ha =
LZ((—1,1),Wa(x)dx) con el dominio D(L,) especificado.
Esta propiedad es esencial, pues garantiza que el problema
espectral asociado L,y = Ay posee un espectro real y que las
autofunciones correspondientes pueden elegirse ortogonales
en H,. En particular, la estructura Sturm-Liouville del
operador, junto con la caracterizaciéon de Weyl en los
extremos singulares, permite identificar explicitamente el
sistema propio y establecer que dicho sistema no solo es
ortogonal, sino también completo en Lﬁva(—l,l). Esto
conduce de manera natural a la descripcion de las
autofunciones en términos de los polinomios de Gegenbauer
y a su relacion de ortogonalidad.

Teorema 2.3. Sean m # n enteros no negativos. Entonces
(ce.c9wm) =o.
a

Demostracion. Tomemos m # n. Partiendo de, L,C® =
A Gy Lo €Y = 2,¢\%. Entonces
(L0, C0 @) = (1, c00)
a a

_ Am<c,(,f‘), C,(l“)(x)> .
a
Por autoadjuncion,

(L0060 ) = (6010 @) -

a a

Luego,

(L@, 000) = (62,160 )
N GRHOPRALIE)
= 2 (c$, ¢ (),

a

se obtiene
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In{CS2,€000)) = 2a(Ci,C000)

a a

y, por tanto
O = 2)(C50, €10 00)) =0,

a

Como a > 1/2, se tiene 2a > 0 y la funcion 4, = k(k +
2a), k € N, es estrictamente creciente. En efecto, para k >
0, Agp1 A=k +D(k+1+2a) —k(k+2a) = 2k +
1+ 2a > 0. Luego 4,, # A,,. Entonces, necesariamente

(ci2.c9e) =0
a

O

La norma cuadrética de C,E“) en H, se conoce en forma
cerrada, es decir,

Teorema 2.4. Paraa > —1/2yn € Ny,
1 2
[ @@ wow ax =12,
-1

r'n+2a)
n! (n+ a) I'(@)?

hff‘) = 2120

Demostracion. Véase [8], Corolario 3.6, pp. 73-74.

Corolario 2.1
Sea L,:D(L,) c H, — H, larealizacion autoadjunta del
Teorema 2.2. Entonces los polinomios de

1

()
[p(@
n n20

ortonormal completa en H, vy, para todo f € H,,,

Gegenbauer forman una base

o1
F=Y —olre0w) ¢ enh,
=0l *

® 2

I = Y | {F6260)

n=0'mn

a

Demostracion

Por el Teorema 2.2, L, es autoadjunto en H,. En particular,
como L, es de tipo Sturm-Liouville sobre el intervalo
acotado (—1,1) (con extremos singulares tratados via Weyl
y condiciones de frontera separadas incorporadas en D (La),
la teoria espectral de Sturm-Liouville para realizaciones
autoadjuntas, véanse [13, 14], garantiza que el espectro es
discreto, y que sus autofunciones forman un sistema
ortonormal completo en H,. Por otra parte, el problema
propio L,y = Ay se reduce a la ecuacién ultrasférica, de
modo que las soluciones polinémicas corresponden a A,, =

n(n + 2a) y estan dadas (salvo constante) por C,(l“)(x),
ademas C,(l“)(x) € D(L,). Por consiguiente, las
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autofunciones de L, coinciden con {C,(l“)(x)} , al

n=0

(@)

n Se obtiene una base ortonormal

normalizarlas por |h

1

completa - )C,(l“)(x) y las identidades de expansion
a
hn n=0
y Parseval se siguen del teorema espectral o

Esta linea se mantiene vigente y se ha ampliado
recientemente a marcos Sobolev, con nuevas propiedades
diferenciales (incluyendo operadores de ascenso/descenso) e
interpretaciones electrostaticas de ceros, cf. [15] para el caso
Jacobi—Sobolev.

I11. ECUACIONES DIFERENCIALES HIPER-
GEOMETRICAS Y EL CASO GEGENBAUER

En esta seccion se formaliza el vinculo entre la ecuacion
diferencial hipergeométrica de Gauss, la clase mas amplia de
ecuaciones de tipo hipergeométrico con coeficientes
polinomiales, y el caso particular que conduce a los
polinomios de Gegenbauer. La perspectiva analitica que se
adopta es la de problemas de Sturm—Liouville en espacios de
Hilbert con peso, de modo que la ortogonalidad y la
naturaleza espectral de las soluciones polindmicas se
obtengan de manera natural a partir de la forma autoadjunta.
Para antecedentes recientes sobre funciones
hipergeométricas y su ecuacion diferencial, véase por
ejemplo [9, 10]. Para la conexién moderna con el paradigma
de Nikiforov—Uvarov y problemas espectrales en mecénica
cuantica, véanse [11, 12].

3.1. Ecuaciones de tipo hipergeométrico y forma
autoadjunta

La ecuacién diferencial asociada a la Funcion
Hipergeometrica de orden p, q (,F; ) se define mediante el

operador diferencial § = z% como
14 q
zn(a +a)— 51_[(5 +b—1)|y=0 (1
i=1 j=1
donde:
* a,..,a, son los parametros del numerador.
e by,...,bg son los parametros del denominador,
tal que
> (al)n (ap) zn
qu(al, s @y, by, ...,bq,z) = n

L (by)y - (bg), M
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Haciendo p =2 y g =1, (3.1) se reduce a la ecuacién
hipergeométrica de Gauss, a saber,

zz—=1y" +[(1+a; +a)z—bi]y' +ajay =  (3.2)
0.

2
A partir de (3.1) y utilizando la notacién y’ = %yy” = 3732,

se obtiene

[z(6+a)(6+ay) —6(6+b, — D]y

(o ) o o)
Z ZE‘I'al ZE"'az) Z(ZE"’ 1 )

(23y" + (1 + at + a®)z?y’ + aya,zy) — (2%y"

+ byzy")
Z2(z—1)y" + z[(1+a; +a,)z— by ]y + a,a,zy
= 221" + [(1+a +a)z— by + @)

Si igualamos a cero y dividimos por z, obtenemos (3.2), de
manera que

(@) (a3)n 2"

ZFl(ali aZlbllz) = (b ) n| .
1/n .

Haciendo 0(z)=zz-1,1(z2)=[(1+a, +ay)z—
b1y B = a,a,, siguiendo la formulacién clasica (frecuente
en el método de Nikiforov—Uvarov), la ecuacion diferencial
(3.2) puede escribirse como
0(2)y"(2) + 1(2) y'(2) + 2y(2) = 0, 3.3)

tal que z € I. La ecuacién (3.3) es de tipo hipergeométrico
siempre que se consideren ¢ y T como polinomios tales que
deg(o) < 2,deg(t) < 1,8 € Cesun parametro espectral,
e I es un intervalo abierto. Esta clase incluye como casos
particulares las ecuaciones que satisfacen familias clasicas
de polinomios ortogonales  (Jacobi,  Gegenbauer
Jultraesféricos, Laguerre, Hermite, Legendre, Chebyshev),
véase [21], y también ecuaciones asociadas a funciones
especiales (p. ej. de tipo Bessel).

El rasgo analitico central es que (3.3) puede ponerse en
forma autoadjunta al multiplicar por un factor de peso p(z)
que satisfaga la ecuacion de Pearson

(0(2) p(2)) = 1(2) p(2). (3.4)

En efecto, si p verifica (3.4), entonces (3.3) equivale a

(0(@) p(2)Y'(2)' + Ap(2) y(2) = 0. 3.5)
Cuando p es positiva casi en todas partes en I y es integrable
en los extremos (en el sentido necesario para definir un
espacio L%(I, p dz)), la forma (3.5) exhibe a (3.3) como un
problema de Sturm-Liouville. En particular, bajo
condiciones de frontera del tipo lim, ,+o(x)w(x) =
lim,p,-o(x)w(x)=0 (si I=(a,b)), el operador
diferencial formal asociado es simétrico respecto al producto
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interno (f, g), = flf(z) g(2) p(z) dz, y se obtiene la
ortogonalidad de autofunciones con autovalores distintos.

3.2. Existencia de soluciones polindmicas y espectro
discreto

Un hecho estructural de las ecuaciones de tipo
hipergeométrico es que, si existe para cada n una solucién
polinédmica y,, de grado n, entonces los autovalores forman
un espectro discreto y se pueden expresar explicitamente en
términos de los coeficientes de o y 7. En concreto,
suponiendo que ¢"'(z) es constante y que 7'(z) es constante,
paran = 0,1,2, ... se obtiene el valor espectral

-n1t'(z) — (@) o' (2).

Ademaés, una representacion tipo Rodrigues para la solucion
polindmica y,, puede escribirse en términos del peso p y del
coeficiente o

. (3.6)

dn
— [0"(@Dp(2)],

. 3.7)
p(z) dz"

ya(2) = n=0,

donde B,, es una constante de normalizacion. Las identidades
(3.6) y (3.7) son consistentes con la teoria moderna de
polinomios ortogonales clasicos y se presentan, en particular,
en tratamientos recientes del método de Nikiforov—Uvarov y
de sus aplicaciones espectrales [3, 4].

3.3. Recuperacién del caso Gegenbauer

En la ecuacion (3.2) realizando el cambio de variable, z =

1- . P
Tx y sustituyendo los pardmetros a; = —n, a, = n + 2a,

by =a+ % la ecuacion nos queda en la forma (2.1) al tomar
luego A = n(n + 2a).
La ecuacién de Pearson (3.4) conduce entonces al peso
p(X) =wy(x) = (1 —x)*V2, a>-1/2,
y la forma autoadjunta (3.5) coincide con el problema de
Sturm-Liouville asociado estudiado en la Seccion II.

La solucién holomorfa en z = 0 de (3.2) es la funcién
hipergeométrica de Gauss u(z) =, F,(a, b, c, z),y cuando
a, = —nconn € N, la serie se trunca y se convierte en un
polinomio de grado n en z. En consecuencia, paraa > —1/2
se obtiene la representacion hipergeométrica

2 11— 3.8
(::I)n 2Fl(—n,n+20(,0(+—, x). (38)

€)= 53

Para propiedades analiticas y la teoria general de la ecuacion
hipergeométrica, incluyendo soluciones locales vy
continuacion analitica, véanse [9, 10]. En el caso general
(c € Z), una segunda solucién linealmente independiente
alrededor de z=0 es z'° ,F;(1-c+al—c+b2—
c,z), cuando ¢ es entero pueden aparecer términos
logaritmicos [10].
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IV. POTENCIAL DE POSCHL-TELLER

En esta seccion se establece de manera rigurosa la
correspondencia entre el potencial trigonométrico de Pdschl-
Teller y la ecuacidn diferencial asociada a los polinomios de
Gegenbauer. El andlisis se apoya en el marco funcional
desarrollado previamente en el manuscrito, el cual
comprende: (i) la formulacién Sturm-Liouville del operador
diferencial de Gegenbauer definido en un espacio de Hilbert
ponderado, (ii) la caracterizacion de su simetria y
autoadjuncién bajo condiciones de contorno naturales, y (iii)
la descripcion de su estructura espectral discreta junto con
las propiedades de ortogonalidad inducidas por el peso.

A lo largo de esta seccion se conserva la notacion o para
el pardmetro ultrasférico de Gegenbauer, mientras que el
parametro geométrico del potencial se denota por a > 0.
Para el contexto fisico del modelo, asi como para
aplicaciones recientes en mecéanica cuantica unidimensional
y métodos espectrales asociados, se remite al lector a [11, 12,
17]. El procedimiento técnico de reduccion al intervalo
canénico (-1,1), empleado para compatibilizar la
formulaciéon con la estructura Sturm-Liouville estandar,
puede consultarse en [16].

4.1. Planteamiento fisico y escalamiento adimensional
Se considera la ecuacion de Schrédinger unidimensional

independiente del tiempo

hZ
- (—) Y0 + VPR = (), 1)

2m
T
X € (0, %),
con el potencial trigonométrico de Péschl-Teller

A — 1)) (4.2)

V) = 2 \sin?(ax)
h?a?
VO =

cos?(ax)

Vo <K(K -1 N

m .

Multiplicando (4.1) por 2m/h? y utilizando la definicion de
Vo dada en (4.2), se obtiene

; ,[x(k—=1) A4 -1) (4.3)
RARE [sinz(ax) cosz(ax)]w(x)
2mE
= k*YP(x), k*:= 2

Se introduce el cambio de variable u = ax, que reduce la
ecuacion a una forma adimensional equivalente, junto con la
funcién adimensional ¥ (u),

u =

ax, Y(u):= w(g),
donde u € (0%)
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Aplicando la regla de la cadena, se tiene
P (x) =a¥’ (u), P'(x)=a*¥"(u). (“44)

Sustituyendo (4.4) en (4.3) y dividiendo por a® (a # 0), se
obtiene la ecuacién adimensional:

., k(k—1) AA-1) (4.5)
v (u)+[s— sinfu  cos?u v =0,
T
ue (O,E),
k* 2mE 2E
talque € := — = =

a?z  a*h?z v,
4.2. Andlisis local en los extremos y seleccion de la rama
fisica
4.2.1. Comportamientoenu — 0*

En el limite u —» 0%, se emplean los desarrollos en serie de
Taylor de las funciones trigonomeétricas:

ud u?
sinu=u—?+0(u5), cosu=1—7+0(u4).

De estas expansiones se deduce:

u?
sin? u = u? (1 -3 + 0(u‘*)>,cos2 u=1-u?+0@w".

Utilizando el desarrollo(1+2)™ =1—2z+ 0(z?), Se
obtienen las expansiones asintéticas de los reciprocos:

1 1 1 (4.6)
=—4+—+0W?,
sinu  u? + 3 +0@)

=1+u?+0@).

cos2u

Sustituyendo (4.6) en (4.5) se obtiene, reteniendo los
términos dominantes en el limiteuw — 0%,

W) — [K(Ku; 1)] v 4.7

+[e—@—m—1)

+ O(uz)] Y(u) = 0.
En el limite u — 0"domina el término singular proporcional
au~? ¥(u). En consecuencia, el comportamiento dominante

de la solucion queda gobernado por la ecuacién reducida de
tipo Cauchy-Euler:

Y —k(x—Du 2P =0. (4.8)
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Buscamos una solucién de tipo potencia ¥ (u) = u®.
Entonces ¥'(u) = sus™L, ¥"(w) =s(s—Du’2 vy al
sustituir en (4.8) resulta la ecuacion indicial:

ss—=1)—k(k—1)=0.
Factorizando:
ss=1)—-k(k—-1)=(s— K)(s —-(1- K)).
Por tanto, las raices indiciales son:
S1=kK, S;=1-k.

En consecuencia, la solucién local dominante en un entorno
de u = 0 viene dada por: ¥ (u) = C;u* + C,ul™*.

Observacion 4.1 (Criterio fisico de finitud) Si « = 1, el
término <=2 genera una barrera repulsiva en el extremo

sinZ u
u = 0. En tal caso, u'™* diverge cuando u — 0¥, mientras
que u* — 0.
Exigiendo regularidad (finitud) de la funcién de onda en
el extremo u = 0, se impone C, = 0. Por consiguiente,

Y(u) ~u*, u- 0t (4.9)
4.2.2. Comportamiento en u — >

Definimos v: = g— u, de modo que v » 0% cuando u —

g_y o)=Y G— v). Como sinu =cosv y cosu =
sin v, la ecuacidn diferencial en la variable v presenta, en el
limite v — 0%, un término singular dominante proporcional
a v~2. En consecuencia, el comportamiento principal queda
gobernado por

") — 22— 1Dv2d(w) =0, v- 07,

Repitiendo el argumento de Cauchy—Euler, las soluciones
locales son v y v1=2,

Observacion 4.2 (Criterio fisico de finitud) Si 1 > 1, el

Lo . 2(A-1) . .
término singular Ty induce una barrera repulsiva en el

extremo u = g En tal régimen, la solucion asociada al
exponente 1 — A diverge cuandou —>g_, mientras que la
rama correspondiente a A permanece finita.

Imponiendo la condicién fisica de regularidad (finitud)
de la funcién de onda en el extremo, se selecciona la solucién
no divergente. En consecuencia,

lzu(u)~ (g 3 u)/l’ . g—. (410)
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4.3. Reduccion global por extraccion de singularidades
(caso simétrico)

En las secciones anteriores se ha desarrollado la ecuacién de
Gegenbauer junto con su realizacion autoadjunta de Sturm-—
Liouville en el intervalo (—1,1). Con el fin de que esta
estructura aparezca de manera directa en el pozo
trigonomeétrico de Pdschl-Teller, nos restringimos al caso
simétrico, definido porA =k, k = 1.

Este supuesto implica que ambas barreras singulares
poseen la misma intensidad en los extremos u = 0y u = g

lo cual conduce a un problema espectral con simetria
respecto a dichos extremos. Guiados por los
comportamientos locales descritos en (4.9) y (4.10) (con A =
k), proponemos el siguiente ansatz global, el cual permite
extraer exactamente las singularidades del problema:

Y(u) = (sinu)*(cosw) F(u), u€ (O,g).

Definimos S(u): = (sinu)*(cosu)*, de modo que ¥ (u) =

S(u)F(u). Para derivar S(u) utilizamos derivacion
logaritmica. En efecto,
InS(u) = kIn(sinu) + kIn(cos ). (4.11)
Derivando la expresion (4.11) se obtiene
S'(w) . . B . . - (412)
SG) - Kcotu — ktanu = k(cotu — tanu):

= A(u).

Por tanto, S'(u) = A(u)S(w). Con esta relacién, la primera
derivada de W puede escribirse como

V') =S (WF W) + SWF'(u)
= SWF' (W) + AWF )]

Derivando nuevamente, y usando S'(u) = A(w)S(u), se
obtiene

YW = SW[F" W) + 2A(w)F' (w) (4.13)
+ (A’ (w) + A%2(W)F (W)
Ahora calculamos explicitamente A'(u) + A%(u),
A'(u) = —k csc?u — k sec? u. (4.14)
Ademés,
A%(u) = k?(cot? u + tan® u — 2). (4.15)

Usando las identidades cot?u =csc?u—1 y tan?u =
sec?u — 1, la expresion (4.15) puede reescribirse como

A%(w) = k?[(csc?u — 1) + (sec?u —1) — 2]
= k%(csc?u + sec?u — 4).

(4.16)
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Sumando (4.14) y (4.16) se obtiene la siguiente identidad
clave

A'(u) + A%(u) = k(k — 1) csc®u
+ k(k — 1) sec? u — 4K2.

(4.17)

Sustituimos ahora las expresiones (4.13) y ¥(u) =
S(u)F (u) en la ecuacion de Schrédinger adimensional (4.5),
considerando el caso 1 = «k:

Y'(u) + [e — k(k — 1) csc?u
—k(k—1)sec?u]¥(u) = 0.

Dividiendo por S(u) # 0 en (Og) y utilizando (4.13), se
obtiene

F'"+2AF + (A + A%)F
+ [e — k(kc — 1) csc?u
— k(k — 1) sec?u]F = 0.

(4.18)

Aplicando (4.17), se observa que los términos con csc?u y
sec? u se cancelan exactamente, es decir,

A"+ ADF —k(k — 1) csc?uF —k(k — 1) sec?uF
= —4K?F.

Por tanto, (4.18) se reduce finalmente a la ecuacion regular
para F(u):

F'"(u) + 2k(cotu — tanu)F'(u)
+ (e — 4k*)F(u) = 0.

(4.19)

4.4. Cambio & = cos(2u) y ecuacion de Gegenbauer
Introducimos el siguiente cambio de variable

& =cos(u), & € (—1,1).
En (0, g) se tiene que sin(2u) > 0, por lo que

dé ) _ — (4.20)
i —2sin(2Qu) = —2,/1 — &2

Definimos G (§) = F(u(£)). Entonces, por la regla de la
cadena se obtiene

, dG d¢

(4.21)

=241 =82G" ().

Para la segunda derivada, derivamos la expresion (4.21) con
respecto a u:

F'"(w) = :—u [ 21— 520'(5)].

(4.22)
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- i — 22 - . . s
Primero calculamos —-[/1 — ¢2]. Aplicando derivacion
compuesta,

d - £ d¢ (4.23)
E[Vl—f | _<_\/1_—52)<E)'

Sustituyendo (4.20) en (4.23) se obtiene

ul = (- ) () = o

Ademis, 2 [G'(§)] = 6" () (£) = —2/T—£6"(®).

Sustituyendo estas expresiones en (4.22) se obtiene

F'"(w) = —2(2§)G"($)
+(-2/1=87) (-2y1=8%) 6" (®).

Por tanto,

F'"(w) =41 - 86" () — 45 G’ (D). (4.24)

Ahora expresamos el término (cotu — tanu) en funcién de
&. Se tiene

(cos?u — sin? u)
cotu —tanu=————=>
sinu cosu

cos(2u) &
" sinucosu  sinucosu

Ademas, sinucosu = G) sin(2u) = G),/l —¢&2, En

consecuencia,

28 (4.25)
J1—¢&2

Sustituyendo (4.21), (4.24) y (4.25) en la ecuacién
diferencial (4.19), obtenemos

cotu —tanu =

0 (4.26)
=[4(1 - &*)G6" - 4¢G']
+ 2x< 2 ) [—2 1- 526']
i-g
+ (e — 4K%)G.
Simplificando el término central,
(4.27)

2x< 2 )[—2 1-¢§%6'| = -8 £ 6.
Ji-¢&

Reemplazando (4.27) en (4.26) se obtiene

4(1-&)G" — 4k + DEG + (e — 4x?)G = 0. (4.28)
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Dividiendo (4.28) entre 4,

(1-&)G" — 2K+ 1)EG' + G = 0. (4.29)
(e — 4K?)
vi=—— %
4

La ecuacion (4.29) coincide exactamente con la ecuacién
diferencial de Gegenbauer (2.1) con parametro a = k.

45. Forma Sturm-Liouville y conexion con la
autoadjuncion previa

Definimos el peso y el coeficiente de flujo,

1 1
W) 1= (1 =872, tyg = (1-§9)""2
Multiplicando (4.29) por w,, se obtiene la ecuacion
w,(1—&)G6" — 2k + DEw G +vw, G =0. (4.30)

Observamos que w, (1 — £2) = t,.. Ademas,

4© = [ - ]

= —K+ DEA — )3
= —(ZK + 1)6 WK(E)'
Por tanto,

(6" (©) =t 6" (&) + t1(O)G' (@) (4.31)
=t,G"(&) — 2k
+ 1w, G'(©).

Sustituyendo (4.31) en (4.30), se obtiene la forma de Sturm—
Liouville

(txe)6'©®) +vwee)G©) =0,
£ e (-1,).

Esto corresponde al operador
1
LI6) = = () 6.

La simetria (y, bajo el dominio adecuado, la autoadjuncién)
Se obtiene mediante integracion por partes en el espacio de
Hilbert Lﬁ,x(—l,l), exactamente como se desarrolld en las
secciones anteriores. El término de frontera involucra
t (§)G' (%), el cual tiende a cero cuando & — +1 para
soluciones regulares (en particular, para soluciones
polinémicas).

4.6. Condicion espectral y cuantizacion (derivacion por
término lider)

La regularidad en los extremos del intervalo (—1,1) y el
marco Sturm-Liouville implican la existencia de un espectro
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discreto. En esta seccion se obtiene explicitamente la
condicién de cuantizacion, imponiendo que (4.29) admita
soluciones polinémicas.

Supongamos que G es un polinomio de grado n, con
coeficiente principal a,, # 0:

G() = aé™ +ap_1 &1+ .. +a,.
Entonces, para |€] grande,
G'()~napg"t, G"(E)~nn—Dayé"? (4.32)

Sustituimos (4.32) en (4.29) y extraemos el coeficiente
correspondiente al término de mayor potencia é™. EI término
(1 — £2)G" contribuye con el término dominante —§2G"', es
decir:

(1-¢5)G" > =& - n(n — Days"?
=-—-nn-—1)a,é"
El término —(2x + 1)éG’ produce

-2+ 1EG > -2k + 1)§ -na,é™?
= —(2k + Dna,é™.

Finalmente, vG aporta el término va,&™. Por tanto, el
coeficiente del término &™ en (4.29) es

[-n(n—1) — 2k + 1)n+v]a, = 0.

Como a,, # 0, se concluye la condicion espectral:

v=nn—-1)+4+Q2k+Dn=nn+2k), n (4.33)
=01,2,..
Recordando v = =) se obtiene

& — 4xK?
4

=nn+2k) = ¢,
= 4% + 4n(n + 2k).

Desarrollando el lado derecho:

&y = 4K + 4n? + 8kn = 4(n + K)?
= (2n + 2k)?

Al restaurar las unidades fisicas del sistema, utilizando £ =
2E/V,y Vo, = h%a?/m, se obtienen finalmente los niveles de
energia

Vo h2a? 5
—&, = —(Zn + ZK) , n= 0,1,2,
2m

En=2

2,2
Para referencia rapida, definimos E; := % Entonces E, =
E,(2n + 2K)2.
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4.7. Autofunciones, ortogonalidad y normalizacién

Bajo la condicion (4.33), la ecuacién (4.29) admite
soluciones polindbmicas Unicas (salvo un factor
multiplicativo constante) que corresponden a los polinomios

de Gegenbauer C(¢). Por tanto,

G (&) = C(9).

Sustituyendo & =cos(2u) y el ansatz W(u)=
(sinu)*(cosu)* F(u), las autofunciones adimensionales
del problema quedan dadas por

w,(w) =N (sinw)*(cosw)*C (cos(2u)),
ueE (O,g).

En la variable fisica x (con u = ax) las autofunciones toman
la forma

P () = M (sin(ax))* (cos(ax))*C{® (cos(2ax)),
X € (0, l)
2a

La ortogonalidad en u se deduce directamente de la
ortogonalidad en el espacio de Hilbert L, (—1,1). Para
verificarlo explicitamente, utilizamos ¢ = cos(2u). Como
dé = —2sin(2u) du = —4 sinu cos u du, se tiene

du = — d§ a8

4sinucosu 2 /1-¢2

2K
Ademas, (sin u cos u)?* = E sin(Zu)] = 272K(1 — &2)*,
Entonces, paran,m = 0:

(4.34)
¥, (WY, () du

O\Nla

1
— (Nn(u)Nn(lu))z—(ZKH) j(l
-1

— )3 (©) X (€) de.

La integral en ¢ satisface la relacion clasica de ortogonalidad
de los polinomios de Gegenbauer:

f (1 - 3P @) @) dE = 0,n % m.

P . 1
Paran = m, lanorma clasica conocida es (K > =K F 0):
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1 ) ) (4.35)
he: = f (1 - e3cP©)] de

27T (n+ 2K)
Y (n+1©)[r)]?*

Imponiendo la condicién de normalizacion
foglllfn(u)l2 du = 1y usando (4.34) y (4.35), se obtiene
1
1= (Nn(u))zz—(z;cﬂ)hgc) = ]\fn(u) — &
h(K)

n

Si la normalizaciéon se impone en la variable fisica x,

entonces dx = du/a y, por tanto, M, = /a]\fn(”).

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollé una formulacién espectral del
problema de Gegenbauer mediante su reescritura en forma
de Sturm-Liouville en (—1,1) dentro de un espacio de
Hilbert con peso. En este marco, la ortogonalidad y las
expresiones de norma se deducen de manera natural a partir
de la simetria del operador y de condiciones de frontera
ponderadas apropiadas en los extremos singulares, lo cual
determina una realizacién autoadjunta consistente del

problema. Asimismo, la existencia de soluciones
polinémicas se establece a partir de la teoria local de
soluciones (estructura en series y separacion par/impar),
identificando la condicion espectral equivalente al
truncamiento sin necesidad de imponer hipétesis adicionales.

Como aplicacién, el pozo trigonométrico de Péschl-
Teller en el régimen simétrico se reduce directamente al
modelo de  Gegenbauer  mediante  escalamiento
adimensional, extraccion exacta de singularidades y un
cambio de variable al intervalo estdndar. Esto conduce a un
espectro discreto explicito y a una familia cerrada de
autofunciones normalizables, expresables como un factor de
borde multiplicado por un polinomio de Gegenbauer
evaluado en una variable trigonométrica natural, junto con
una expresion cerrada para su normalizacion. En conjunto, el
enfoque presentado permite unificar la teoria clasica de los
polinomios de Gegenbauer con una aplicaciéon cuéntica
exactamente resoluble, haciendo explicito el papel de la
autoadjuncidn y de la estructura espectral en el proceso de
cuantizacion.
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