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Resumen
El objetivo de este trabajo es la obtencién del modelo cinematico de un RMR de tipo diferencial en base a la geometria
asociada a la disposicion de sus ruedas, conocido como enfoque odométrico. Estas ecuaciones permiten conocer la
posicion y orientacion del RMR a partir del desplazamiento lineal de las ruedas. Se muestra como a partir del enfoque
odométrico se obtiene el mismo modelo que cuando se emplea el enfoque de modelado de sistemas dinamicos basados

en el formalismo de Euler-Lagrange [1].
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Abstract
The aim of this work is to obtain the kinematic model of a differential drive WMR considering the geometric
disposition of their wheels; this is known as the odometric calculus. These equations will give us the position and
orientation of the WMR from the lineal displacement of the wheels. It is shown that we can obtain the same kinematic
model using these odometric equations as when using dynamics systems modeling of Euler-Lagrange [1].
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I. INTRODUCCION

Los robots moviles de ruedas (RMR) tienen amplio uso en
muchas aplicaciones practicas, como exploracion planetaria,
minera y maritima, reconocimiento de terreno, inspeccion y
vigilancia, misiones de blsqueda y rescate de personas,
limpieza de desechos peligrosos y en ambientes diversos,
asistencia médica, ocio y entretenimiento, investigacion y
desarrollo, etc.

El dotar de autonomia a los RMR, implica enfrentarse
bésicamente a cinco problemas: la regulacion o
estabilizacién a un punto de equilibrio, la planificacion y
seguimiento de trayectorias, la estimacion de su posicién y la
evasion de obstéaculos.

La localizacién en tiempo real de un RMR consiste en
obtener su posicidn y orientacién con respecto a un sistema
de referencia fijo, para tal propésito se han desarrollado
diversos métodos relacionados con el uso de encoders y
camaras principalmente. EI método mas utilizado para la
estimacion de la localizacion en RMR, es el conocido como
odometria, que consiste en medir por medio de encoders
oOpticos el desplazamiento lineal de las llantas acopladas a los
actuadores de un RMR, siempre y cuando no se deslicen o se
atasquen las mismas con el piso. Con el conocimiento del
desplazamiento y estableciendo un punto de partida del
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RMR, se calcula la posicion relativa a este punto en todo
momento. Las ecuaciones necesarias para este calculo se
obtienen a partir de la disposicién geométrica de las llantas
dentro del RMR [2]. Cabe decir que la odometria es un
método de facil implementacion en tiempo real, ademés de
que no es costoso, ya que el Unico tipo de sensor que usa son
los encoders. La desventaja de este método consiste en la
acumulacidn de los errores cuando el recorrido es muy largo,
mismos que también causan incertidumbre en la orientacién
del movil. En la referencia [3] se encuentra que estos errores
se pueden dividir en dos tipos, de acuerdo a la fuente del
error: sistematicos y no sistematicos, donde los primeros,
dependen de la estructura del robot por lo que son internos
del propio mévil, mientras que los no sistematicos son
causados por fenémenos aleatorios externos al RMR, como
podria ser deslizamiento de las ruedas o como el choque con
objetos no previstos. En la literatura concerniente al tema,
abundan los trabajos donde se trata de corregir los errores
sistematicos, mediante técnicas de calibracion y el modelado
del error [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

De esta manera, a partir de las ecuaciones odométricas de
un RMR de tipo diferencial, en este trabajo se muestra como
se obtiene el mismo modelo cinematico, que se obtendria
mediante el formalismo de Euler-Lagrange [1].
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Este trabajo esta dividido en seis secciones. En la seccién Il
se da un panorama del desarrollo e importancia de la
odometria. En la seccion Il se presentan las generalidades
asociadas a los RMR tipo diferencial. Mientras que en la
seccion IV se desarrollan las ecuaciones del calculo
odomeétrico diferencial, junto con la derivacion del modelo
cinematico del robot en la seccion V. Finalmente, en la
seccion VI se presentan las conclusiones del trabajo.

Il. ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA
ESTIMACION DE LA POSICION ODOME-
TRICA

La palabra odometria proviene de las raices griegas hodos y
metron que significan “camino” 0 “viaje”, y “medicion”,
respectivamente. Se atribuye a Heron de Alejandria [12] la
creacion de un aparato para determinar la distancia viajada
durante un trayecto basado en el conteo de las revoluciones
de un carruaje, denominado odometro, predecesor de los
actuales velocimetros analdgicos de los automoviles.
Mediante este aparato era posible conocer la distancia
viajada por los carruajes militares en millas durante el
Antiguo Imperio Romano [13]. Si se consulta la referencia
[14] se hallara una descripcién del funcionamiento de este
aparato que también fue utilizado en embarcaciones. En la
Fig. 1 se muestra una reconstruccion de este oddmetro.
Beckmann [15] refiere otros usos hechos para este aparato a
lo largo de los siglos XVI1 al XVIII, tales como la medicién
de terrenos o distancias muy grandes. Actualmente, la
odometria o calculo muerto odométrico (del inglés
odometric dead reckoning), se ha convertido en un estandar
en la rob6tica mévil de ruedas, ya que con el uso de encoders
acoplados a los motores, la distancia viajada se obtiene de
manera natural, empleandose en conjunto con otros sensores
y métodos como son: GPS, acelerdmetros, l&seres, camaras
de vision, etc.

FIGURA 1. A la izquierda se observa una reconstruccion del
odémetro disefiado por Herdn, cuyo funcionamiento fue descrito
por Vitruvius y que se puede apreciar del lado derecho.
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I1l. DESCRIPCION DE LAS VARIABLES
CINEMATICAS DEL RMR TIPO DIFERENCIAL

Para obtener las ecuaciones del calculo muerto odométrico,
en la Fig. 2 se ilustra un RMR de tipo diferencial. En este
tipo de robots se tienen 2 ruedas convencionales paralelas
entre si, controladas individualmente, una a cada lado de un
eje fijo en la base, llamadas de traccion. Ademas, se afiaden
ruedas de tipo castor o de bolas en la parte frontal y/o trasera
para dar estabilidad. Referente a la Fig. 2 se considera el
punto P sobre el RMR en el plano cartesiano bidimensional
XY, cuyas coordenadas (x, y) proporcionan la posicién del
mavil. Asimismo, en esa figura se puede observar que este
punto corresponde al punto medio de la linea que representa
al eje de las ruedas de traccién del RMR y cuya longitud es
2l. Mientras que la orientacién del RMR se determina por el
angulo ¢, el cual se genera entre el eje X y una linea
perpendicular al eje de las ruedas que pasa por el centro de
simetria del robot. Ademas, en la figura se advierten otras
variables del RMR, como son oy Y ; que representan las
velocidades angulares de las llantas izquierda y derecha
respectivamente, r que es su radio, v que representa la
velocidad lineal a la que se desplaza el mévil y o que
describe la velocidad angular del mismo, y un punto llamado
el Centro de Rotacién Instantaneo del robot (CRI). El punto
CRI se define como la interseccién de lineas imaginarias
trazadas desde los ejes de las ruedas, en la préactica
representa el punto de pivote para el caso en el cual el robot
da vueltas, mientras que cuando el RMR avanza en linea
recta el CRI esta localizado en el infinito.

FIGURA 2. En esta figura se observan las variables de
velocidades, posicion y parametros asociados al RMR de tipo
diferencial.

Una vez que se han descrito todas las variables cinematicas
asociados a un RMR de tipo diferencial, en la siguiente
seccion se desarrollan de las ecuaciones odométricas para el
calculo de su posicion y orientacion. Y partir de estas,
finalmente se obtiene el modelo cinemético del mismo.
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IV. DESARROLLO DE LAS ECUACIONES PARA
EL CALCULO ODOMETRICO DIFERENCIAL

El desarrollo de las ecuaciones, se basa en la Fig. 3 que se
retomd y corrigié de [16], en esta figura se puede apreciar a
detalle la geometria de un desplazamiento del eje de las
ruedas del robot de un punto inicial (o, yo) con un angulo oy,
a un punto final (x, y) con angulo ¢, donde Q, sera el pivote
de giro o CRI y 6 representara el cambio en la orientacion
del &ngulo de pose del RMR, siendo el problema general
encontrar estas Ultimas coordenadas dados el punto inicial, la
medida del eje de las ruedas de traccién y el desplazamiento
lineal de cada rueda.

Y
7]
4(5'%
v : ds
54& Yo
yo. CRereinns X
[4
Po—73
Q@ o} R
}?4’"1‘1'
Rier : :
Qz z Zo X

FIGURA 3. Se observa un desplazamiento de las ruedas de
traccion del RMR, de un punto y angulo iniciales (x, Yo), ®g @ un
punto (x, y) y angulo de pose ¢, que se desean encontrar.

Si se asume que en un periodo de tiempo corto At la rueda
derecha y la rueda izquierda se han movido una distancia
denominada como ASg, Yy AS;, para cada rueda
respectivamente, la trayectoria de este movimiento se puede
considerar como la de un arco. El punto en el centro del eje
de las ruedas P también describe un arco por lo que el
incremento en la distancia AS de este punto quedaria
definido como:

_ ASder‘*'ASizq
72 .

AS (1)

Recordando que 21 representa la magnitud del eje que une la
rueda derecha y la rueda izquierda, se tiene que:

Rizq + 21 = Rger, 2

y la longitud de los arcos descritos por la traslacion de cada
rueda vienen dados por:

ASizq = HRiZQ! (3)
ASger = ORger, 4
para la obtencion del angulo 6 se resta (4) de (3), para asi
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obtener

ORger — eRizq = ASger — ASiqu
H(Rder - Rizq) = ASger — ASiqu (5)

pero 21 = ASge, — AS;,q, Y asi solucionando para 6

_ ASder_ASizq
21 '

0 (6)

Para la obtencion de los puntos x y y, se calculan primero las
coordenadas (Qx , Qy) de Q, observando que el &ngulo que
forman la base de las ruedas del robot y el eje X, al comienzo
del desplazamiento, es ¢, — g con este dato es posible

encontrar dichas coordenadas como:

Qx = %9 — Reentro €OS (470 - g)v
= Xo — Reentro s€n(@o), (7

Qy = Yo — Reentro SEN (900 - g)!
=Yo + Rcentro COS((pO)! (8)

entonces es posible calcular x y y a partir del punto de pivote
hallado (Qx, Qy), antes de hacerlo, se redefinen las Ecs. (7) y
(8) en términos del nuevo angulo ¢, para asi obtener las
ecuaciones deseadas de posicion en términos del punto y la
pose finales, de la Fig. 3, se obtiene:

Qx = X0 — Reentro sen(g — 0), 9)
Qy = Yo — Reentro cos(@ — 6). (10)
Y asi:
X = Qx + Reentro €OS ((P - g):
= [xo — Reentro sen(p — )] + Rcentro sen(@),
= Xg — Reenero(sen ¢ cos 0 — cos ¢ sen 6) +
+ Reentro SEN @, (11)
y = Qy + Reentro SEN ((P - g)
= [YO — Reentro cos(@ — 0)] — Rcentro cos(9)
= Yo — Reentro(COS@ cosO + sen ¢ sen ) +
+ Reentro COS @. (12)

En las ecuaciones anteriores si & es pequefio como lo es en el
caso de pequefios desplazamientos, se pueden aproximar,
senf =0 ycosH =1, asi:

X = Xg + Reentro(—sen @ + 6 cos ¢ + sen ),
= X * Reentrot COS @,

= x, + AS cos @, (13)
Y = Yo * Reentro(cos ¢ + 0 sen ¢ — cos @),
= Yo + Reentrof sen ¢,
=y, + AS sen ¢. (14)
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Finalmente las ecuaciones para la obtencién del punto (x; y)
y el angulo ¢ quedan:

(p = (pO + 91
X = xg + AS cos(¢), (15)
¥ =Yo + ASsen(¢),
donde:
o — ASqer—ASizq y AS = Asder‘*‘ASizq'
21 2
V. OBTENCION DEL MODELO CINEMATICO

DEL RMR A PARTIR DE LAS ECUACIONES
DEL CALCULO ODOMETRICO

Suponiendo que el movimiento se lleva a cabo sobre el plano
XY y que las llantas ruedan sin deslizarse, se encuentra que
las ecuaciones que describen la cinematica del mdvil estan
dadas por [17].

. (wg+wyr
X = %cos 0,

_ (wgtwpr
2

sen ¢, (16)
_ (wg-wir
Y

1

donde, recordando la Fig. 2, (X, y) denota la posicion del
punto medio del eje que une las dos llantas traseras, ¢ es el
angulo que forma el eje de simetria del movil respecto al eje
X positivo, o; Y og son las velocidades angulares de las
Ilantas izquierda y derecha respectivamente, mientras que r
es el radio de las llantas y 2I es la separacion entre ellas, en
estas ecuaciones y en lo que resta del trabajo, la derivada con
respecto al tiempo, t, se denota por un punto.

Es posible percatarse que las Ecs. (16) presentan una
gran similitud con las Ecs. (15) del calculo odométrico. En
esta seccion se deriva el modelo cinematico (16) a partir de
las Ecs. (15). Para esto es posible observar que se puede
escribir cada una de las Ecs. (15), de la siguiente forma:

ASder"'Aslzq

X=Xy = cos(¢),
ASger+ASiz,
Y = Yo = —=——"sen(p), 17)
ASder_Asizq
Q—@Qo=—7"-"7,

2

donde, x —x, ¥ ¥ — ¥y, representan los desplazamientos Ax
y Ay, a lo largo de los ejes X y Y, y ¢ — ¢,, representa la
variacion del angulo de orientacion, A, se pueden expresar
estas ecuaciones en funcion del tiempo, reescribiendo estos
desplazamientos en el incremento de tiempo At en el que
fueron realizados como:
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AS
Ax Ad;’u Sizq cos(0)
At 2 ®)

A ASger ASizq

Y At At
= sen

At 2 (@),

(18)

ASder_ASiZCI
Ap _ Tar At

At 21

y al hacer estos incrementos lo mas pequefios posibles, las
Ecs. (18) mediante el cambio de notacion, se transforman en,

dSg as;,
dx dter + q

— _dt  dt
b e cos(p),

d dSger , Sizq

Y dt dt
= sen

dt 2 (@),

(19)

dsder_dsizq
do — _adt dt

dat 21

De esta manera en las Ecs. (19), el cambio de posicion ha
quedado expresado en términos de las componentes de la
velocidad a lo largo de cada eje y la velocidad angular, las
cuales simplemente se pueden reescribir como:

Sder"'st.zq

cos(¢),

Sder+szzq

sen(y), (20)
_ S-'der_s'izq
Y]

donde Szer Y Sizq, sON las velocidades lineales de la rueda
derecha e |qu|erda respectivamente, que pueden a su vez
escribirse  como  Sger = Vger = Tger®@q Y Slzq Vizqg =
TizqWizq- Haciendo el radio de las ruedas derecha e izquierda
reer Y Fig igual r, se obtiene el sistema de ecuaciones
siguiente, el cual representa el modelo cinemético del RMR
tipo diferencial (16).

_ (wgtwpr

5 COs @,

(wg+wyr

y= ———seng, (21)

_ (wg-wpr
21

Con este modelo cinematico, entonces es posible hallar la
localizacion del RMR a partir de la posicion (x, y) y el
angulo de orientacién ¢ con condiciones iniciales (Xo, Yo, %),
tras realizar la integracion correspondiente, es decir,

x(t) = x(0) + fot —T[wd(ﬂ;w"(ﬂ] cos @dr,

= y(o) + fotr[wd(r);'wi(f)] sen (pdT, (22)
http://www.lajpe.org
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t

o(6) = (0) + f w(@)ds
0

= (0) + J, Mol 4.

Asi, con las Ecs. (22) se puede encontrar la localizacion del
movil en cualquier instante de tiempo (a partir de un tiempo
inicial t = 0).

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo primero se hallaron las ecuaciones
odométricas asociadas a un RMR de tipo diferencial, el cual
permite conocer la localizacion del mismo. Posteriormente, a
partir del enfoque odométrico se mostré que se puede
obtener el mismo modelo cinematico sin necesidad de
emplear el enfoque de modelado de sistemas dinamicos
basado en el formalismo de Euler-Lagrange.

De igual manera, se consideré de importancia el mostrar
como los conceptos basicos de Fisica, en cuanto a cinematica
de una particula, se usan en tecnologias tan “complejas”
como lo son las relacionadas con la rob6tica moévil.
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