Modelo energético sobre la estabilidad estatica de

un cuerpo flotante en 2D

EDVCATIO PHYSICORVM
e LA LT

A

Manuel Alejandro Segura Delgado
Facultad de Ciencias y Educacidn, Universidad Distrital Francisco
José de Caldas, Carrera 3 No.26 A - 40, Bogota, Colombia.

E-mail: masegurad@correo.udistrital.edu.co

(Recibido el 17 de Diciembre de 2010; aceptado El 17 de Marzo de 2011)

Resumen
Por excelencia los cuerpos flotantes més interesantes de describir son los barcos, los cuales son no homogéneos es
decir, de densidad variable. Sin embargo, los cuerpos homogéneos brindan un acercamiento Gtil al comportamiento
real de un sistema flotante. Este documento describe las posibles orientaciones asimétricas estables para un cuerpo
triangular y de densidad constante en 2D, basado en el criterio de los valores criticos de la funcion de energia
potencial, asociada al movimiento de rotacion del mismo. Si encontramos la funcion de energia potencial de cualquier
cuerpo podemos caracterizar su estabilidad, este criterio es importante en la construccion de embarcaciones.
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Abstract
For excellence the most interesting floating bodies of describing are the ships, which are not homogeneous that is to
say, of variable density. However, the homogeneous bodies offer an useful approach to the real behavior of a floating
system. This document describes the possible stable asymmetric orientations for a triangular body and of constant
density in 2D, based on the approach of the critical values of the function of potential energy, associated to the
movement of rotation of the same one. If we find the function of potential energy of any body we can characterize its
stability, this approach is important in the construction of crafts.
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I. INTRODUCCION

La estabilidad de sistemas flotantes es uno de los problemas
clasicos que han sido de interés de la mecénica de fluidos, ya
que desde hace siglos el hombre ha tenido la necesidad de
solucionar el problema del transporte maritimo, ya sea por
fines econémicos, sociales e incluso por apoderamiento
territorial. Sin embargo la pregunta primordial es: ;Cual es la
mejor forma que nos permite obtener estabilidad y que el
cuerpo no rote sobre alglin eje? Sin lugar a dudas esta
pregunta es algo dificil de resolver, por ejemplo un cilindro
puede flotar en equilibrio estable dependiendo de sus
dimensiones, densidad y alrededor de que eje esta girando.
[1] o también existen equilibrios méas complicados como el
de una esfera [2], En general el criterio que define la
estabilidad para este cuerpo y otros que cumplen una
simetria especial con respecto al eje de rotacion se denomina
altura metacéntrica [1, 3].

MB =1 /Vs, 1)

CM =CB +MB.
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I es el momento de inercia de la seccidn horizontal tomada
en la superficie del fluido y Vs es el volumen desplazado de
fluido; de (2) Si la distancia cm resulta ser negativa
entonces el cuerpo es inestable, si por el contrario es positiva
sera estable. [1, 3].

El problema anterior se considera valido siempre que las
perturbaciones sean pequefias, porque por ejemplo si
colocamos un barco sobre un costado el sistema se volteara.

Los cuerpos que cumplen con este criterio de estabilidad
se denominan cuerpos prismaticos [1, 3] Estos cuerpos
guardan simetria con respecto al eje de rotacion y la
superficie libre. Sin embargo pueden existir otras direcciones
en las cuales haya equilibrio estable y que el cuerpo no
necesariamente sea simétrico.

En la seccion 11 se presentan argumentos fisicos sobre la
funcién de energia potencial y algunas condiciones
preliminares del problema, en la seccion Il se exponen la
funcién de energia potencial y se encuentran las direcciones
de equilibrio del cuerpo. Por ultimo se hacen algunas
conclusiones sobre la pertinencia de este modelo.
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I1. DESCRIPCION DEL SISTEMA

El cuerpo es un triangulo inscrito en el plano, y definido
mediante el siguiente conjunto de funciones.

y=4a, )
y=X, 4)
y =X )

El sistema tendra en consecuencia de su interaccion con el
fluido el centro de flotacién que sera designado por la letra b,
su centro de masas C y la superficie del agua sera definida
por larecta

a-b
y=mx+b;m< - (6)

La cual sera orientada por un vector normal unitario a la
superficie
(_m 11)

. 7
Vi+m’ @

n=

4 ]','[sz"'h

L

FIGURA 1. Cuerpo descrito por el sistema de Ecs. (3, 4, 5) en (3) a
toma el valor 3, y la recta dirigida representa la superficie del
fluido.
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¢Cémo encontrar las posiciones estables de este sistema? Si
asumimos que el cuerpo rota alrededor del punto de corte b
de (6) y la perturbacidén es una funcion de la pendiente de la
superficie libre original, entonces estos pardmetros son
suficientes para describir el sistema mecanico. (Estamos
considerando que la superficie libre es la que rota y el cuerpo
permanece fijo; esto es equivalente al movimiento real del
sistema).

A. Funcién de energia potencial

Las fuerzas de caracter conservativo, como es sabido el
trabajo que realizan no dependen de la trayectoria seguida
para realizarlo. Se puede definir una funcidn de energia
potencial asociada a tal fuerza de modo que el trabajo
realizado por esta fuerza represente una disminucion de su
energia potencial. [3, 4].
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U(n) representa el trabajo hecho para llevar el cuerpo de una
posicidn estable donde es ascendente a un nivel donde el
cuerpo desplaza su propio peso en agua. [5] El trabajo
realizado por el peso es: mgc donde c es el centro de masas;
el trabajo realizado por la fuerza de flotacion es: mgb donde
b es el centroide de la parte del cuerpo sumergida. [2, 5, 6]
De este modo podemos escribir de la siguiente forma.

Un=mgn- C-b. (8)

Una forma de visualizar éste calculo mas convenientemente
es la siguiente. De [4] sabemos que el trabajo realizado por
el momento de una fuerza esta dado por:

W = [zd@. ©)

El peso del cuerpo es el campo que genera el momento y el
vector de posicion  que sufre un desplazamiento es el vector
relativo entre C y b. de este modo.

7 =|mg||F|sen & . (10)
Haciendo la integral tenemos:
W = [|mg| || -|b] | sen(&) dé. 11)

Y recordando que es anti paralelo al peso del cuerpo,
obtenemos la Ec. (8). Las direcciones de equilibrio estaran
definidas en los puntos donde la funcién de energia potencial
tenga un minimo y habra posiciones de equilibrio inestable,
donde la funcién de energia potencial tenga un maximo y un
punto silla [5 ,6].

En [6] se expone un tratamiento mas completo sobre la
condiciones del sistema, basado en el modelo energético.

B. Centroide sumergido
Los puntos de corte de la recta, con la figura estan dados por:

-b b

P= —,—, 12)
1+m 1+m
b b

Q= —,—. (13)
1-m 1-m

El centroide vendréa dado por:

_ BxAl-BxA2 - BxA3
Al-A2-A3

Bx

(14)

_ ByAl-CyA2- ByA3

By
Al- A2 - A3

(15)
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Donde Al es el area bajo (6) entre Py Q, A2 es el area bajo
(5) entre Py 0 y A3 es el area bajo (4) entre Oy Q.
Después de un calculo tedioso se encuentra:

m

Bx=—b im=1, 16
3 1-m’ {10

By—z (17)
31-m’

Por otro lado conocemos el centro de masas del cuerpo
flotante, este centroide esta dado por:

2
Cx=0;Cy :ga. (18)

El centroide corresponde con el centro de masas, ya que la
densidad del cuerpo es constante. [6]

Entonces el vector (C - b) sera:

2| -b a—-b —am’
FoZ ’i,( : Y (19)
3(1-m 1-m

Para una direccion de equilibrio dada, el vector  debe ser
paralelo a , si se cumple lo anterior entonces el producto
vectorial vale 0 y existe un escalar K distinto de cero, tal que
se pueda escribir en términos de . Entonces:

r =Kn. (20)

Si escribimos esta ecuacion vectorial en términos de sus
componentes llegamos a una primera condicidn para el punto
de giro del cuerpo (23).

3 1-m
K=" , (21)
2J1+m’
3 1-m’
K=" , (22)

2 J1+m’ (a—b—am?)

,1 —— (23)

Ya que K debe ser Unico y se debe satisfacer (23) igualando
(21) y (22) se llega a una segunda condicion.

’ 2b
=, [1-—
a
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(24)

Modelo sencillo sobre la estabilidad estética de un cuerpo flotante en 2D.
(24) describe las direcciones asimétricas donde el cuerpo
puede llegar a tener equilibrio estable, siempre que la
funcion de energia potencial presente un minimo en esa
direccion.

111 DIRECCIONES DE EQUILIBRIO

De las deducciones anteriores podemos escribir las
direcciones de equilibrio para este cuerpo

m=(0,1);m=0b=a/2,

{fVaa o (Ja bj JF (#)

-1 1
naz(,);m:il,bzo. (27)
NERNS
Ahora estamos interesados en conocer el comportamiento de

la energia potencial, que define si las direcciones de
equilibrio anteriores son estables o inestables, de esta forma

(25)

de (8) y haciendo donde es la densidad del
cuerpo tenemos.
2 pga’(a-b
U m :fM. (28)
3 J1+m’

La energia potencial es funcién tanto del peso especifico del
cuerpo, de las dimensiones, del punto de giro y la
perturbacion. De la primera y segunda derivada obtenemos:

' 2 pga’ a—-b m
Uom--cr e m (29)
3 1+m>’

: 2 pga’ a-b 2m’-1
m =_

(30)

m
-0.75/ -0.5

FIGURA 2. Gréfica que representa la energia potencial en funcion
de la perturbacidn. Para este caso particular se tomarona=4yb =
0.5.
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De la direccién (25) si hacemos m = 0 entonces U” m <o

en consecuencia como se aprecia, m = 0 es un maximoy (25)
es una direccién de equilibrio inestable siempre que b < a
esto implica que la Gnica forma en que (25) sea una direccion
de equilibrio estable es que el cuerpo este completamente
sumergido; Desde luego este equilibrio solo puede ser
indiferente.

Haciendo m = 1 entonces U m = como es mayor

a
38
que cero, existe un minimo local, y (27) es una direccion de
equilibrio estable para el cuerpo.

Debe notarse que si m = 1 entonces b = 0 de (24) esto
implica que el cuerpo practicamente flota sin éarea
sumergida; como esto no puede ser asi decimos que
de modo que su area sumergida sea lo suficientemente
pequefia para que puede permanecer estable en la direccion
7).

Para estudiar el comportamiento de la energia potencial,
en la direccion (26) escribimos energia en funcién de b de
donde obtenemos.

312

1 pga’(a—4b)a

38 \f(a-b)

U (b) =

-10 |-
-15 |

-20 |

25 |

FIGURA 3. Gréfica que representa la energia potencial en funcion
del punto de giro. Para este caso particular se tomd a = 4.

Para la direccién (26) de la Fig. 3 se puede visualizar que
U m >0 para ,_2 para los puntos de giro que
4

cumplen esto, (26) sera una direccién de equilibrio estable.

A medida que la densidad del liquido se aproxima a uno
es decir b se acerca a 4 en la Fig. 3 el sistema se hace cada
vez mA&s inestable en esa direccion. Para densidades
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comprendidas en 0.0625 < p <0.1428 el cuerpo flotard

establemente en la direccion dada por (26); podemos notar
también que para o >0.1428 el cuerpo no flotard en

ninguna de las direcciones de equilibrio, entonces serd
inestable.

IV CONCLUSIONES

Como el sistema presenta simetria con respecto al eje y, se
podria pensar que existe estabilidad con respecto a la
direccion ascendente para alguna densidad y dimensiones
especificas, sin embargo no existe estabilidad en esa
direccion. Por otro lado, cuando el sistema esta
completamente sumergido, la estabilidad sera indiferente, ya
gue en este caso el centro de flotacion se encuentra en el
centro de gravedad y no hay un par restaurador que equilibre
el cuerpo. Se calculé las posiciones asimétricas estables para
este cuerpo utilizando otro método diferente a la altura
metacéntrica, ya que estd no sirve para describir esas
posiciones. Estas posiciones resultaron ser muy restringidas,
solo se dan en un intervalo pequefio de densidades y para
perturbaciones pequefias. Si el sistema no esta en ninguna de
las posiciones encontradas adoptara una posicion inestable.
La ventaja de utilizar un modelo energético es que podemos
calcular posiciones de equilibrio en las que la altura
metacéntrica no funciona, ya que esta no sirve si el cuerpo es
asimétrico. Ademas, el tratamiento energético que es escalar,
evita las complicaciones con los momentos de las fuerzas
gue actlian sobre el cuerpo que son vectoriales. Este modelo
es una primera aproximacion a la forma mas usual que
vemos en los barcos.
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