Deduccion de los primeros modelos cosmologicos

César Mora

Centro de Investigacidon en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada
del Instituto Politécnico Nacional, Av. Legaria 694, Col. Irrigacion,
Del. Miguel Hidalgo, C. P. 11500, México D. F.

e I

QVO NOMN ASCENDAM ¢

E-mail: cmoral@ipn.mx

(Recibido el 16 de Enero de 2008; aceptado el 3 de Abril de 2008)

Resumen
Este articulo describe cdmo se han fundamentado algunos de los primeros modelos cosmoldgicos clasicos, también
discutimos los errores que adn persisten en la actualidad en algunos libros de texto bésicos y avanzados. Discutimos
los rudimentos de la cosmologia Newtoniana y su conexion con la relatividad general.
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Abstract

This paper describes some formulations of the first classical cosmological models, also we discuss mistakes which
nowadays are present in basic and advanced text books. We discuss the fundamentals of Newtonian cosmology and its

connection with general relativity.
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I. INTRODUCCION

Los temas relacionados con el origen del universo son de
actualidad en la fisica tedrica [1] y también son de interés
pedagégico [2]. En los dltimos afios se han realizado
algunos estudios sobre cosmologia bésica para estudiantes
preuniversitarios con el fin de proporcionar las
herramientas bdsicas para comprender la descripcion
clasica y cuéntica de nuestro universo [3, 4, 5, 6]. La
cosmologia Newtoniana se deriva de la dinamica, la
gravitacion y el principio cosmologico, esto es, que el
Universo sea homogéneo e isotropico, y puede reproducir
los modelos cosmoldgicos de la relatividad general y los
modelos evolutivos del big-bang. La descripcion del
Universo en expansion fue introducido por Milne y
McCrea en 1934 [7], y aplicaron la gravedad Newtoniana a
una distribucion esférica uniforme de masa, ignorando la
masa en el exterior de la esfera con el supuesto de que
también es una distribucion esférica y que se anula al
permitir que el radio de la esfera llegue a ser
arbitrariamente muy grande. Luego, utilizaron el principio
de equivalencia, estableciendo que las fuerzas
gravitacionales 'y de inercia producen efectos
indistinguibles, y se requiere para que este Universo sea
conforme con el principio cosmoldgico, pero esto lleva el
analisis a la relatividad general. En este articulo
consideramos la deduccién de la cosmologia Newtoniana
realizada por Lemons [8] quien ha sefialado que la
cosmologia Newtoniana estdndar realmente es no
Newtoniana. En su deduccién utiliza el principio dado por
Newton del sistema de referencia de las estrellas fijas,
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estando distribuidas uniformemente en todos los puntos
del cielo, cancelando sus tirones con las atracciones
opuestas. El cual es un argumento de simetria. Newton
crefa que el Universo era estacionario pero también
infinito y uniforme. El desarrollo de Lemons muestra que
la cosmologia de Newton lleva a modelos evolutivos y que
describen al Universo en curso en equilibrio neutro.

Una consecuencia interesante del principio de simetria
de Newton en la cosmologia Newtoniana es que se
requiere de la introduccién de un término cosmoldgico
para la ecuacion de campo clasico de la gravedad, esto en
contraste con la constante cosmolégica introducida por
Einsten.

El articulo estd organizado como sigue, el la seccion Il
mostramos  los rudimentos  fisicos para modelar
matematicamente nuestro Universo, se muestra el modelo
cosmologico de Einstein, el de De Sitter y el de
Friedmann, en la seccidn Il mencionamos algunos errores
sobre la deduccién de los primeros modelos cosmoldgicos,
en la seccion IV tratamos sobre la fundamentacion de la
cosmologia Newtoniana, y finalmente en la seccion V
mostramos nuestras conclusiones.

I1. MODELANDO EL UNIVERSO

Para describir el Universo en el que vivimos tenemos que
enfocaremos a la distribucion de la materia a gran escala 'y
al movimiento de la misma. Para ello, se considera una
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distribucion homogénea de la materia contenida en el
espacio y aclaramos que al estudiar el Universo no se
tienen direcciones privilegiadas, esto es, nuestro Universo
es homogéneo e isotropico. En escalas cosmicas las
fuerzas gravitacionales determinan el movimiento de la
materia, y éstas deben ser de una intensidad enorme.
Consideremos que la materia estd contenida
homogéneamente en el espacio con una densidad p, luego
imaginemos un globo imaginario con un radio R tal como
se muestra en la figura 1.

FIGURA 1. Representacion del Universo homogéneo. Un globo
imaginario conteniendo material distribuida uniformemente.

La masa del globo es

M :gﬂRe’p. @

La fuerza gravitacional ejercida por la masa M en la
superficie del globo es indicada por la ley de gravitacional
de Newton

GM 4
F=—7=37GrR, @

En donde G es la constante gravitacional de Newton y se
ha sustituido la expresién (1). La ecuacion (2) nos muestra
que la fuerza gravitacional aumenta conforme aumenta el
radio del globo en consideracidon. Si R es muy grande
entonces es necesario utilizar las ecuaciones de Einstein,
no obstante la dindmica del Universo se puede describir
clasicamente, ya que una cubierta material esférica
simétrica no crea ningln campo gravitacional en toda su
cavidad interior. Para determinar la dinamica del globo
calculemos la aceleracion de una galaxia M que se halla en
su limite, debido a la accion de la gravitacion de la masa
de todo el globo, en relacion a otra galaxia O, localizada
en su centro. De acuerdo con Newton tenemos que

_GM 3)

a= RZ

el signo menos indica que la aceleracion corresponde a una
atraccion y no a una repulsion, asi (3) nos indica que dos
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galaxias cualesquiera en el Universo homogéneo a una
distancia R experimentan una aceleracion negativa a. Esto
nos indica que el Universo no debe ser estacionario. La
ecuacion (3) es la ecuacion béasica que determina la
dinamica del Universo, su solucién dependera del radio R
en funcion del tiempo t. Cuando la presion es muy
pequefia la densidad p es inversamente proporcional al
volumen V

oV =cte. 4)

Conociendo la variacion del radio R con el tiempo,
conoceremos pues el movimiento relativo de cualesquier
particula, por consiguiente la solucion de la ecuacion (3)
con una u otra suposiciones es esencialmente la
construccion del modelo mecanico del Universo. Otro
aspecto importante para conocer la dindmica del
movimiento de la materia es la determinacion de las
propiedades geométricas del espacio para lo cual se utiliza
la teoria de la relatividad general. En las siguientes
secciones analizaremos algunos modelos cosmoldgicos
concretos.

A. El modelo de Einstein

En 1917 Einstein construyé el primer modelo
cosmologico, esto fue justo después de su formulacién de
la teoria general de la relatividad [9], y su modelo
practicamente se reduce a la ecuacion (3). Sin embargo,
segun la concepcion cosmoldgica de su época, se esperaba
qgue el Universo fuera estacionario, lo cual cay6 en
contradiccion las predicciones de su modelo tedrico,
habrian de pasar més de 10 afios para el descubrimiento de
Hubble sobre la expansién del Universo, por consiguiente
Einstein arreglé su modelo introduciendo las fuerzas de
repulsién para equilibrar las fuerzas de gravitacion, esto al
parecer también con la finalidad de explicar el origen de
las fuerzas de inercia. Para revisar las propiedades
hipotéticas de las fuerzas de repulsion, escribamos la
ecuacion (3) sustituyendo la masa del globo M por
M=4/3zR%), por consiguiente para las fuerzas de
gravitacion obtenemos que

grav

a =—%ﬁGpR. 4)

Si queremos equilibrar la gravitacion, la aceleracién creada
por la fuerza de repulsion, debe ser igual a agm, por el
valor absoluto y opuesta en el signo

a, =-a ﬂﬂGpR, (5)

rep grav — 3

asi la fuerza de repulsion debe ser directamente
proporcional a la distancia. Con base en estos
razonamientos, Einstein introdujo la fuerza cosmica de
repulsion y de esta forma consigui6 un Universo
estacionario. La fuerza de repulsién es universal, no
depende de la masa de los cuerpos, sino de la distancia que
los separa. La aceleracion que produce a cualesquiera
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cuerpos separados a una distancia R, es proporcional a la
distancia, asi (5) puede expresarse como

a_=mR, (6)

rep

En donde m es una constante. Si conocemos la densidad
media p de todas las clases de las sustancias en el
Universo, mediante (5) y (6) podemos conocer el valor
numérico de la aceleracion de la repulsion. Considerando
que p=10"° cm/s?, obtenemos que

arep = 3 X 10°° R cm/s?, (7

La constante numérica en (7), es decir, el valor obtenido al
dividir la constante al cubo por el cuadrado de la velocidad
de la luz, se conoce como constante cosmoldgica, 4 con un
valor de

A=10%km? (8)

Este valor tan pequefio complica la bdsqueda de las
fuerzas de repulsion mediante experimentos de laboratorio,
por lo que mas bien se tendria que buscar la aceleracion de
repulsién en el movimiento de las galaxias lejanas, s6lo asi
se puede detectar las fuerzas de repulsién del vacio, o en
otras palabras la accién gravitacional del vacio [10]. Una
vez Hubble descubrid la expansion del Universo, Einstein
reconocié que el error mas grande en su carrera cientifica
fue introducir la constante cosmoldgica en su modelo
cosmoldgico.

Asi fue como Einstein introdujo la constante
cosmologica en sus ecuaciones de la gravitacion, la cual
describe las fuerzas de repulsién del vacio y su accion no
depende de la naturaleza fisica del cuerpo en que se revela,
por ello se conoce como accidn gravitacional del vacio.

Para considerar las fuerzas de repulsién césmica en la
ecuacion de la dindmica del Universo, se introduce la
aceleracion total como,

a = agrav T Arep %)
esto es
2
__GM  Acp (10)
R 3

Si consideramos que el Universo es estacionario, entonces
se cumple que agray = - arep, Pero cualquier variacion de R
producira que el sistema sea inestable, ya que mientras que
un término disminuye, el otro aumenta ocasionando
inestabilidad, esta fue una de las razones por las que el
modelo cosmoldgico de Enstein fue desechado.

B. El modelo de De Sitter

En 1917 el astronomo holandés De Sitter fue el primero en
construir un modelo cosmoloégico sin materia. Para
estructurar el modelo se retira toda la materia del
Universo, por consiguiente p=0y por consiguiente la masa
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del globo M en (10) también es igual a cero y la ecuacion
se reduce a

2
a=AC R (11)

Tomando dos particulas de prueba en el Universo libre de
materia, representadas por dos galaxias distantes, la
gravitacion negativa descrita por el término A en (11) hace
gue ambas galaxias se alejen una de la otra con una
aceleracion proporcional a R. Luego integrado a (11) dos
veces con respecto al tiempo, encontramos que

R=R, exp\/éct ,

esto nos indica que la velocidad relativa de las galaxias
crecerd grandemente en forma exponencial en el tiempo.
De Sitter llegd a la conclusién de que un Universo casi
vacio, es decir, en donde no es posible descartar la
gravitacion comun entre galaxias en comparacién con la
gravitacion negativa del término A, las galaxias pueden
adquirir velocidades de alejamiento muy grandes. En la
actualidad es dificil aplicar el modelo de De Sitter debido
al valor tan pequefio de A y la dindmica del Universo se
determina por la gavitacion comdn de la materia.

(12)

C. El modelo de Friedmann

El matematico soviético A. Friedmann en los afios 1922 a
1924 obtuvo algunas soluciones de las ecuaciones de
Einstein (10), aplicadas a la descripcion de todo el
Universo, y sus soluciones describen un Universo en
expansion o contraccién. Los modelos de Einstein y de De
Sitter son casos limite de los modelos de Friedmann. Para
la descripcion de su modelo por simplicidad tomaremos
A=0, y recordando que v* + vo> = 2aR, podemos hallar la
velocidad integrando la aceleracién mostrada en (2), asi

2GM - (13)

En dénde C es una constante, que dependiendo de las
condiciones del problema puede ser negativa, positiva o
cero. Analizando el globo con masa M, en el transcurso del
tiempo cambiara su radio R, tomando un tiempo t;, se
conocera su magnitud Ry y la velocidad en su superficie vg,
entonces podemos encontrar el valor de C sustituyendo
estos valores en (13). El destino del globo dependera si C
es positiva, negativa o cero. Suponiendo C>0 entonces
durante la expansion del globo su radio R crecerd, por
tanto la velocidad (13) se reducird ya que el primer
término dentro del radical tiende a cero. Esto se da porque
la gravitacion frena la dispersién. En este modelo tenemos
el Iimite de que la velocidad nunca sera menor que v=1/C .
La velocidad de dispersion tiende a este valor limite,
cuando el radio del globo crece indefinidamente (R—).
Por consiguiente cuando C>0 el globo crecera sin limite.
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Mediante un analisis similar tenemos que para C=0 la
expansion del globo continda ilimitadamente, y para C<0
la variacion del globo alcanzard un maximo y luego
decrecera hasta cero modelando un Universo que después
de una expansion termina por colapsarse.

I11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON LA
DEDUCCIQN DE LOS PRIMEROS MODELQOS
COSMOLOGICOS

Para la deduccion de la cosmologia Newtoniana se parte
ya sea de la ley de fuerza Newtoniana tal como se hizo en
los modelos anteriores, o de la conservacion de la energia.

El problema con el primer método es que se supuso que
al calcular la fuerza, la masa en el exterior de la esfera de
radio R se puede ignorar, pero se toma la masa total del
sistema como finita. La prueba falla entonces si la
densidad es constante en todo el Universo infinito.

Para la deduccion por medio de la conservacion de la
energia, se parte también del ejemplo de la esfera de radio
R [11, 12, 3], con la consideracion de que la materia
contenida en ella tenga densidad constante p, con masa
total dada por (1), asi la energia potencial gravitacional de
una galaxia tipica de masa m sobre la superficie de la
esfera es

E :_GmM :_47erR2p .

(14)
g R 3

La velocidad de esta galaxia se supone radial v=dR/dt. Se
define la constante de Hubble como H=RdR/dt entonces
v=HR. La energia cinética de la galaxia relativa al centro
de la esfera es

E :lmv2 :lmHZR2 )
2 2

C

(13)

Considerando que la energia total se conserva tenemos que

E:mRZ[lHZ_M] (14)
2 3
La cual se puede escribir como

y2_87Gp (2E/m) (15)

3 R?

La cual es conocida como la ecuacion de Friedmann si se
identifica la constante (-2E/m) con la constante de
curvatura k. Pero el defecto de la deduccion de la energia
potencial se obtiene suponiendo que el potencial puede
normalizarse a cero en R=co, pero esto no es verdad si la
masa total del Universo diverge a infinito cuando R tal
como es requerido por una densidad constante. Tipler [13]
sefiala que si se corrige este problema suponiendo que la
densidad se va a cero en algun radio muy grande, entonces
la suposicién de homogeneidad (el centrar la esfera en un
punto arbitrario en el Universo) se viola. Por consiguiente
no es claro qué significa la conservacion de la energia en
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un Universo de densidad constante que se extiende
espacialmente al infinito.

IV. DEDUCCION DE LA COSMOLOGIA
NEWTONIANA

En esta seccidn se mostrara la deduccion de la cosmologia
Newtoniana tal como lo presenta Lemons [8], pues es
interesante su deduccién y la aparicion del término
cosmologico Newtoniano en contraste con el término
cosmoldgico de Einstein. Se parte pues, del principio
cosmologico, asi el Universo parece el mismo a diferentes
observados situados en puntos diferentes del Universo. La
ley de Hubble es una consecuencia directa del principio
cosmologico, y establece que para cada observador, la
velocidad v de un objeto cosmoldgico esta relacionada con
su vector de posicidn r mediante

v =Hr, (16)
en donde la constante de Hubble es un parametro que se
desarrolla en el tiempo con el Universo. Expresando H en
términos del factor de escala R, tenemos

H=R, (17)
R
en donde el punto denota derivacion con respecto al
tiempo. La razon R(t)/R(ty) es el factor por el que la
distancia entre cualesquiera dos objetos cosmoldgicos en
el Universo es multiplicada antes un intervalo t — to.
Cuando el Universo crece, suponemos que la masa se
conserva. Cuando se cumple (16), la conservacion de la
masa toma la forma simple
poR¥=cte,, (18)
en donde py es la densidad de masa promedio del Universo
en la época t, y el principio de simetria de Newton
determina la dindmica de este modelo. El principio,
establece que el campo gravitacional tiende a cero en
cualquier parte del Universo uniforme e infinito. Por
consiguiente para un observador ubicado en objeto
cosmoldgico encuentra que los otros objetos parecen estar
en movimiento uniforme en linea recta. Mas aln, cada
posible observador coincide con esto ya que no esta
acelerado con respecto a otros. Asi V=0 o de acuerdo a la
ecuacion (16) H + H? = 0 que es equivalente a

R=0. (19)
Integrando dos veces a (19) tenemos que
R=R,(t—t,)+R,, (20)

http://www.journal.lapen.org.mx



César Mora

en donde RO es una constante arbitraria que indica el
ritmo de expansion (R, > 0) o de contraccion (R, < 0) del
Universo. También es posible un universo estatico con

R, =0y H=0. Las ecuaciones (16), (17) y (20) describen

completamente el Universo Newtoniano en curso.

Por otro lado, comlUnmente el campo vectorial
gravitacional g se determina por la ley universal de la
gravitacion mas el requerimiento de que g sea cero en un
punto central alrededor del cual hay una simetria esférica o
de las ecuaciones clasicas de campo

V.-g=-47Gp, (21)
y que Vxg = 0 méas una condicién para fijar a g en la
frontera. G es la constante gravitacional en el sistema de
unidades SI y p es la densidad de masa local. En
cualquiera de los dos casos, las condiciones necesarias de
frontera o auxiliares no preservan la homogeneidad e
isotropia que se requiere en un modelo del Universo. Por
consiguiente la ecuacion (21) debe ser modificada para
representar esta cosmologia. Para deducir el término
cosmologico Newtoniano, Lemons [8] considera el
siguiente experimento mental.

Primero, se debe imaginar un Universo con campo cero
con una densidad de masa po uniforme infinitamente
extendida. Entonces se toma la masa que ocupa la region
esférica y se mezcla uniformemente con la masa en una
region esférica idéntica alguna distancia lejana de la
original. Luego, hay dos regiones extraordinarias, una es
un vacio y la otra tiene densidad 2p, .También hay un
campo gravitacional diferente de cero ocasionado por las
masas en las dos regiones extraordinarias. Su magnitud y
direccion se pueden determinar mediante la superposicion
de dos términos de fuerza. Uno es una fuerza central
repulsiva con magnitud igual a la fuerza gravitacional
causada por una densidad de masa pq en el vacio. La otra
es la usual fuerza gravitacional atractiva ejercida por una
densidad de masa p, en la region en donde la densidad es
realmente 2p; .

Este proceso se puede generalizar para construir una
funcién de densidad de masa arbitraria p fuera de la
inicialmente uniforme po. En cualquier lugar p es ya sea
mayor que, igual 0 menor que po. Asi una particula de
prueba masiva es atraida a regiones muy densas y es
repelida de las regiones menos densas con fuerzas
proporcionales a la desviacion de densidad de su valor
promedio pg, y la ecuacidn de campo para este caso es

V-g=—472G(p-p,). (22)

Lo interesante de esta ecuacion es que incluye el principio
de simetria de Newton. Por lo tanto, la dindmica expresada
por las ecuaciones (19) y (20) se deduce directamente de
(22). Pero se debe notar que (22) difiere de (21) por un
término cosmolégico Newtoniano, y algunas veces
conviene considerar como surgido de una fuerza
cosmologica repulsiva. Este término cosmoldgico difiere
del introducido por Einstein en su cosmologia, quien
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reconocié que la ecuacién (21) no determinaba un campo
gravitacional Unico en un Universo infinito y en lugar de
(22) propuso

Vi =Ap+47Gp, (23)

En donde g = -vg¢. Einstein no tomé en serio esta

ecuacion, pero si la utiliz para introducir una version de
relatividad general de la constante cosmoldgica A, la cual
realmente es una constante mientras que el término
cosmologico Newtoniano incluido en (22), 4nGpy, no lo es
en el sentido estricto, pues varia en el tiempo con la
densidad promedio del Universo

V. CONCLUSIONES

La cosmologia moderna es una rama de la fisica que capta
grandemente la atencion de los alumnos y que puede ser
utilizada para introducir y relacionar temas como el de las
particulas elementales, las leyes de la mecénica clasica y la
termodindmica. No obstante la simplicidad de las
deducciones de los primeros modelos de la cosmologia
clasica, estos fueron generados incorrectamente. EI modelo
de Einstein que fue el primero y que inaugurd la
cosmologia moderna esta mal planteado, también la forma
de deducir la ecuacién de Friedmann en algunos libros de
texto es incorrecta, se debe tener cuidado con las
consideraciones sobre la densidad de masa del universo y
la conservacion de la energia. Por otro lado, en la
cosmologia Newtoniana autores como Tipler y Lemons
han sefialado los errores comunes al deducirla y su
relacion con la relatividad general. En la concepcion
Newtoniana aparece un término cosmoldgico en contraste
con la constante cosmoldgica de Einstein, que la introdujo
con la esperanza de reconciliar la relatividad general con el
principio de Mach, lo cual no pudo realizarse. Es
interesante resaltar que a partir del principio cosmoldgico
y el de simetria de Newton también se puede predecir un
Universo en expansién, quizdés en otro trabajo
mencionaremos los comentarios de Newton sobre un
Universo en expansion y se creencia religiosa de la
intervencion de Dios para mantener el Universo estatico.
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