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Resumen

A preguntas sobre el experimento de Coulomb; ;cémo Coulomb se asegurd que durante las mediciones las cargas en
las esferas se mantenian constantes?; ;como él pudo variar y cuantificar con precision la cantidad de carga en las
esferas?, ;como se tomd en cuenta el efecto inductivo que afecta la distribucion de la carga en los conductores?,
efectos que producen desviaciones respecto al modelo de distribuciones esféricamente simétricas de carga de la ley de
Coulomb, se han resuelto gracias a la actual tecnologia (fuentes poder de alto-voltaje, balanzas de alta sensibilidad), y
el uso de herramientas matematicas. En éste trabajo mostramos la convergencia de la fuerza entre conductores, de los
principales modelos tedricos reportados, a la ecuacion colombiana; Teorema de unicidad y principio de superposicion
(Purcell); Energia electrostatica (Landau); Método de iméagenes (Jakson); Método de imagenes de Maxwell;
Evaluacion de fuerzas eléctricas entre esferas conductoras por medio de funciones armonicas biesféricas (Corona-

Ley).

Palabras clave: Coulomb, fuerza electrostatica, potencial, Maxwell.

Abstract
About some questions of Coulomb experiments; how did Coulomb ensure that during the measurements the charges in
the spheres were held constant? How could he vary and accurately quantify the amount of charge in the sphere? How
was the inductive effect affecting the charge distribution in the conductors considered?, effects producing deviations on
the charge spherically symmetric distribution model of Coulomb law, have been resolved thanks to the current
technology (High voltage power sources, high sensitivity scales), and the use of mathematical tools. In this paper we
show the force convergence between conductors, on the main reported theoretical models, to the Coulombian equation;
Uniqueness theorem and energy superposition principle (Purcell); Electrostatic energy (Landau); Method of image
charges (Jackson); Maxwell method of images; Electrical power between conducting spheres evaluation by means of

bispherical harmonic functions (Crown-Law).

Key words: Coulomb, electrostatic force, potential, Maxwell.
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I. INTRODUCCION

La famosa ecuacion fundamental de la electrostatica,
publicada en 1785 por el francés Charles Augustin Coulomb
fue la primera ley cuantitativa en la historia del
electromagnetismo que jugé un papel fundamental en las
grandes contribuciones al desarrollo de la electricidad y
magnetismo. Coulomb realiz6 lo que se considera el
“experimento crucial para comprender los fendémenos
electrostaticos”; construy6 una la balanza (de torsion) con la
que midié la repulsién y atraccién entre dos esferas
eléctricamente cargadas, demostrando que la fuerza varia en
proporcién inversa al cuadrado de la distancia entre los
centros de dos esferas. Resultado, que no obstante lo basico
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de los datos (informé solo de tres mediciones para sustentar
sus resultados), en lo general fue aceptado. Durante los
altimos siglos continuamente se ha probado directa o
indirectamente la validez de la Ley (esquema clésico
inventado por Henry Cavendish [1, 2]). En 1769 Robinson,
usando por primera vez una balanza tipo Cavendish,
determino el exponente de la distancia como 2.06, sin
embargo atribuyo tal resultado a errores experimentales, fue
hasta el siglo 20, que se interpreté considerando la masa del
fotén. Tales resultados han confirmado que la ley de
Coulomb forma parte de las leyes fundamentales de la fisica.

El historiador de ciencias Heering (1992) [3] con el fin
de repetir el experimento, reconstruyo detalladamente la
balanza de Coulomb. Encontr6 que, debido a la poca
precision del instrumento y por mas cuidado que se pusiera,
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fue imposible obtener los resultados que Coulomb reportd.
Esto ha hecho que diversos investigadores hagan
suposiciones que van desde técnicas e ideas teoricas no
reportadas por Coulomb, él uso del formalismo de la ley de
la gravitacion de Newton, hasta la idea del cuchareo. De lo
que no hay duda es que Coulomb, sabia lo que buscaba, y
que con s6lo unos cuantos datos, logré lo que en la
actualidad se esta perdiendo, “la habilidad para, tener una
intuicion profunda acerca de la naturaleza”, Trumpler [4].

Con propésitos como el hacer objetivos los cursos
basicos de electromagnetismo, se han implementado un
conjunto de sistemas mecanicos para obtener la funcion de la
fuerza con la distancia; la balanza de popote del profesor
Rogers, (PSSC) [5], balanzas de torsiéon [6] y sistemas
formados por un par de esferas cargadas suspendidas [7]; con
la intencidn de identificar las ideas o consideraciones hechas
por Coulomb, se ha reproducido la balanza de torsion (Carl
von Ossietzky), [3, 8]; y métodos basados en las dos esferas
metalicas (Cavendish) concéntricas para validar la misma ley
[1, 2]. Ahora, manteniendo las esferas a potenciales
constantes por medio de una balanza de torsion o electrdnica
se mide la fuerza [9, 10].

A preguntas; ;cémo Coulomb se asegur6 que durante las
mediciones las cargas en las esferas se mantenian
constantes?; ,como él pudo variar y cuantificar con precision
la cantidad de carga en las esferas?, ;como se tomd en
cuenta el efecto inductivo que afecta la distribucién de la
carga en los conductores?, variaciones que producen
desviaciones respecto al modelo de cargas monopolares de la
ley de Coulomb [9]. Actualmente se han resuelto gracias a la
tecnologia (fuentes poder de alto-voltaje, balanzas de alta
sensibilidad), y el uso de la solucién numérica (matematicas)
[3,7,8,11, 12].

Il. CONVERGENCIA DE LA FUERZA
ELECTROSTATICA ENTRE CONDUCTORES
MANTENIDOS A UNA DIFERENCIA DE
POTENCIAL

La fuerza electrostatica entre objetos cargados se ha tratado
formalmente, desde “Treatise on Electricity and Magnetism”
de Maxwell (1873) [13] a la fecha, “Evaluation and
Measurement of forces between two conducting spheres” de
Corona-Ley (2002) [9]. En éste trabajo mostramos la
convergencia de la fuerza entre dos conductores, de los
principales modelos tedricos reportados, a la ecuacion
colombiana: a) teorema de unicidad y principio de
superposicién (Purcell); c) energia electrostatica (Landau);
método de imagenes (Jakson); método de imagenes de
Maxwell; d) evaluacidn de fuerzas eléctricas entre esferas
conductoras por medio de funciones armoénicas biesféricas
(Corona-Ley).

A. Teorema de unicidad y principio de superposicion
(Purcell)

Considerando un par de conductores rodeados por una capa
conductora, a potencial ¢ como se ve en la figura 1, con
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respecto a ésa referencia los potenciales de los dos
conductores, son ¢, ¢, El teorema de unicidad garantiza que
dados ¢ y ¢ el campo eléctrico queda determinado en todo
el espacio. Se deduce que las cargas Q; y Q. en los
conductores también estan univocamente determinadas. Por
conservacion de la carga en la superficie de la capa que
rodea a los conductores, siempre es — (Q; + 0,) [14].

FIGURA 1. Sistema de conductores, en el que por medio de una
fuente no mostrada, se realizo trabajo para colocar la carga Q; en
uno de los cuerpos, quedando a un potencial ¢, e induce una carga

0, en el conductor conectado (a tierra) y potencial ¢, al igual que el
conductor que los contiene, la suma total de la carga en los
conductores debera ser cero.

Uno de los estados posibles del sistema es que el conductor
que los rodea este a potencial cero, haciendo que #= 0,
entonces las cargas Q; y O, deberan ser proporcionales a ¢
0 =Cud 0,=Cé-

El signo de la carga O, debe ser opuesta a la del potencial
induciendo, y por consiguiente (Cy; < 0). Si el potencial (¢)
del conductor no conectado a tierra es positivo. Entonces el
potencial es positivo en todo el espacio, su menor valor
(cero) es el del conductor conectado a tierra. Las constantes
de proporcionalidad (coeficientes de capacidad) sélo
dependen de la forma y disposicion de los conductores.

Para determinar la magnitud de la carga O, en el
conductor aterrizado situado en las vecindades del conductor
a potencial ¢, con una carga Q;. Se considera el siguiente
arreglo electrostatico: un conductor cargado (Q;) y otro
conductor en sus vecindades aterrizado en el que se induce
una carga Q,. Si el conductor cargado no existiera, y el
potencial del conductor aterrizado es ¢’,, el potencial en el

punto donde estaria el primer conductor seria ¢’;, entonces
de [15]

Z ¢1Q; = Z ¢ilQi !

se tiene Oy ¢1 + O, ¢, =0, de donde Q, = - Q1 ¢/ En el
caso de por ejemplo, una carga Q; a una distancia d del
centro de una esfera aterrizada de radio R (¢ >> R), entonces
#¢,= ¢1 R/, y la carga inducida en la esfera es:

Q2=- 01 R/d. (o))
Relacion que muestra la dependencia da la magnitud de la
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carga inducida, como funcién de la distancia y forma de los
conductores. La fuerza entre los conductores se calcula en el
siguiente inciso.

B. Energia del campo electrostatico

La energia electrostatica de un conjunto de conductores
cargados en términos de sus potenciales es:

_1
W_Ezci,j ¢i¢jl
ij

para el caso de dos conductores, uno a un potencial V (¢, =
V) y otro conectado a tierra (¢, = 0), la energia se reduce a:
VZ
W= G

donde Cy; se le conoce como coeficiente de capacidad y
depende de la forma y posicién relativa de los conductores.

Para el caso de dos esferas (de radio R) de capacitancias
C, = C, =R, colocadas a una distancia d >> R, se tiene como

coeficiente de capacidad C;; y el coeficiente de induccién
electrostatica Cy; [15]:

2
C,= C1(1+C1€2j: R 1+(Rj '
d d

_GG R

C.. =
21 d d

La fuerza la obtenemos de la derivada de la energia:

3
Fz—ﬂVzV{Rj,
dd d

ecuacion que en término de las cargas, se reencuentra la
expresion colombiana.
En relacién de las cargas:

9 :ch‘ ¢

2
R
0,=Cy¢ +C,¢, =C,,V =VR| 1+ (dj ,

2
R
0, = C21¢1 + C22¢2 =CyV = _V[dj '

expresiones que también corresponden a las obtenidas como
desarrollo en series de las relaciones obtenidas en los casos
anteriores.

VR

O ~IR, J

0,~
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El no obtener una solucién, en forma cerrada, del sistema
formado por dos esferas conductoras, se debe a que el campo
de dos cargas puntuales las superficies equipotenciales no es
esférico.

Consecuentemente, la fuerza para distancias grandes, en
términos de las cargas, converge a la ley coulombiana:

F=V2[Rj - 99 )

d d’

C. Método de imagenes

Este método se apoya en la hipotesis de que es posible
colocar un conjunto de cargas “imagen” en un lado de una
superficie conductora, para producir el mismo efecto que la
carga real inducida sobre la superficie por un conjunto de
cargas colocadas frente a ella [16].

Para obtener la fuerza de interaccion entre dos esferas
conductoras, la primera con su centro en el origen,
eléctricamente aterrizada, y la segunda a una distancia d a
una diferencia de potencias V. La esfera de radio R, por estar
a una diferencia de potencial V, se considera contener una
carga Q; = VR, con otra esfera (inicialmente descargada), se
carga por induccién (suponiendo una primera carga imagen)
con una carga Q, = -Q1(R/d) localizada a una distancia d” =
R*d del origen. Esta carga imagen induce en la primera
esfera una carga Q" = -Q.RI(d"- d’), localizada a una
distancia d’* = R*d’ . Este proceso se repite n veces.

N
d V

& d

FIGURA 2. Sistema formado por dos esferas conductoras de radio
R colocadas desde sus centros a una distancia d, la de la derecha a
potencial 7, y la izquierda conectada a tierra sin carga. Se muestra
la carga imagen Q, que se induce en la esfera y que se considera
localizada a una distancia " del origen. Para d < R, sera la carga
total inducida.

La fuerza coulombiana (considerando las primeras
imagenes) entre tales “cargas” en forma simplificada:

V2R
d3(1_R72)2 _dS(l_Riz)Si
d’ d

V2R3

F~-

2

para distancias grandes (d >> R), en términos de la diferencia
de potencial ecuacién que se reduce a;

PG A
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ecuaciéon que se interpreta como la suma de dos
contribuciones, la primera como la fuerza debida a dos
cargas monopolares colocadas a una distancia d, o ley de
Coulomb;

y un termino conocido como el debido a una contribucion
cuadrupolar.

5 2 p2
F z—VZ(Rj =—VR@R—z—Q1P, (3)

b d d d* d*

donde P = O,R? se conoce como el momento cuadrupolar.

Nuevamente, si la distancia es grande respecto al
tamafio de las esferas obtenemos la ecuacion coulombiana y
la misma relacion entre las cargas.

D. Método de imagenes de Maxwell

El “Método de Imégenes” consiste en suponer que un
conjunto de cargas imagen en un lado de una superficie
conductora produce el mismo efecto que la carga real
inducida sobre la superficie por un conjunto de cargas
colocadas frente a la superficie (teorema de unicidad) [17].
Los coeficientes de capacitancia e induccion de un par de
esferas conductoras 4 y B, con radios respectivamente son R;
Y R,, y cuyos centros estan a una separacion d, la esfera B a
un potencial ¥, y la esfera A conectada a tierra, o potencial
cero, se obtienen localizando dos esferas de inversion,
centradas en un punto comdn, y determinando la posicion y
magnitud de las cargas imagen en la esfera A, suponiendo
gue ésta inicialmente colocada en su centro.

FIGURA 3. Sistema formado por dos esferas conductoras. Se
muestra con lineas punteadas, las esferas de inversion. El punto P,
representa la posicion inicial de la carga en la esfera A.

Las expresiones para las cargas totales:

& 1
:V :V _—
Q1 =4, a,-Z:(,: senh(iw —a)
d 1

QB = anb = _Va

“ senh(iw)

donde

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 3, No. 2, May 2009

398

e J@+R+R)d+R ~R,)d~R -R,)d-R +R,)y
2d

senhﬂ:Ri

w=p-«

senhg = &
R

1 2

La fuerza de atraccién entre las esferas es por lo tanto:

2 ©
FZEVqui:Li a # .
2 dd 2 dd\ S senhlio—a)

En el caso de d >> RI=R2 =R, y el desarrollo en serie de R/,
se obtiene:

3 5 7
0, zV(R+%+2R—+4R—),

d* d
R* R* R®

considerando los primeros términos, se reencuentran las
expresiones para las cargas, ecuacion 2.

3 5 7
el ) o
d d 4\ d

el comportamiento de la ecuacion en sus primeros términos
es igual a los de la ecuaci6n 1, y con su primer término
coulombiano.

E. Carga puntual en presencia de una esfera conductora
aterrizada mantenida a potencial V

Una carga puntual q colocada a una distancia d, de una
esfera conductora de radio R, mantenida a una diferencia de
potencial V, experimenta una fuerza debida a la carga
inducida, Q" y a una carga Q =VR sobre la superficie de la
esfera, por ser conductora equivale a una carga Q colocada
en el centro de la esfera [16].

v
R O d q
7

g

FIGURA 4. Sistema formado por una esfera conductora de radio R,
a potencial ¥ conectada a tierra y una carga puntual colocada a una
distancia d. Se muestra la carga imagen Q" inducida a una distancia
d’ del centro de la esfera.

Relaciones para la magnitud de carga imagen y su posicion:
Q'=-Rq /d, d’=R2/d.

La fuerza entre las cargas en la superficie de la esfera la
inducida y la carga g es:
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_aVR, qQ" _q/R__ ¢’R
- d2 d_dr 2 d2 2 2
S

para grandes distancias (¢ >> R), la ecuacion que se reduce
a;

VR q°R
F = qdz —%1
en términos de las cargas:
O=~VR, O ~-— qj )

donde Q es la carga sobre la esfera conductora a potencial 7,
y O la carga inducida como funcién de la distancia y forma
del conductor. La fuerza se puede expresar como la suma de
dos fuerzas:

q’R
s

R

sz

Se observa que a medida que las esferas se alejan, F), tiende a
cero, quedando s6lo el término Coulombiano.

F. Método de coordenadas biesféricas

Con la funcién de Green de Dirichlet para dos esferas
conductoras en funciones armonicas biesféricas, se obtiene la
solucion de la ecuacion de Poisson con valores de potencial
dado en la superficie de los electrodos, que en éste caso, ¢; =
V'y ¢ = 0 (la fuerza electrostatica entre dos objetos
conductores mantenidos a una diferencia de potencial v,
respecto a tierra, experimentalmente se obtiene conectando
el borne negativo de la fuente a tierra), con la que se obtiene
la intensidad eléctrica, densidad superficial de carga y cargas
totales de dos esferas conductoras a diferencia de potencial
fijo. Integrando estas ecuaciones sobre la superficie de cada
esfera, se obtiene la carga total en la superficie de cada
esfera [9];

=) -
— _—

|
FIGURA 5. Sistema formado por dos esferas conductoras en un
sistema coordenado biesférico. Se muestran mediante lineas
continuas, la forma de las superficies equipotenciales y con lineas
puntadas el campo electrostatico.
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_Vas C,(coshz,) o
23 senh[(l + %)(771 ) )]

[ eosl 40, . o -sennl - - osh)
77,

1

2}

_ Va & (1+3)C,(cosh,)C (cosh 1,)
2 1% senh[(l + %)(’71 -1, )]

0, =

en la figura 6, se muestran las densidades superficiales de
carga en cada una de las esferas. Una manifestacion mas,
sobre la forma en que se redistribuye la carga, interaccionar
con las cargas del otro conductor. Es relevante ver que el uso
de coordenadas propias del sistema, permite describir con
precision analitica confrontable con valores experimentales.

(02 esfera a potencial cero)

FIGURA 6. Las gréaficas en coordenadas biesféricas muestran la
distribucion de la carga en cada esfera, como se observa la carga en
la esfera a potencial ¥ esta mas densa en la direccion de la esfera
conectada a tierra a la que se le induce la carga.

La fuerza esferas conductoras se calculé por medio del
tensor de esfuerzos de Maxwell.

LAy 2(1+1) 21 2,

F,=—k— coshn,| ————BB ,+——BB, , |-——B’ ¢,
2T g{ "2[(21+1)(21+3) Ve ’1} 2041

donde se ha usado la definicion,

_ (1+%)C (coshn,)N, .
" osenh((Z+ %), —1,))
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Las dependencias entre los pardmetros de distancia entre las
esferas y sus radios se obtienen de las relaciones de
transformacion de coordenadas:

Las ecuaciones para las cargas totales en cada esfera
desarrolladas en series (R/d), para el caso de esferas iguales,
se reduce en términos de la distancia d y el radio de las
esferas a:

0, ~@+&ﬁ+2VR5+gVR7
o2 g? d* 2 d°

VR* VR _VR® VR®
O,m—— =5 -3 — '

para el primer término las cargas se puede relacionar como:
2R
0, ~-0, VR

considerando s6lo el primer término:

_VR2 .
d

leVRy sz

Para esferas pequefias y grandes distancias, la serie para la
fuerza, se reduce a:

V2 (1 ~ IR (RY RY
F,=—k-—{=B B,coshn, —B2t~—kV?|| = | +4 =] +15| = | |’
S {3 PP P } de (d] (dj

en términos de las cargas, el primer término:

3 2
F‘zﬂ—/?V{R) e R
d d d d
y el segundo se reduce a:
- ~ o RY _ ,~ VR*R* QP
Fy, = —4kV*| — | =—4kVR——— ~—k =1~
d d d d

donde P ~ Q,R? se conoce como el momento cuadrupolar,
asi:

Para el caso de distancias cortas, donde los efectos de
redistribucion de la carga en las esferas son grandes,
solucion en coordenadas biesféricas, la fuerza electrostatica
mostré una rapida convergencia comparada con la fuerza
calculada de la expresion obtenida por el método de
imagenes de Maxwell.
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I11. CONCLUSIONES

La confrontacion entre los modelos fisicos y los resultados
experimentales, es un tema comun en las diferentes areas de
la ciencia. En nuestro caso, es importante observar que los
modelos describen con suficiencia el comportamiento del
sistema formado por esferas conductoras, cuando éstas se
encuentran a “grandes distancias”. La desviacion de la ley de
Coulomb no es tedrica, en lo general, las limitaciones son
experimentales. Situaciones que gracias a la tecnologia y
método experimentales implementados ha sido posible
obtener valores de la fuerza electrostatica entre esferas
conductoras, mostrando la consistencia que hay entre los
modelos en todas situaciones.

Las expresiones funcionales de la fuerza entre
electrodos conductores, eléctricamente cargados, describen
la redistribucion de carga debida a la induccién, como
funcién de la separacién entre los electrodos y las
dimensiones de los electrodos, el efecto de redistribucion en
la superficie de los conductores se da a todas las distancias.

En todos los casos aqui discutidos la fuerza
electrostatica mostraron, como era de esperarse, para d >>
R, el limite coulombiano. La fuerza entre dos esferas
conductoras construidas por diferentes situaciones, converge
con diferente rapidez hacia la ley colombiana. Manteniendo
la inherente simplicidad geométrica, los estudiantes pueden
analizar facilmente los datos si el asesor asegura que d >> R
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