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Resumen
En éste articulo discutimos brevemente el problema de integrabilidad del potencial de Lanczos para espacios de
Riemann en varias dimensiones. Comentamos que la prueba original de existencia ofrecida por Lanczos era incorrecta,
y que posteriormente este error fue corregido, analizado e investigado por Bampi y Caviglia. También hacemos notar
cudles son las ventajas que ofrece el formalismo espinorial en el analisis sobre la existencia de dicho potencial.
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Abstract
In this article we briefly discuss the trouble of the integrability condition in Lanczos potential for Riemann spaces in
several dimensions. We comment about the original flawed proof supplied by Lanczos of the existence of his
potential, and how this was analyzed and searched by Bampi and Caviglia. We also emphasize which is the advantage
of the espinorial formalism in the espinorial analysis about the existence of this potential.

Keywords: Lanczos’ Potential, Weyl’s tensor, spinors.

PACS: 45.20.D-, 45.20.dg, 45.50.Dd.

I. INTRODUCCION

Hace mas de 40 afios que Cornelius Lanczos [1] propuso
un modelo para derivar al tensor de Curvatura conforme de
Weyl a partir de un potencial que lleva su nombre.

En 1983 Bampi y Caviglia [2] prueban que Ia
demostracion original de Lanczos acerca de la existencia de
su potencial estaba equivocada, entonces ellos proponen
una demostracion alternativa que es de caracter local y que
sirve basicamente para espacios analiticos en sdlo cuatro
dimensiones. Acerca de este hecho, ahora existe un trabajo
muy completo e interesante presentado por Dolan y Gerber
[3] acerca de la existencia de este potencial en dos, tres y
cuatro dimensiones. La novedad aqui, es que Dolan y
Gerber incorporan la teoria de Janet y Riquier [10] sobre
Jets en haces fibrados diferenciales y hacen un anélisis
exhaustivo sobre la involucidn de los sistemas diferenciales
que representan el encontrar un potencial de Lanczos en
dos, tres y cuatro dimensiones. Asi hallan, por ejemplo, que
en dos dimensiones el problema es siempre involutivo,
desde el punto de vista matematico, lo que trae como
consecuencia inmediata, que en el caso de dos dimensiones
el problema de integrabilidad del potencial, quede
completamente resuelto. En el caso de tres dimensiones el
problema no esta en involucién, de tal forma que para este
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como lo han sugerido Bampi y Caviglia [2]. lllge [4] ha
probado en forma espinorial e introduciendo un criterio
mas amplio acerca de la existencia del potencial como un
problema de Cauchy. El formalismo espinorial de Ilige ha
mostrado ser mas simple y sencillo de entender que su
contraparte tensorial, cuando se aplica a los modelos de
espacio tiempo (estos son variedades diferenciales de clase
C”, y con signatura de Lorentz). También es importante
hacer notar, que para la signatura de Lorentz, el potencial
de Lanczos satisface la ecuacion de onda, y que cuando lo
examina como un problema de Cauchy de existencia de
solucién, en su prueba omite la condicidn de analiticidad.

También es importante analizar la existencia de super-
potenciales, es decir de potenciales que generen mediante
la diferenciacion correcta al potencial de Lanczos.
Nuevamente, aqui el formalismo espinorial gana terreno
demostrando como un superpotencial de rango 2 puede
generar al potencial de Lanczos que resulta ser un tensor de
rango 3.

Il1. EL ESPINOR DE ILLGE

La ecuacion espinorial, sobre la que descansa el analisis de
llge [8] es

caso se presentan soluqones que son smg_ulares, como en el W, = ZV(AA'—BCDW Fo=v™L_. (1)
caso del espacio de Godel reducido. Y finalmente, para el
caso de cuatro dimensiones, el problema tampoco presenta
involucidn, lo que requiere para la existencia del potencial, Donde W =W es un espinor totalmente simétrico

una prolongacién y dar una condicién de integrabilidad,
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(ABCD) ABCD

en sus cuatro indices, y que no necesariamente necesita ser
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el espinor del tensor de Weyl. Vale la pena recalcar que los
resultados de Illge, son matematicamente mas generales, y
abarcan no nada mas a un espinor con las caracteristicas
particular del espinor de curvatura conforme de Weyl. La
primera de las ecuaciones (1) se conoce como la ecuacion
de Weyl-Lanczos y a L,,., se le llama el potencial
espinorial de Lanczos. En cuanto a la segunda ecuacién en

el sistema (1), a la cantidad F,; se la conoce como el

gauge diferencial de L En particular si se escoge

ABCD *
F. =0, entonces se tiene el gauge de Lanczos.

El trabajo de Illge, también comprende la existencia de
potenciales para espinores de indices completamente

simétricos, con un nlmero arbitrario de indices punteados y
no punteados.

I1. EXISTENCIA DEL POTENCIAL

Segun Edgar y Hoglund [4], la demostracion de que el
potencial de Lanczos existe en cuatro dimensiones para
variedades con signatura de Lorentz, se llevo a cabo para

un tensor W, , de rango 4 con las siguientes propiedades

de simetria (la prueba en si no involucra directamente al
tensor de Weyl sino a un posible candidato de tensor de

Weyl W, )

Wooee =Wianiea = Wasgea) = Wean s .
Wee =0, W, =0.
El potencial estd dado por un tensor L,  con las
propiedades siguientes
Labe = Labjer  Laneg =0 (3)

De acuerdo a la siguiente identidad, el tensor W, , queda

generado por el potencial L,

Wabcd = 2Lab[c;d] + 2Lcd[a;b] - ga[c(L\b|fd];f
-L Tt = Ld]f f;b) + gb[c(L\a|fd];f

d] b;f

f f
_L\al f;d]+Ld] af*

f 4 f h
_Ld] f;a)+§ga[cgd]b|— f ;h*

Lanczos originalmente impuso las dos condiciones
siguientes, que se conocen como la condicion algebraica de
Lanczos y la condicién diferencial del mismo nombre

L, =0, L, =0. )

El sistema constituye el gauge de Lanczos, y no son
condiciones fundamentales que debe de cumplir el
potencial. La libertad de gauge a la hora de encontrar al
candidato de tensor de Weyl se puede escribir [5] como el
conjunto de dos ecuaciones

(4)
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L 'abc = Labc + labc ! Wabcd (L l) = Wabcd (L) (6)

Por otro lado, Novello y Velloso [7] proporcionan un
método basado en vectores de Killing para encontrar
potenciales de Lanczos, y aplican su método a la métrica de
Schwarzschild y a la geometria de Kasner.

Brian y Holung [9] han demostrado el siguiente
teorema de existencia del tensor de Lanczos para generar a
un tensor de Weyl

Teorema: Un potencial de Lanczos para el tensor de
curvatura de Weyl no existe para todos los espacios de

dimension N > 7.

Lanczos originalmente descubrié el potencial que lleva su
nombre a través de un Lagrangiano, que esta basado en el

doble dual del tensor de Riemann R, ,. De modo que el

tensor L, surge como un multiplicador de Lagrange para
este Lagrangiano. La expresiéon para el tensor de Weyl
C...i » €N términos de ciertos multiplicadores de Lagrange
en la forma siguiente

c =L _—-L_ +L

abed abc;d abd ;¢

+ 0, L(ad) +0. L(nc) — 0 L(ac) -9, L(bd) (7)

L

cda;b - cdb;a

+ % Lrsr;s (gacgbd - gad gbc)’
donde se define
Lab = I‘arb;r - L ' ) (8)

a rb

Si imponemos las restricciones (5), en esta ecuacion
encontramos la siguiente simplificacion

Cc L —-L +L_ _-L

abced = abc;d abd ;c cda;b cdb;a
r r
_gbcLad:r _gadLbc;r (9)
r r
+ gbd L ac;r + gacL bd;r*
Brinis [11] ha querido derivar al mismo tensor de Riemann

a partir de un potencial similar al de Lanczos Lan,
originando asi, otro problema de existencia similar,
Ilamado el problema de Riemann-Lanczos. Las relaciones

matematicas que describen como el potencial Lac genera
el tensor de Riemann son

Rabcd = Eabc;d - I:abd;c + Ecda:b - Ecdb;a. (10)
Bampi y Caviglia demostraron lo siguiente:
1. El problema de existencia del potencial de

Lanczos o problema de Weyl-Lanczos descrito
por las ecuaciones (7) y (9) tiene soluciones no
singulares para las dimensiones de espacio tiempo
n=4,5.

2. Para n=4, el problema de Riemann-Lanczos
representado por la ecuacion (10) tiene soluciones
no singulares, lo cual significa que los caracteres
de Cartan no adoptan sus valores maximos.
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3. La condicién diferencial de gauge (dada en la
segunda ecuacion del sistema (5), no tiene efecto
sobre la existencia de solucion del potencial de
Lanczos.

Hay que mencionar que el problema de Weyl-Lanczos es
siempre una involucion, y que el problema de Riemann-
Lanczos, no lo es. Por lo que, en el segundo caso sélo se
pueden hallar soluciones singulares, siempre y cuando el
problema no es modificado. Sin embargo, Bampi y
Caviglia [2] han sugerido una prolongacién del problema
de Riemann-Lanczos para hacer a su ecuacion diferencial
una involucion.
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