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Resumen
El propdsito de este trabajo es contextualizar la temética de momento de inercia y teorema de ejes paralelos dentro de
una estrategia pedagégica fundamentada en la construccion de prototipos y el aprendizaje basado en proyectos para la
ensefianza de la dindmica rotacional. Especificamente se presenta un prototipo que permite medir el momento de
Inercia de un sdlido rigido respecto a su centro de masa y otros ejes de rotacion. El articulo indica el proceso de
experimentacion y la validacion tedrica con el montaje. EI montaje ha sido empleado como tema de investigacion en
estudiantes de ingenieria.

Palabras clave: Momento de Inercia de sélidos rigidos, construccion de prototipos.

Abstract
The purpose of this work is to contextualize the thematic of inertia moment and the theorem of parallel axes within a
pedagogical strategy based on the prototyping and the learning based on projects for the education of rotational
dynamics. Specifically we show a prototype that it allows to measure the moment of Inertia of a rigid solid with
respect to its center of mass and other axes of rotation. The article indicates the process of experimentation and the
theoretical validation with the prototype. The prototype has been used like investigation project in engineering

students.
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I. INTRODUCCION

La ensefianza de la fisica puede ser abordada mediante la
construccion y experimentacion con prototipos de facil
construccion y de bajo costo. Un prototipo econémico para
medir momento de Inercia de sélido rigido es presentado
en [1]. Utilizando el principio fisico del sistema rotatorio
indicado en [2] y la estrategia pedagogica fundamentada
en la ensefianza de dinamica rotacional por medio de la
construccion de prototipos y el aprendizaje basado en
proyectos presentada en [3], es importante resaltar que
cuando un grupo de estudiantes construye, experimenta y
valida con un prototipo una teoria fisica se enfrenta a una
problematica. El proceso de construccién de un prototipo
conlleva inicialmente a que cada grupo de estudiantes
disefie y construye un prototipo adecuado para la
experimentacion. Los estudiantes plantean con el prototipo
construido el procedimiento experimental a seguir e
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involucran simultdneamente la teoria de error y el anélisis
gréafico con el propésito de validar un modelo tedrico.

Dentro del contexto de la dindmica rotacional este
articulo presenta un prototipo que permita validar el
teorema de ejes paralelos. El prototipo ha sido empleado
como proyecto de investigacion en estudiantes de
ingenieria de la Universidad Manuela Beltran en el primer
semestre del afio 2009 (2009-1).

Es importante resaltar que la tematica momento de
inercia y teorema de ejes paralelos ha sido estudiado desde
diversos enfoques desde lo tedrico y experimental. Dentro
de la ensefianza tradicional a nivel tedrico resulta
conveniente tener presente el enfoque de instruccion
tradicional de los textos clasicos universitarios [4, 5, 6, 7,
8, 9] para abordar la temética. Otros enfoques tedricos
dentro de la temética de interés han sido empleados
utilizando la geometria [10] y no involucrando el calculo
integral [11]. EI momento de inercia y teorema de ejes
paralelos también ha sido abordado con base al periodo de
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oscilacion de un péndulo fisico como se indica en [12, 13,
14]. En lo que respecta a nivel empirico, un enfoque
experimental de sistema rotatorio para valorar el momento
inercia de un sdlido rigido sin alcance al teorema de ejes
paralelos es presentado en [1]. Se buscé de esta manera
mediante un prototipo abordar de forma experimental y
tedrica el teorema de ejes paralelos con dos sélidos rigidos
(disco y varilla rectangular) que pueden girar para
diferentes posiciones respecto a su centro de masa. Este
articulo se estructura de la siguiente manera. En la seccion
I se presenta una descripcion del prototipo, un breve
fundamento tedrico y el procedimiento experimental. En la
seccion 1l se indica la toma de datos experimentales con el
prototipo, ademas un validacion tedrica. Para la seccion Il
se indican algunos resultados fruto de la experiencia con
estudiantes de ingenieria. Para finalizar en la seccion IV se
presentan las conclusiones del trabajo.

I1. PROTOTIPO

A. Partes

El prototipo consiste de un eje cilindrico vertical sobre el
cual se pueden ubicar horizontalmente sélidos rigidos de
diversa geometria, para nuestro caso se ha usado un disco
y una varilla los cuales poseen orificios simétricamente
distribuidos respecto a su centro de masa. Los orificios
permiten ubicar los sé6lidos en diferentes posiciones (ejes
de rotacion) del centro de masa. El prototipo posee una
base que soporta todo el montaje como indica la figura 1.

FIGURA 1. Partes del prototipo.

B. Teorema de Ejes Paralelos

El momento de inercia de un sélido rigido tedricamente es
una magnitud que depende de la forma geométrica del
solido, su masa y el eje de rotacion del sélido [8].

A nivel tedrico utilizando herramientas de célculo
diferencial e integral es posible obtener el momento de
inercia para un disco y una varilla rectangular que gira
respecto a su centro de masa CM [8]. La figura 2 presenta
los momentos de inercia para el disco y la varilla
rectangular respecto al centro de masa.
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FIGURA 2. Momento de Inercia del Disco y varilla rectangular
respecto a su centro de masa CM, Adaptada de: [8].

En el caso de que un sélido rigido de masa M gire para un
eje diferente de su centro de masa es necesario recurrir al
teorema de ejes paralelos o también conocido como el
teorema de Steiner. El teorema establece teéricamente que
el momento de inercia lg, de un solido rigido que rota
sobre un eje paralelo separado a una a una distancia D del
centro de Masa estado dado por la ecuacion (1) segun [8]

| =l +MD?. (1)

teo

La Figura 3 ilustra los dos ejes de rotacion de un solido
rigido.

Ejg que pasa por
Eje ds - E(J::MJD o
rotacion

FIGURA 3. Dibujo en perspectiva para ilustrar el teorema de
ejes paralelos, Adaptada de [8].
C. Procedimiento experimental
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El objetivo fundamental es hacer rotar horizontalmente el
disco y la varilla respecto a su centro de masa y otros 8
ejes de rotacion distribuidos simétricamente (4 orificios a
la derecha del centro de masa y 4 orificios a la izquierda
del centro de masa). Para alcanzar este propoésito se libera
la masa que cuelga de la polea la cual esta atada mediante
una cuerda al eje rotacional (Figura 4). Desde el inicio del
evento es necesario disponer de un sensor de movimiento
de traslacion para medir la aceleracion que posee la masa
cuando esta se precipita.

solido rigido

Sensor de movimiento

FIGURA 4. Montaje Experimental.

Es fundamental resaltar que el principio fisico de eje
cilindrico vertical que rota por efecto de una masa que
cuelga de una cuerda y que se precipita a través de una
polea ya ha sido usado en otro prototipo a nivel de
conservacién de momento angular [2], sin embargo, el
enfoque de este trabajo se centra especificamente en el
teorema de ejes paralelos. De esta manera el momento de
inercia experimental | del sélido rigido que rota sobre
cualquier eje de rotacion en el prototipo puede ser
determinado experimental como se realiz6 en [2] por
medio de la ecuacion (2).

I =mr2(%— ) @

Donde m es la masa que cuelga de la cuerda, r es el radio
del eje rotacional vertical donde se enrolla la cuerda y a es
la aceleracion de la masa que se precipita, g corresponde a
la gravedad terrestre.

A nivel experimental se mantuvieron constantes
(m=0,1kg, r=0,01 m y g=9,8m/s). Es primordial tener
claro que si se varia el eje de rotacion del sélido rigido
respecto al centro de masa (D), esto implica entonces que
la aceleracién (a) y por ende el momento (I) también
cambien segun establece el teorema de ejes paralelos. Por
lo tanto el procedimiento se enfoco basicamente en obtener
el momento de inercia experimentalmente para los 8 ejes
de rotacion incluyendo el centro de masa en los dos sélidos
rigidos.

I1l. RESULTADOS
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A. Obtencién del momento de inercia experimental

Utilizando la ecuacién (1) y los registros de aceleracion es
posible obtener empiricamente los momentos de inercia
para los 8 ejes de rotacién ademas del centro de masa en
disco y varilla rectangular.

De manera ilustrativa se presenta el método que
permite determinar el momento de inercia experimental de
los dos s6lidos para cuando estos rotan respecto a su centro
de masa (orificio central del total de 9 orificios). El
método se fundamenta en utilizar las curvas indicadas en
las figuras 5 y 6, las cuales corresponde a las curvas de
posicion en el eje Y de la masa colgante (m) en funcién del
tiempo (t) después de que la masa es liberada y desciende
hacia el sensor de movimiento. Las curvas en ambos casos
poseen caracteristicas de un movimiento uniforme
acelerado, por esta razén en las figuras 4 y 5 se presentan
los ajustes cuadraticos respectivos. Por medio del anélisis
grafico es posible interpretar el doble del coeficiente
cuadratico (A) como la aceleracion de la masa colgante (a)
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FIGURA 5. Curva de Posicién angular vs. Tiempo después de
que la masa colgante m es liberada (Disco, eje de rotacion: centro
de masa).

Ajusta cuadratico
A -0,0343£0,019
B 0,380+ 0,033
o 0,880 0,011
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FIGURA 6. Curva de Velocidad angular vs. Tiempo después de
que la masa colgante m es liberada (Varilla rectangular, eje de
rotacion: centro de masa).

El método descrito anteriormente se utilizé para
determinar el momento de inercia experimental para los 8
ejes de rotacion restantes a nivel disco y varilla
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rectangular. La distancia de cada eje de rotacion respecto
al centro de masa corresponde a la distancia entre el
orificio central y cada uno de los orificios, los cuales han
sido distribuidos simétricamente respecto al centro de
Masa y poseen un valor en distancia de 0,01m ente dos
orificios consecutivos (ver figura 2). Los valores
experimentales de momento de inercia son presentados en
puntos en rojo en las figuras 7 y 8 para los dos sélidos
respectivamente.

B. Validacion del teorema de ejes paralelos

El teorema de ejes paralelos establece tedricamente una
dependencia de | vs D de forma cuadratica como indica la
ecuacion (3).

y=b+ax’ (3)

Comparando la ecuacién (1) con la ecuacion (3) y usando
el analisis gréafico, el intercepto b puede ser interpretado
como el momento de inercia del sélido respecto al centro
de masa Icy y el coeficiente a” corresponde a la masa del
solido rigido M. Por medio de la interpretacion anterior es
posible calcular el momento de inercia tedrico para disco y
varilla rectangular en cada eje de rotacién tabulando la
ecuacion (1) para cada valor de D a la derecha e izquierda
del centro de masa. Los valores de D positivos
corresponden a distancias del eje de rotacidn a la derecha
del centro de Masa, mientras que los valores de D
negativos son las distancias del eje de rotacion a la
izquierda del centro de Masa. Los valores tedricos de
momento de inercia son presentados en puntos en azul en
las figuras 7 y 8 para los dos s6lidos rigidos implicados en
el experimento.

1{kg.m2)

-0,04 -0,03 -0,02 0 0,01 0,02 0,03 0,04
D{m)

FIGURA 4. Curvas de | vs. D para el Disco. Los valores teéricos

son indicados en puntos y linea en azul, mientras que los valores

experimentales son presentados en puntos y linea en rojo.
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FIGURA 5. Curvas de | vs. D para la Varilla rectangular. Los
valores tedricos son indicados en puntos y linea en azul, mientras
que los valores experimentales son presentados en puntos y linea
en rojo.

Con base en los valores obtenidos de los momentos de
Inercia a nivel tedrico y experimental para disco y la
varilla rectangular es posible hacer una validacién de
teorema de ejes paralelos. La validacién implica comparar
todos los datos de momento de inercia teoricos y
experimentales en cada uno de los ejes de rotacién en
disco y varilla utilizando el error cuadratico medio, el cual
es definido por la ecuacion (4).

_ [(teo)i —1iT?
E-|'=L . (4)

M=

Donde el indice i asocia cada uno de los datos del
momento de inercia teodrico (l,,) y experimental (I;) para
los nueve ejes de rotacion (n=9). La Tabla Il presenta el
error cuadratico medio obtenido para el disco y la varilla
respectivamente.

TABLA I1. Resultados.

Sélido E

Rigido

Disco 1,61.10°

Varilla 8,00.10°
Rectangular

Los valores obtenidos de E para los dos solidos indican
que el prototipo es adecuado para la experimentacion.

IV EXPERIENCIA DE LOS ESTUDIANTES
CON EL PROTOTIPO

Este montaje fue propuesto como proyecto final para 88
estudiantes de ingenieria que cursaron mecéanica en la
universidad Manuela Beltran en Bogota- Colombia para el
primer semestre del afio 2009 (2009-1). La metodologia
empleada y el método de de evaluacion fue similar al
utilizado en [3]. Es decir se aplicaron 6 evaluaciones
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grupales, 3 a nivel oral y 3 escritas como indica la Tabla
1.

TABLA I11. Descripcion de la Evaluacion.

Evaluacion Descripcion Semana
Eva-1 Presentacion oral | de propuesta 6
Eva-2 Entrega escrita de Anteproyecto 6
Eva-3 Presentacion oral Il de Avancel 10
Eva-4 Entrega escrita de Avancel 10
Eva-5 Presentacion oral 111 16
Eva-6 Entrega escrita de Articulo 16

En la Tabla IV se indica la estadistica descriptiva de cada
una de las evaluaciones aplicadas.

TABLA 1V. Estadistica Descriptiva para 2009-1.

Evaluacion Promedio | Rango | Desviacién estandar
Eva-1 3 2.7-3.3 0.40
Eva-2 3.1 2.8-34 0.30
Eva-3 3.6 3.4-38 0.23
Eva-4 3.6 3.3-39 0.30
Eva-5 3.7 3.4-38 0.22
Eva-6 4.0 3.8-4.2 0.24

Con base a la estadistica descriptiva del experimento
educativo realizado con los estudiantes y el seguimiento
continuo de la estrategia pedagdgica aplicada se pudo
establecer que:

-Més de la mitad de los estudiantes reconocen que el
proceso de construccion, experimentacion y validacion del
teorema de ejes paralelos por medio de la construccién de
un prototipo y el aprendizaje basado en proyectos permite
establecer un conexion entre la teoria y la préctica, lo cual
fortalece su proceso de aprendizaje acerca de esta
tematica.

-No todos los estudiantes dimensionan el uso de la teoria
error 'y el andlisis grafico dentro de un proceso
experimental, al respecto se busco reforzar esta deficiencia
con una asesoria continua hacia los estudiantes que
presentaban mayor dificultad para entender estos aspectos.
-El aprendizaje basado en proyectos y la construccién de
prototipos genera otros aprendizajes complementarios en
la formacion de los estudiantes de ingenieria. Estos
aprendizajes estdn relacionados con las habilidades y
destrezas  técnicas, manifestadas en el aspecto
experimental que permite el funcionamiento del prototipo,
ademas activa otros aprendizajes relacionados con la
expresion oral y escrita, y los métodos graficos enfocados
al disefio en ingenieria.

-Las entregas que hacen los estudiantes a nivel oral y
escrito mejoran progresivamente. Esto es un indicador de
ganancia en las habilidades de expresidon oral y escrita.
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VI. CONCLUSIONES

Se ha construido un prototipo con el cual se puede validar
el teorema de ejes paralelos. La tematica y la complejidad
del teorema permiten incorporar la teoria de error y el
andlisis grafico dentro de un proceso experimental que
involucra el modelamiento fisico al alcance de la mayoria
de los estudiantes.

La tematica de teorema de ejes paralelos es un
concepto que relaciona otros aspectos importantes de la
dinamica de rotacién como por ejemplo centro de masa,
torque, curvas cinematicas de traslacion y rotacion, y
analogias ente dindmica de rotacion y traslacion. La
relacion del teorema de ejes paralelos con otros temas de
dindmica de rotacion es intencional y busco que los
estudiantes obtuvieran un aprendizaje integro de la
dindmica de rotacion.

En lo que respecta a la construccién de prototipos y el
aprendizaje basado proyectos se muestra nuevamente que
este tipo de estrategia es fructifera para la ensefianza y
aprendizaje de la de fisica en estudiantes de ingenieria. La
estrategia empleada permite que el estudiante consulte,
indague, construya, dimensione y solucione un
problematica planteada. El construir un prototipo lleva al
estudiante a una apropiacion y aplicacion de los conceptos
de la fisica; fortalece la abstraccion debido a que el
estudiante debe utilizar la modelacion fisica como un eje
fundamental en el momento de dar solucion a la
problemética planteada. De igual manera, incentiva la
capacidad de andlisis y sintesis, cuando el estudiante
establece cada una de las partes que integran el prototipo y
muestra una aplicacion préactica de la teoria.

REFERENCIAS

[1] Banks, P. E., An Inexpensive Moment of Inertia
Experiment, The Physics Teacher 43, 389-390(2005).

[2] Collazos, C. A., Prototipo para la Ensefianza de la
dindmica rotacional (conservacién del momento angular),
Lat. Am. J. Phys. Educ. 3, 446-448 (2009).

[3] Collazos, C. A., Ensefianza de la conservacion del
momento angular por medio de la construccion de
prototipos y el aprendizaje basado en proyectos, Lat. Am.
J. Phys. Educ. 3, 428-432 (2009).

[4] Eisberg, R. y Lerner, L., Fisica, Fundamentos y
Aplicaciones (McGraw-Hill, México, 1984).

[5] Giancoli, D., Fisica, Principios y Aplicaciones
(Prentice Hall, México 1998).

[6] Lea, S., y Burke, J., Fisica, la Naturaleza de las Cosa,
Volumen | (International Thomson Editores, México
1991).

[7] Resnick, R. y Halliday, D., Fisica I, (CECSA, 5a.
Edicidn, México, 1998).

[8] Serway, R. y Jewett, J.,, Fisica | (International
Thomson Editores, 3a. Edicién, México, 1999).

[9] Wilson, J., Fisica (Pearson Education, 2a. Edicién,
México, 1996).

[10] Oostra, B., Moment of Inertia without integrals, The
Physics Teacher 44, 283-285(2006).

http://www.journal.lapen.org.mx



Carlos Andrés Collazos Morales

[11] Denardo, B., Demonstration of the parallel-axis [13] Boyd, J and Raychowdhury, P., Parallel axis
theorem, The Physics Teacher 36, 56-57(1998). theorem, The Physics Teacher 36, 486-486(1985).

[12] Takeuchi, T., The Moment of Inertia of a Rectangular [14]http://dev.physicslab.org/Document.aspx?doctype=2&
Rod, The Physics Teacher 45, 518-519(2007). filename=RotaryMotion_PhysicalPendulum.xml.

Consultado el 26 de Agosto de 2009.

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol.3, No 3., Sept. 2009 624 http://www.journal.lapen.org.mx





