Campos y carga superficial de una linea de
transmision en la aproximacion cuasiestatica

EDVCATIO PHYSICORVM
TS -2,

e e

QVO NON ASCENDAM?

Maricel Matar, Reinaldo Welti

Laboratorio de Vibraciones y Ondas, Departamento de Fisica y Quimica, Facultad de
Ciencias Exactas e Ingenieria, Universidad Nacional de Rosario, Avenida Pellegrini 250,
Rosario (2000), Argentina.

E-mail: welti@fceia.unr.edu.ar

(Recibido el 7 de Mayo de 2010; aceptado el 18 de Agosto de 2010)

Resumen

Para esclarecer el comportamiento de un elemento de parametro concentrado comenzamos estudiando los campos que
rodean su estructura. Después de analizar el significado de los campos cuasiestaticos se introduce la nocion de
pardametros distribuidos o lineas de transmision continua. En particular, se analiza una linea de transmisién con una
geometria simple que permita calcular los campos que rodean su estructura de manera exacta para todas las
frecuencias. Retornando al limite de bajas frecuencias se pasa de la linea de transmision a un circuito de parametros
concentrados de corriente alterna. Esto permite encontrar no solamente la impedancia sino también los campos y las
cargas superficiales sobre los circuitos que son muy Utiles para el entendimiento conceptual del comportamiento de un
circuito.

Palabras clave: Lineas de transmisidn, campos electromagnéticos, cargas superficiales.

Abstract
The simple circuits that are studied in the basic courses of electromagnetism are composed of lumped parameter
elements. To clarify the behavior of a lumped parameter element we began studying the fields surrounding the
structure. After analyzing the meaning of the quasi-static fields we introduce the notion of distributed parameters or
transmission lines. In particular, we analyze a transmission line with a simple geometry that allows us to calculate the
fields surrounding the structure accurately for all frequencies. In the low frequency limit we return to a lumped
parameter circuit of alternating current. This allows us to find not only the impedance but also the fields and surface

charges on the circuits that are very useful for conceptual understanding of the behavior of a circuit.

Keywords: Transmission lines, electromagnetic fields, surface charges.
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I. INTRODUCCION

El interés en el estudio de la distribucidon de las cargas
superficiales sobre los conductores que transportan una
corriente y su utilidad para la comprension conceptual del
comportamiento de los circuitos se han incrementado
recientemente. Numerosos trabajos y textos [1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8, 9, 10, 11] presentan resultados cualitativos, analiticos y
numéricos para diferentes geometrias de la estructura del
circuito. En un curso tradicional de electromagnetismo, la
teoria de circuitos de corriente continua (CC) se formula en
términos de los conceptos de potencial, carga y corriente,
mientras que los campos electromagnéticos juegan un rol
secundario o nulo. Esto hace que los campos y los circuitos
aparezcan como dos topicos completamente diferentes y no
relacionados. Sin embargo, un circuito simple, como el
formado por una bateria y una resistencia, tienen una fisica
realmente interesante que la mayoria de los textos omiten.
Chabay y Sherwood [12] proponen, tomando las ideas
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cualitativas de Hartel [10, 11], utilizar el concepto de cargas
superficiales para ayudar a los estudiantes a entender los
campos eléctricos y las corrientes en un circuito. Sin
embargo, la difusién del punto de vista de la carga
superficial en los textos y en el aula es muy lento. La
mayoria de los materiales didacticos en uso no van mas alla
del modelo de Drude [13] de la corriente eléctrica, y no
mencionan el papel que juegan las cargas superficiales en la
creacion del campo en el interior de los conductores. Una de
las razones de este comportamiento podria atribuirse a que,
a diferencia del modelo de Drude y de las leyes de
Kirchhoff, la presentacién de los modelos de carga
superficial, aln los cualitativos y de simple geometria, son
dificiles aln para los propios docentes [3, 4, 15]. En un
trabajo reciente [16] se tiene especialmente en cuenta, como
sugiere Hartel [11], el capacitor formado por las superficies
de los conductores del circuito y hacen uso de la teoria de
circuitos de parametros distribuidos para encontrar las
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variaciones espaciales de la carga superficial sobre la
superficie de los conductores.

El objetivo de este trabajo es extender el analisis
realizado en [16], al caso en que la tensién y la corriente
varien en el tiempo. A diferencia del caso de CC donde el
Unico parametro importante del circuito es su resistencia R,
ahora se debe tener en cuenta su capacitancia C e
inductancia L. En la aproximacion cuasiestatica (CE), que
equivale a suponer que las dimensiones del circuito son
mucho menores que la longitud de onda, la resistencia R, la
capacitancia C y la inductancia L son los elementos de
parametros concentrados del sistema. Dos circuitos que son
idénticos en su representacidn con parametros concentrados
pueden corresponder a estructuras fisicas diferentes y, por lo
tanto, los campos que los rodean, y las cargas superficiales,
pueden ser muy diferentes. En este trabajo se utilizan los
argumentos esgrimidos por Adler et al. [17] para discutir el
“dilema” de los parametros concentrados, esto es, la
dificultad que existe para representar a una dada estructura
fisica por medio de una conexion de elementos de
parametros concentrados. Este dilema se resuelve
encontrando los campos que rodean su estructura. Este
estudio, por lo tanto, es otra alternativa, para unir la teoria
de campos con la teoria de circuitos. Por otra parte la
resolucion del dilema de los parametros concentrados
permite también encontrar la distribucion de las cargas
superficiales sobre el circuito y el rol que estas desempefian.

Il EL DILEMA DE LOS ELEMENTOS
CONCENTRADOS

Para aclarar el significado del conflicto que se puede
generar en torno de los elementos concentrados, en la Fig.1
se muestra un circuito formado por un par de placas
paralelas de pequefio espesor y perfectamente conductoras.
El circuito termina en una pequefia ldmina resistiva y se le
aplica un voltaje constante entre las dos placas paralelas en
z=-l.

FIGURA 1. Circuito simple formado por placas paralelas
perfectamente conductoras conectadas por una placa resistiva.

Caso 1. Si la resistencia de la lamina resistiva es muy
grande podemos suponer que las placas estan en circuito
abierto y si se desprecian los efectos de borde el campo
electrostatico en el interior de las placas serad uniforme:
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- V.
Ey=—1, ()
d

y la “capacitancia electrostatica” sera

C

w
_ cargasobre la placal _ (6‘0 )I | @

Y, d
donde &, es la permitividad del medio homogéneo ente las

placas (que suponemos es el “vacio” por comodidad).

Caso 2. Si la resistencia de la placa resistiva es muy
pequefia podemos suponer que las placas estan corto-
circuitadas (o en corto). Si se le imprime una corriente |
con una distribucion uniforme a lo largo del eje vy,

entonces, si despreciamos otra vez los efectos de borde, el
campo magnético estatico entre las placas sera uniforme:

i, ®)

y la “inductancia” magnetostatica sera

L= flujo en la IdlreC|on +y :(yod j' L@
w

donde g, es la permeabilidad magnética del vacio.

En el primer caso la fuente de voltaje estatico V no
entrega ninguna corriente. En la medida que dV /dt=0 y
que la corriente | entregada por la fuente es también cero,
no es para nada obvio que la capacitancia C de la ecuacién
(2) tenga alguna relacion particular con la capacitancia de la
teoria de elementos concentrados, que se define por la
relacion

av
I=C—. 5
a ®)

A pesar de esto se supone habitualmente que las dos
definiciones son equivalentes.

En el segundo caso, no hay ninguna tension ente las
placas. Como dl /dt=0 vy el voltaje V entre las placas es
también cero, la conexion entre la L de la ecuacion (4) y la
inductancia definida en la teoria de circuitos de parametros
distribuidos por la relacién

dl
V=L—, 6
at (6)

no es para nada evidente. A pesar de ello habitualmente
suponemos que las dos definiciones de inductancia son
equivalentes. El alcance real de nuestras dificultades quizas
no se aclara enteramente a partir de estos dos ejemplos
familiares, justamente por que son muy familiares.

Caso 3. Qué pasa con nuestros conceptos de elementos
concentrados si la resistencia de la terminacion no es ni muy
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grande ni muy pequefia, de modo que no podamos
aproximar al circuito ni por un circuito abierto ni por un
cortocircuito. Si la corriente es continua la l1dmina resistiva
constituye una resistencia en el sentido de la teoria de
circuitos de pardmetros concentrados. Sin embargo, estamos
interesados en el comportamiento en corriente alterna (CA)
de todo el dispositivo de la Fig. 1. Es seguro que sera algo
resistivo, pero ¢qué podemos decir acerca de su inductancia
y su capacitancia? ¢Como debemos conectar los elementos
concentrados R,LyC para que representen el
comportamiento en CA de las dos placas perfectamente
conductoras que estan unidas por una lamina de resistencia
“moderada”?

Vamos a proceder con los mismos argumentos que
seguimos en los casos 1y 2. Supongamos que aplicamos un
voltaje constante V entra las placas. Si despreciamos (otra
vez) los efectos de borde, este voltaje creara una corriente
total, en la 1d&mina, en la direccién +x y esta corriente se
distribuira uniformemente en las direcciones y y z.La R,

de la l&mina resistiva al flujo de la corriente viene dada por
la ley de Ohm

\% d
= ™

donde p, es la resistividad y & el espesor de la [amina. Si

suponemos ademas que el voltaje V se aplica en z=0
sobre todo el frente entero del borde de las placas, la
corriente | fluird uniformemente sobre las placas de arriba
y abajo. El campo magnético estatico entre las placas viene
dado entonces por

H =

I -
w

mientras que el campo eléctrico estatico es
— V Il I &
E=—1= R‘—l : 9)
d d

Si nos restringimos al caso electrostatico 0 magnetostatico,
obtendremos exactamente los mismos L y C de las

ecuaciones (2) y (4), ya que las expresiones para H en

términos de | (ecuacién (8)), y de E en términos de
V (ecuacién (9)), son idénticas a las ecuaciones 1 y 3. Pero
ahora tenemos también a R, y el problema es: ;Como

podemos conectar los elementos “estaticos” R,,L y C de

las ecuaciones (7), (4) y (2) en un circuito concentrado de
modo tal que represente adecuadamente la relacién en CA
entre V e | en la estructura fisica de la Fig.1 cuando la
resistencia de la lamina no es ni muy grande ni muy
pequefia? Como la respuesta a esta pregunta no es nada
evidente estamos forzados en admitir que no hemos
entendido bien el significado del comportamiento en CA de
la estructura de la Fig. 1.
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111 APROXIMACION CUASI-ESTATICA (CE)

Vamos a analizar el comportamiento, en CA, del dispositivo
de la Fig. 1, en un régimen sinusoidal estacionario a la
frecuencia @, suponiendo que la resistencia de la lamina
resistiva es nula, esto es, cuado el sistema esta en corto.
Suponemos que en lugar de una corriente constante de CC,
aplicamos al dispositivo de la Fig.1 una corriente de la

forma I(t)=Re 1,6 . El objetivo es encontrar el campo

dentro de la estructura, a la frecuencia @, partiendo de su
solucion en baja frecuencia usando el método de
aproximaciones sucesivas similar al realizado por Feynman
[18] cuando analiza el comportamiento de un capacitor a
altas frecuencias.

Si la frecuencia es muy baja, nuestra primera conjetura
es la aproximacion de orden cero que encontramos en la
seccion anterior:

(10)

(b) H0 :I_Oeiwtj"

que equivale a decir que el campo tiene la misma variacion
espacial que tiene cuando la corriente era continua adn

cuando ahora varia sinusoidalmente en el tiempo (e'').
Evidentemente esto es incorrecto porque sabemos de las

ecuaciones de Maxwell que una variacién temporal de H
crea un campo eléctrico (ley de Faraday). Este campo
magnético variable en el tiempo crea un campo eléctrico que

esta en la direccion x, E, = E,i , que no depende ni de x ni

de y, pero si de z. La dependencia en z puede ser
determinada si en el contorno cerrado C, en el plano xz, que
se muestra en la Fig. 3 utilizamos la ley de Faraday.

X
FIGURA 2. Contorno C para aplicar la ley de Faraday.

Como E, =0 sobre la superficie perfectamente conductora

en z =0, tenemos:

~E,(2)d = —ica,uIWOd(—z) . (11)

Recordemos que z<0 a la izquierda del plano que
cortocircuita las dos placas. Por tanto la primera

aproximacion para E es
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= 16Z itz
:_a)’u—oe""t| ) (12)

La impedancia de entrada Z puede ahora ser calculada
sobre la base de una definicidn para el voltaje de entrada
Ven z=-| como

V=Ed.

, (13)
Esta definicion es una extension razonable de la que se
utiliza en el caso estatico. Consecuentemente, las
aproximaciones de orden cero y de primer orden para Z son
respectivamente,

@ z0-Y g
1(-1)
(14)
o 20 YED_ECH ),
1(-1) I w
Podemos remarcar dos aspectos importantes de nuestros
resultados:

(i) la variacion temporal de H viene acompafiada por una

variacion espacial de E (ademés de su variacion temporal,
por supuesto).

(ii) El campo estatico H (H,)y el campo de primer orden

E(El) constituyen lo que definimos como la solucion

cuasiestatica para este caso. De acuerdo a las ecuaciones
(14), esta es una solucion que lleva a la idea convencional
de inductancia “concentrada”. El campo eléctrico que
produce el “voltaje” a través del “inductor” realmente existe
en el espacio y en el tiempo y no puede ser determinado a
partir de consideraciones estaticas solamente.

Podemos continuar con este procedimiento. Ahora

tenemos un campo eléctrico variable en el tiempo El que

produce una corriente de desplazamiento perpendicular a las
placas que no fue tenida en cuenta en nuestro primer calculo

de H . Si aplicamos la ley de Ampere encontrariamos que

H debe variar también con z. Esto hace que la corriente en
las placas también varie con z vy, por lo tanto, de acuerdo a
la ecuacién de conservacion de la carga, implica que la
densidad de carga superficial varie también con z. Por otra
parte esto exige que seamos mas cuidadosos cuando
hablemos de la corriente que circula en el sistema por que
esta corriente depende de z.

Los célculos y consideraciones previos sugieren, por lo

tanto, que podemos desarrollar E y H. en serie de
potencias de @ . Con esta vision [17], se puede decir que el
campo CE es meramente una solucién en serie de las
ecuaciones de Maxwell, correcta hasta el primer orden de
.

Como con este proceso iterativo no se pueden resolver
problemas que sean un poco mas complicados, en la
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préxima seccibn vamos a exponer un método
matematicamente mas apropiado para encontrar los campos.

IV UNA SOLUCION “CASI” EXACTA PARA
LOS CAMPOS Y EL CONCEPTO DE
PARAMETROS DISTRIBUIDOS

En la seccién anterior buscamos la solucion de las
ecuaciones de Maxwell adentro de una regién limitada,
arriba y abajo, por placas paralelas perfectamente
conductoras. La naturaleza de de la superficie con que
terminan, esto es, si es de alta, baja 0 mediana resistencia,
crea una violenta diferencia en su comportamiento eléctrico
en CA. Para obtener una solucién simple, en CA, que refleje
solamente esta diferencia en la terminacion y, que no se
complique por dificultades extrafias, vamos a ignorar los
efectos de borde. Esto se cumple aproximadamente si el
ancho w es mucho mayor que d. Refiriéndonos a la Fig.1,
vamos a considerar que el interior de la estructura esta
definido por O<y<w, —-d/2<x<d/2, -1<z<0,vy

w>d . En esta situacién los campos E y H que son
soluciones  del problema seran  aproximadamente
independientes de y. Debemos ademas remarcar que no

vamos a tener en cuenta la estructura fina de los campos en
z =-| donde el sistema esta conectado con una fuente y en
z=0 donde estda conectado con una impedancia
concentrada. Estas hipétesis simplificatorias son las que se
hacen usualmente en la teoria de lineas de transmision.

Otra condicion de contorno es que el campo eléctrico sea
perpendicular a las placas de arriba y abajo. Buscaremos
una solucién que se parezca lo més posible a nuestra
solucién en CC pues queremos que se reduzcan a estas
cuando se anule la variacion temporal. Por lo tanto
requeriremos arbitrariamente que nuestra solucién satisfaga
la condicion de borde mas restrictiva, E, =E, =0 para

todos los puntos x, y y z interior a la estructura. Esta
eleccién hace que la condicion de borde sobre las placas
metalicas se satisfagan automaticamente.

Con las condiciones de contorno que elegimos, las
unicas componentes no nulas de los campos (H, yE,) no

dependen de x, de modo que las ecuaciones de Maxwell, en
el interior de las placas son:

OE oH,
a L=— ,
(@) pe Ho at
(15)
oH OE
by ——L= X,
(b) pe & o

Las soluciones de la ecuacion (15) son un tipo especial de
ondas llamada onda transversal electromagnética (TEM).
Esta solucién tiene s6lo componentes transversales de
campo, perpendiculares a la direccion de propagaciéon. Una
importante propiedad del modo TEM es la ausencia de
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frecuencia de corte y que, en el limite de frecuencia cero, se
reduce a un problema electrostéatico.
Observemos que las soluciones variables en el tiempo

para EyH tienen las mismas direcciones que tenian para
el caso de CC y, como en este Ultimo caso, éstas no varian
con x. Por supuesto, tampoco varian con y, pero esto se
impuso como condicion de borde. El hecho importante,
asociado con la variacion temporal, que se sigue de las
ecuaciones (15) es que tanto E, como H, deben depender

de z cuando varian con el tiempo. En nuestro primer analisis
“estatico” de los dispositivos de la Fig. 1 no hemos incluido
esta variacion con z, pero ésta se presenta naturalmente en la
aproximacion de primer orden y superiores.

Podemos definir un voltaje V en una manera casi
convencional, como la integral de linea del campo eléctrico
desde la placa superior a la inferior, a lo largo de cualquier
linea que permanezca en un plano perpendicular al eje z
[16,17]. Entonces V resulta una funcion de z y t:

d/2
Vzt)= [ Edx,=Ed,

—d/2

(16)

ya que E, es independiente de x. Similarmente, vamos a

definir la corriente | como la corriente en la direccion + z, a
lo largo de una seccién de ancho w de la placa superior, a
través de una linea en cualquier plano perpendicular al eje z.
De esta manera | es también una funcién de z y t. Como la
densidad de corriente superficial sobre un conductor
perfecto es igual a la componente del campo magnético
paralelo al conductor, ecuacion (8), tenemos

I(z,t)=wH,. (17)
Si ahora reemplazamos las ecuaciones (16) y (17) en (15),
encontramos:
oV d)al
@ =BT
0z w Jot

(18)

(b) a_lz_[ﬂja_v'
oz d )ot

la comparacion de la ecuacion (18a) con las ecuaciones (4)
y (6) nos muestra que («,d)/w= L es una inductancia por
unidad de longitud a lo largo del eje z. En otras palabras, en
un tiempo fijo, la tensién de la ecuacion (33) decrece en dV
en una distancia dz debido a la velocidad con que
incrementa la corriente a través de la inductancia en serie
£ dz . Similarmente, la comparacion de la ecuacion (18b)

con las ecuaciones (5) y (2) muestra que (g,w)/d =C"es la

capacitancia por unidad de longitud a lo largo de z entre las
dos placas, dando cuenta del hecho que la corriente de
conduccidn | sobre las placas debe decrecer con la distancia
debido a la corriente de desplazamiento que fluye desde la
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placa superior a la inferior. Desde este punto de vista la
estructura de la Fig. 1 puede ser mirada para su analisis en
el régimen de corriente alterna como un circuito distribuido.
En lugar de elementos L y C concentrados, imaginamos una
distribucion continua de la inductancia y la capacitancia a lo
largo del eje z. El hecho asombroso, sin embargo, es que
estos valores coinciden con los que se calculan a partir de
consideraciones estaticas.

En el caso de una variacion sinusoidal en el tiempo
podemaos escribir

@@ V(zt)= Re[V(z)ej‘“t],
(19)
(b) I(z,t) = Re[f(z)e‘“],

donde V(z) e I(z) son las amplitudes complejas que
dependen de la posicion z. Como las ecuaciones (18) son
lineales y, como £ y C son dos constantes reales la

ecuacion diferencial en z que deben ser satisfechas por V (z)
e 1(z) pueden ser encontradas sustituyendo V(z)e'* por
V(z,t) e 1(z)e"" por I(z,t) en las ecuaciones (18).
Después de cancelar el factor ™', encontramos

(20)
(b)

Podemos obtener una ecuacién sélo para V(z) derivando

(20a) con respecto a z y después sustituyendo a di (z)/dz
de la ecuacion (20b):

dV(z -
Zg )+a)2£CV(Z) =0. (21)
La solucién general de (21) es
V(z) = Ae7™" 4+ Be™o? (22)

donde A y B son dos constantes complejas arbitrarias y
k=awJLC .
Mediante la ecuacion (20a), se obtiene a 1 (z):
B ikz

. A
1(z)=—e™" ——¢",
(2) Z

(23)
0 ZO

donde Z,=+/L/C es la impedancia caracteristica de la
linea de transmision. Las soluciones (22) y (23) deben ser
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interpretadas como la superposicion de dos ondas
propagantes en direcciones opuestas. La velocidad de
propagacién de estas ondas es la velocidad de fase que viene

dada por v, =w/k =1//LC .

V. LINEA DE TRANSMISION SIN PERDIDAS
CON UNA CARGA RESISTIVA

Vamos a considerar el caso de una linea semiinfinita con
una carga resistiva arbitraria R; en su terminal derecho. En

lo que sigue vamos a elegir el origen z=0 en la
terminacién, de modo que la linea se encuentra a lo largo de
z<0 como se muestra en la Fig. 1. La fuente estd
presumiblemente colocada en z=-1. Si la tensién en la
linea y la corriente de la transmision en z=0 son V(0)e

I (0) respectivamente, entonces

V(.1 V() _

10,t) T(0) @)

Se calcula V(0) e 1(0)con las ecuaciones (22) y (23);
luego, reemplazando en (24), se obtiene
B R -2,

——R=T %0, (25)
A R, +Z,

donde % es el coeficiente de reflexion.
Reemplazando (25) en (22) y (23) obtenemos

a) V(z)=1, R, coskz—izZ,senkz ,
(26)

~ I .
b) I(z)=Z—0 Z,coskz —iR; senkz ,
0
donde I, = [(z=0) que suponemos es real.

Utilizando las ecuaciones (16) y (17) encontramos los
campos eléctrico y magnético en el interior de las placas:

R; coskz —iZ,senkz
d

eia)t

a) E(z,t)= lo

@7)
o Z,coskz —iR; senkz
wZ,

ot
e,

b) Hy(z,t):I

A. Los campos y la impedancia en la aproximacion CE

En la aproximacion cuasiestatica, |kl| <1, entonces,
senkz ~ kz y coskz ~1 y las ecuaciones (29) resultan
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R, —iZ.kz e
d 1

I
a) El(zt)==
(28)
Z,—iRkz e
wZ, '

b)  H,(zt)= |°

En la aproximacion estética (o =0,k =0) los campos son
uniformes en el interior de las placas,

iot
a) Ex(z.t)=%.

(29)

ot
D H @)=

La parte del campo eléctrico que varia linealmente con k (y
por ende con w)en (28a)es creado por la variacion
temporal del campo magnético (29b), de acuerdo a la ley de
Faraday, y la parte del campo magnético que varia
linealmente con k (y por ende con w) en (28b) es creado por
la variacion temporal del campo eléctrico (29a), esto es, por
la corriente de desplazamiento.

En la aproximacion CE la impedancia de entrada en
z =—-| viene dada por

_V(-l) R, +ioL
I(-1) 1+iwCR, "

y4@) (30)

Si la corriente de desplazamiento es despreciable, esto es si
el campo magnético creado por la corriente de
desplazamiento es muy pequefio comparado con el campo
magnético creado por la corriente de conduccién, estamos
en la aproximacion cuasiestatica magnética (CEM) [19, 20].
De acuerdo a la ecuacion (30) esto tiene lugar
cuando R; (w/c)l <« Z,. Como Z,c=1/C, esta desigualdad
se puede escribir comowCR, <1. Esto implica que la

impedancia capacitiva del sistema es mucho mayor que su
resistencia. En la aproximacion CEM la impedancia de
entrada es

Z(-1)=R; +ioL, (31)
que esta representada por el circuito de la Fig. 3.

R L

/\/7

FIGURA 3. Impedancia de entrada en la aproximacion CEM.
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C
| |
| |
Ry
@) Y O

FIGURA 4. Admitancia de entrada en la aproximacion CEE.

Si la induccién magnética es despreciable, esto es si el
campo eléctrico creado por las variaciones temporales del
campo magnético (31b) es muy pequefio comparado con
(31a), estamos en la aproximacién cuasiestatica eléctrica
(CEE) [19, 20]. De acuerdo a la ecuacion (30a) esto tiene
lugar cuando Z,(@/c)l<«R;,. Como Z,/c=L, esta

desigualdad se puede escribir como oL <« R,. Esto implica

que la impedancia inductiva del sistema es mucho menor
que su resistencia. En la aproximacién CEE la admitancia
de entrada es

Y(—I):%HwC:Gt +iaC, (32)

que esta representada por el circuito de la Fig. 4.
Si owL~1/wC~R la impedancia de entrada viene
expresada por la fraccion (30). Encontrar su circuito

equivalente es ahora mas dificil y se deja como ejercicio de
un curso de teoria de circuitos.
B. Las cargas superficiales

Las ecuaciones (28) en la aproximaciéon CEM son

ot

a)  E.(ut)= R —iolz '03 ,

(33)

iot
b)  H,@z1)= 'ffv .

El salto en la componente normal del campo eléctrico (33a)
en las superficies de las placas x=-d/2 y x=d /2, indica
la existencia de una carga superficial o,

a) & x=-d/2 =¢E, x=-d/2,
=g, R —iwLz I—O,
d (34)
by & x=+d/2 =—gE,_x=d/2,
=—6 x=-d/2,
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En la ecuacion (34a) aparecen dos términos para las cargas
superficiales, uno de ellas es proporcional a @ y a z,
mientras que el otro es independiente de la frecuencia y
proporcional a la resistencia R; . Estas cargas superficiales

son inducidas por el campo eléctrico (33a) y también
pueden considerarse como las fuentes de este campo. Sin
embargo, la parte de la carga superficial que varia
linealmente con z, crea también un campo eléctrico paralelo
al eje z. Esta componente se cancela exactamente con la
componente z del campo eléctrico creado por las variaciones
temporales del campo magnético (ley de Faraday). Esta
cancelacion se mantuvo oculta en la deduccién que nos
llevé a las ecuaciones (28) y (34). Para que salgan a la luz se

debe trabajar con los potenciales escalar @ y vectorial A
asociados a los campos (28). Esto lo haremos en la préxima
seccion donde analizaremos un sistema similar.

En z =0, el campo eléctrico es

E,(z=0,t)= ToRy OdRT e,

Este campo penetra en el interior de la placa resistiva y es el
responsable de mantener la corriente sobre la misma. Si la
frecuencia es suficientemente baja el campo se distribuye
uniformemente en el interior de la placa y en caso contrario
se debe tener en cuenta el efecto pelicular eléctrico.

Para el caso CEE se puede hacer un estudio similar.

VI. LINEA DE TRANSMISION RESISTIVA
TERMINADA EN UN CORTOCIRCUITO

En esta seccion nuestro objetivo es determinar los campos y
las cargas superficiales de un circuito similar al de la Fig. 1
pero ahora las dos placas paralelas tienen una resistividad
P, €espesor e y estan cortocircuitadas por una placa de
conductividad infinita (ver Fig. 5). Los circuitos de la Fig. 1
y 5 son en cierto sentido “complementarios” pues se pasa
de uno al otro modificando las propiedades de conductor
perfecto por resistivo y viceversa. Si la resistencia total de
ambos circuitos es la misma sus representaciones con
parametros concentrados, en el régimen CC, son idénticas
pero, sin embargo, como veremos los campos y la
distribucion de cargas superficiales son muy diferentes.

X

FIGURA 5. Circuito simple formado por dos placas paralelas
resistivas conectadas por una placa perfectamente conductora.
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A. Los campos y la impedancia de entrada

Las pérdidas en las placas complica considerablemente el
problema de modo que es imposible encontrar una solucién
analitica exacta de las ecuaciones de Maxwell vélida para
cualquier frecuencia. Se puede encontrar una solucién
aproximada si suponemos que la resistencia por unidad de
longitud de las placas es pequefia. Vamos a partir de la
solucion exacta para los campos de un circuito en el que las
lineas de transmision no tienen pérdidas y estan
cortocircuitadas en z=0. Si en (27) hacemos R, =0, se

obtiene:

a) E (z,t) =—icB,senkze",
(35)
b)  B,(zt)=B,coskze,

donde B, = 41, es ladensidad de campo magnético.

La ecuacion (35a) implica que la densidad de carga
superficial en las superficies internas de las placas varia
linealmente con z. Es de esperar, por lo tanto, que estas
creen un campo eléctrico paralelo al eje z. Pero en este caso,
se tendria una componente del campo eléctrico tangente a la
superficie de la placa que es perfectamente conductora.
Vamos a demostrar a continuacion que el campo creado por
estas cargas superficiales es cancelado exactamente por el
campo eléctrico creado por las variaciones temporales del
campo magnético (b). Para hacer esta demostracion es
conveniente trabajar con los potenciales escalar y vectorial
de los campos (35):

(@)  ®=ixcB,senkze'*,

(36)
=—xB, coskze'.

() A

A partir de estos potenciales se obtienen los campos (35) y
ademas

S

(a) "=~ =iwxB,coskze'",
ot
@37)
(b) Ef= —%2 = —ickxB, coskze'".
z

Observemos que E'+E; =0 como debe ser para que se

satisfagan las condiciones de borde sobre la superficies
perfectamente conductoras de las placas.

Si las placas de la linea de transmision tienen una
resistencia pequefia, podemos suponer que los potenciales
en el interior de las placas son esencialmente idénticas a
(36) excepto para tener en cuenta las pérdidas se debe
agregar al nimero de onda k una pequefia componente
resistiva, esto es
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k=k,—iy, (38)

donde k,=w/ces el nimero de onda en ausencia de
pérdidas. Si introducimos (38) en (36) se obtiene:

(@) @ =icxB, (senk,zcosiyz —cosk,zseniyz)e',
(39)
—XB, (cosk,zcosiyz +senk,zseniyz)e™.

(b) A=

Si las pérdidas son pequefias (yl<1l) y en bajas
frecuencias (k,I <«1) las ecuaciones (39) se reducen a

® =icxB, k,ze"" + ycxzB, e',

(40)
A, =-xB,e'".
De estas ecuaciones obtenemos,
(@  E,=-i k,—iy zcBe'",
(41)
(b) E, = —yxcB,e".
B, =B,e"". (42)

De acuerdo a la clasificacion propuesta en [19, 20] esta es la
solucibn CEM. En efecto, la suposicién de pérdidas
pequefias es equivalente a suponer que la resistencia del
circuito es mucho menor que su impedancia capacitiva y no
se tiene en cuenta el campo magnético creado por la
corriente de desplazamiento.

Podemos calcular y a partir de la ley de conservacion de

energia que se expresa mediante el Teorema de Poynting.
Si

S -1 ExB vy
244,

P="E-J,

N |~

son el promedio temporal del vector de Poynting y la
potencia media disipada, entonces [20]

—che S, -ndS = jRe P, dV . (43)
S \

En nuestro caso,

—yzC——

ReS = k+;/xc| °|

Ho

Para el estudio que estamos haciendo elegimos como
superficie S un paralelepipedo con dos caras paralelas al

http://www.lajpe.org



Maricel Matar, Reinaldo Welti

plano yz en el espacio exterior a la estructura, que esta libre
de campos, por lo que la contribucion al flujo sera cero, dos
caras paralelas al plano xz que tampoco contribuira al flujo
porque la componente y del vector de Poynting es cero y
dos caras paralelas al plano xz, unaen z y otra en z+ Az que
si contribuyen, obteniéndose

2
_4Re§m .ndS =M, (44)
S 2w

La potencia media que se disipa en cada una de las placas es

1 plg
2wk’

ReP, =Re E-J“*:%ppf

N |-

donde p es la resistividad y we la seccion de la placa. Por
lo tanto

12p12

J'Re P, dV =-——weAz. (45)
\%

2 we

Para simplificar, en el calculo de la potencia disipada hemos
supuesto que la corriente se distribuye uniformemente en
toda la seccién de la placa, en otras palabras, estamos
suponiendo que la frecuencia es lo suficientemente baja
como para ignorar el efecto pelicular eléctrico. No obstante,
estos resultados podrian extenderse en el limite de altas
frecuencias sin ninguna dificultad.
Igualando (44) con (45), obtenemos finalmente

20 - (46)
Si reemplazamos (46) en (41a) y (41b) obtenemos:
(a) Ex :_ia) luod IIO_Zei(aI _(2_pj||0_zei(at’
w dl we ) dl

_2pl, «
wed

(47)

(b) E — ei(ot .

z

El campo eléctrico tangente a la superficie de la placa
superior es

E, (x=—d/2)=Llogin
we

Si suponemos que la frecuencia es lo suficientemente
pequefia la densidad de corriente y el campo se distribuyen
uniformemente en el interior de la chapa, por tanto

l. .
EZ — p 0 el(z)t,
we

—e-d/2<x<d/2+e, (48)
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Como en esta situacion, |,/we es la densidad de corriente,
la ecuacion (48) coincide con el valor que debe tener el
campo eléctrico en el interior de las chapas para mantener la
corriente de acuerdo a la ley de Ohm. En la placa inferior el
campo tiene el mismo modulo y es de signo contrario.

La impedancia de entrada del sistema de la Fig. 4 es

_ V() _ E(-)d
T H, ()

2}

es la resistencia del circuito y

d
L:(—”O jl,
w
su autoinductancia. Observemos que la impedancia de
entrada del circuito de la Fig. 5 es idéntica a la impedancia
de entrada del circuito de la Fig. 1 (cuando las placas

perfectamente conductotas estan conectadas por una placa
resistiva).

=R +iwl,

Z(-1)

donde

B. Las cargas superficiales

El salto en la componente normal del campo eléctrico en las
superficies de las placas x=-d/2 y x=d/2, indica la
existencia de una carga superficial o,

a) o x=-d/2 =¢gE, x=-d/2 ,

i 1,2
=—ioue, ——
0w we d

eimt _ 250,0 I_O Zei(ut

(49)
b) o x=+d/2 =—¢gE, x=d/2,
=—0c x=-d/2 .

En la ecuacion (49a) aparecen dos términos para las cargas
superficiales, uno de ellos es proporcional a @ v el otro es
proporcional a ¥ . El médulo de cada uno de éstos decrece

linealmente con z, es maximaenz =-1yes ceroenz=0.
Los campos eléctricos (47a) y (47b) estan creados por estas
cargas superficiales y también por el campo magnético
variable en el tiempo (ley de Faraday). La parte de la carga
superficial proporcional a @ crea la componente x del
campo eléctrico proporcional a @ y una componente a lo
largo del eje z que se cancela con la que crea la variacion
temporal del campo magnético. La parte de la carga
proporcional a p, crea el segundo término de (47a) y la
componente z del campo eléctrico (47b). Esta componente
del campo eléctrico penetra en el interior de las placas y es
el que mueve los electrones dando lugar a la corriente
eléctrica que circula por las mismas. Si la frecuencia es cero
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(CC) la carga superficial (49) y el campo eléctrico (45)
coinciden con los encontrados en referencia [15].

VII CONCLUSION

En este trabajo hemos encontrado las impedancias de
estructuras fisicas reales que se obtienen conectando placas
resistivas y placas perfectamente conductoras. Para algunas
de las configuraciones analizadas la determinacion de la
impedancia del sistema es obvia, sin embargo, mostramos
que, en general, esta puede calcularse solamente resolviendo
los campos que rodean la estructura. Esta situacién es bien
conocida en la teoria de antenas donde el calculo de su
impedancia necesita del conocimiento de los campos lejanos
para calcular la parte resistiva de la impedancia (la
resistencia de radiacién) y de los campos cercanos para
calcular la parte reactiva. Por este motivo el estudio de las
antenas se realiza en el marco de la teoria electromagnética.
La incorporacién en un curso de electricidad y magnetismo
del analisis de los parametros concentrados que se propone
en este trabajo puede ayudar a unir la teoria de circuitos con
la teoria de campos de la misma manera que la descripcion
del comportamiento de un circuito en términos de carga
superficial y campo eléctrico sugerida por Chabay y
Sherwood. Los dos enfoques estan muy relacionados puesto
que el conocimiento de los campos que rodean la estructura
permite determinar la impedancia del circuito, las cargas
superficiales y el rol que éstas juegan en un circuito.

En este trabajo se extienden, al régimen de CA, algunos
trabajos previos [8, 16] en los que se calculaban las cargas
superficiales y los campos que rodean un circuito simple de
CC. En la seccidn 5 se calculan los campos y las cargas que
rodean en CA a un circuito formado por dos chapas
resistivas terminadas en un cortocircuito. En particular
encontramos que a lo largo de la chapa resistiva se tiene una
carga superficial que varia linealmente con z. Esta carga
superficial estd compuesta por dos términos, una
proporcional a la resistividad de la chapa que crea el campo
eléctrico necesario para mantener la corriente a lo largo de
la chapa resistiva y la otra proporcional a la frecuencia que
crea un campo eléctrico paralelo al eje z que se cancela
exactamente con el campo creado por las variaciones
temporales del campo magnético. En el circuito analizado
en la seccién 4, una linea sin pérdidas terminada en una
impedancia resistiva y que ha sido resuelto “exactamente”
para cualquier valor de la frecuencia (dentro de las
aproximaciones que se realizan en la teoria de lineas de
transmision) no hay cargas superficiales sobre la placa
resistiva. El campo eléctrico que mantiene la corriente, en el
interior de esta placa, es creado por las cargas superficiales
que se distribuyen sobre las placas paralelas perfectamente
conductoras. Este resultado muestra que no siempre es el
gradiente de cargas superficiales sobre una resistencia quien
crea el campo eléctrico necesario para mantener la corriente.
Es interesante subrayar que los circuitos analizados en las
secciones 4 y 5 tienen en el régimen CEM la misma
impedancia de entrada pero la distribucién de la carga
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superficial sobre los elementos del circuito y los campos
que lo rodean son muy diferentes.

Con la metodologia que utilizamos en este trabajo se
puede extender, al régimen cuasiestatico, el estudio de las
cargas superficiales y los campos que rodean estructuras
algo mas complicadas que las aqui utilizadas, como la de
dos hilos paralelos, analizada en [5] o la de un cable coaxial,
estudiada en [2] en el régimen de CC.
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