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Resumen

El presente trabajo amplia lo discutido en [1]. Se resalta el uso de la técnica de separacion de variables cuando la
aceleracion no es constante y en situaciones tridimensionales. Se muestra que la expresion cinematica que relaciona el
cuadrado de la rapidez con la aceleracion es separable sélo en coordenadas cartesianas.
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Abstract

This paper extends the discussion in [1]. We highlight the use of variables separation technique when the acceleration
is not constant and in three-dimensional situations. We show that the expression show that the cinematic expression
that relates the square of the speed with acceleration is separable in Cartesian coordinates only.
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I. INTRODUCCION

En [1] se hace uso de la técnica de separacion de variables
para descomponer, en variables, la ecuacion escalar
vZ=V5+2a-AF en una situacién bidimensional. Sin
embargo, no se muestra que es posible separar las variables
aun cuando la aceleracién no sea constante y en situaciones
tridimensionales. Asi, el presente trabajo amplia lo
discutido en [1]. En particular, se detallan las ideas
elementales asociadas a la técnica de separacion de
variables empleada en cursos avanzados de métodos
matematicos para Fisicos, cuando tratan el tépico de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Cuando la aceleracion no es constante, la expresion
cinemética arriba mencionada, toma la forma

IV PV, P 2 a) Vi) o, )

donde |\70| es la rapidez de la particula en el instante
t =t,. Este resultado coincide con el mostrado por Chyba
[2] cuando la aceleracidn es constante. La expresién (1) es
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una ecuacion escalar que no admite una descomposicion en
coordenadas, por el contrario, tal como se afirma en [1], lo
que admite es una separacion de variables en algun sistema
coordenado. El objetivo de este comentario es probar que el
Unico sistema coordenado en el cual la Ec. (1) admite una
separacion en variables es el cartesiano. En dicho sistema,
la ecuacién en cuestién puede escribirse de la siguiente
manera

i P4V 42 a v @

con i=1,2,3 6 i={x, y, z}; los indices repetidos no sugieren
suma sobre ellos. Al observar las expresiones (1) y (2),
pareciera, a primera vista, que (1) se descompone en
coordenadas para obtener (2), tal como ocurre en
ecuaciones vectoriales. Esto no cierto debido a que (1) no
es una ecuacion vectorial, por tanto no admite una
descomposicién en coordenadas. La controversia radica en
el hecho de que (2) es correcta y puede obtenerse, en
coordenadas cartesianas, al descomponer la aceleracion en
componentes y aplicando la regla de la cadena después de
multiplicar dicha aceleracion por la componente
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correspondiente del vector velocidad. En efecto, al
considerar la componente i-ésima del vector aceleracion

8 (t) = d(t) 4 = %vi , 3)

y multiplicando por V;, sin considerar suma sobre indices
repetidos, nos queda

d d 2
aiVi =Vi goVi = (3V). @

donde i=1,2,3 6 i={x, y, z}. Después de integrar la
expresion (4) se llega directamente al resultado mostrado en
(2).

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente
manera: En la Sec. 2 se muestra que es posible separar (1)
en variables usando coordenadas cartesianas y dicho
procedimiento permite llegar a la expresion (2). En la Sec.
3, se muestra la imposibilidad de separar las variables en un
sistema de coordenadas curvilineo.

1. SEPARACION DE VARIABLES EN LA
ECUACION CINEMATICA ESCALAR (1) EN
COORDENADAS CARTESIANAS

En coordenadas cartesianas la rapidez de una particula y el

producto escalar de la velocidad con la aceleraciéon de un
particula en un instante de tiempo, vienen dadas por

V- WY = N2 +VE V2

8V =ayVy +ayVy +azV; .

()

Considerando que las componentes V; de la velocidad son
las variables de interés, se puede separar la variable V, del
resto al sustituir (5) en (1), de la siguiente manera

2

Vg~V + 2l aV,dt = —[vo'g -7+ 2l aévédt] . (6)

donde se han realizado las definiciones V7 =V7+V7,
Vi =Vg, +Ve, ¥ aV: =aV, +aV, . El lado izquierdo de

(6) es una funcién de la componente x de la velocidad y el
lado derecho es una funcidn de las otras componentes de la
velocidad, por tal razon, dicha igualdad debe ser una
constante que denotaremos como «, resultando

t
V2 V2 + 2j aV, dt =«
)

: ™

f
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De la segunda ecuacion mostrada en (7), se puede separar la
componente y de la velocidad de la componente z,
obteniéndose

t t
V6, vy +2[ adt = —[Vo'i V22| aVdt+ a} NG
. b

Procediendo de manera similar, el lado izquierdo es una
funcién que sélo depende de la componente y y el lado
derecho es otra funcion que depende de la componente z,
asi la igualdad mostrada en (8) debe ser una constante que
Ilamaremos (3. Quedando el siguiente sistema,

t
V2 -V2+2 L aV,dt=a, (9a)
0
t
2 2
V&, V7 +2 LO aV,dt=4, (9b)
t
V2 -V2+2 L aV,dt=a+p. (9¢)
0

Para obtener las componentes V,, V, y V, de la velocidad en
coordenadas cartesianas es necesario determinar el valor de
las constantes de separacion a y 3, las cuales se obtienen al
imponer condiciones iniciales, de lo contrario tendriamos
tantas soluciones como constantes de separacién se fijen.
Esto no es fisicamente aceptable debido a que la particula
debe tener un solo valor de velocidad para un instante de
tiempo dado, contrario a lo que se obtendria al cambiar los
valores de o y fB. Eligiendo t=t, en el sistema (9) se
obtiene que todas las constante de separacién son nulas; es
decir, = =0, lo cual conduce a la Ec. (2). En el caso de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, las
constantes de separacion son determinadas por las
condiciones de borde o contorno [3].

I1l. IMPOSIBILIDAD DE SEPARAR LAS
VARIABLES EN LA ECUACION CINEMATICA
ESCALAR (1) EN COORDENADAS
CURVILINEAS

Es bien conocido [4] que los vectores velocidad y
aceleracion escritos en la base coordenada € quedan

expresados como

V(t)=d'e y
a(t) =(q‘k +Tkgig! )ék .

(10a)
(10b)

Los indices repetidos indican suma sobre ellos, ademas
q' =q'(x) representa un conjunto de coordenadas, las

cuales son funciones de las coordenadas cartesianas. Los
puntos encima de las coordenadas indican derivacion

respecto al tiempo. Adicionalmente, el simbolo F:} que
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representa a las componentes de la conexion de Levi-Civita
[5] en la base coordenada, se obtiene de la relacion

% -6, . (11)

Las componentes de la métrica g; inducida por la base
coordenada se obtienen a partir del producto escalar

0ij =€ €. (12)

Derivando esta relacion respecto a la coordenada $9°k$ y
usando la relacion (11) se llega a la expresion

0g;i
a::ri[kgfj+rgkg(i : (13)

Permutando ciclicamente los indices de (13) y sumando las
dos primeras permutaciones y luego restando el resultado
con la tercera permutacion, se logra despejar la conexién en
términos de la métrica y su inversa, obteniéndose

r.k.zlgk‘ %4_%_% ) (14)
1) 2 aqj aql aq[

Sustituyendo (10) y (12) en (1), y considerando que existe
una suma por cada indice repetido, se tiene que

g5 (G ©4’ (1) = 9 (t)d' ()4’ (t)

. . . . (15)
w2 0y(] ')+ T 03 )]0 O

Cuando el sistema de coordenadas es el cartesiano, la
métrica inducida por la base coordenada de dicho sistema

corresponde a la delta de Kronecker; es decir, g; =dj; . Lo

cual conduce a que la conexidn establecida en (11) y (14) se
anulen. En estas circunstancias, la velocidad y la
aceleracion dadas en (10) toman la forma mas simple

posible; a saber, V =x¢, y a=x*¢, siendo & =1,

€, =7y €=Kk. Asi, la expresion (15) coincide con (6).
Cuando el sistema coordenado no es el cartesiano, es
imposible separar las componentes de la velocidad ¢' en

(15), ya que la conexion mezcla dichas componentes pese a
que la métrica es diagonal [6], tal como ocurre con las
coordenadas polares (ver referencia [1]).

IV. CONCLUSION

Hemos mostrado que la existencia de valores para las
constantes de separacion o y B en (9), asi como la
separacion de variables en (1), es caracteristico del sistema
de coordenadas cartesiano, donde la orientacion de los
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vectores unitarios asociados a dichas coordenadas no
depende del punto del espacio donde éstos se describan. En
tal sentido, la separacién de variables en una ecuacién, que
opera a nivel algebraico, tiene lugar para un sistema de
coordenadas especifico. En otras palabras, la separacion de
variables depende del sistema de coordenadas que se elijay
tal eleccidn es una propiedad caracteristica de la ecuacién
en cuestion.
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