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Abstract
In this paper, we purpose a didactic mechanism for the teaching of the physical and mathematical concepts inherent to
the mechanical oscillations. These are commonly addressed in undergraduate courses in Physics, in the chair of Classical
Mechanics or correlated ones. Here, we emphasize the methods of resolution of differential equations, attempting to
relate its applications in condensed matter physics, in particular to atomic force microscopy. Throughout the motion
equation for the AFM cantilever, we studied the solution of the equations for the cases of: mechanical equilibrium, simple
oscillations, damped oscillations, forced oscillations and damped and forced oscillations.

Keywords: Mechanical oscillations, Equation solution methods, Physical teaching.

Resumo
Neste artigo propomos um mecanismo didatico para o ensino dos conceitos fisicos e matematicos a respeito das oscilages
mecanicas. Os quais sdo regularmente abordados nos cursos de graduacéo em Fisica, nas disciplinas de Mecanica Classica
e correlatas. Aqui enfatizamos os métodos de resolucéo de equacdes diferenciais, buscando relacionar suas aplicagdes na
fisica da matéria condensada, em particular na microscopia de forca atdmica. Através da equacdo de movimento do
cantilever do AFM, estudou-se a resolucdo das equacdes para os casos de: equilibrio mecanico, oscilagdes simples,

oscilagfes amortecidas, oscila¢des for¢adas e oscilagbes for¢adas com amortecimento.

Palavras-chave: Oscilagdes mecanicas, Métodos de solucdo de equacdes, Ensino de Fisica.

PACS: 01.50.Pa, 01.40.Fk

I. INTRODUCAO

Um dos primeiros contatos dos estudantes de graduacdo com
a aplicacdo de equagdes diferenciais acontece quando estes
cursam o chamado “ciclo basico”, constituido pelas
disciplinas de Fisica I, Il, Il e IV, particularmente na
disciplina de Fisica I, onde ser estuda o movimento
oscilatorio. Porém, de modo mais aprofundado, esse contato
se da na disciplina de Mecéanica Classica, no estudo das
oscilagdes mecénicas, normalmente abordado como segundo
topico do curso, que se segue a introducdo das leis de Newton
da dindmica.

Este capitulo da graduacdo possui um papel crucial no
desempenho curricular do graduando, uma vez que a
disciplina de Mecanica Classica comumente é a primeira dos
cursos de Fisica que se segue ao ciclo basico da graduacao,
no chamado “ciclo profissional”, constituido pelas
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disciplinas de Fisica mais avangadas. Dizendo de outra
forma, € nesta disciplina que normalmente os estudantes de
Fisica adquirem o primeiro contato mais aprofundado desta
ciéncia, fazendo parte de uma carreira especifica do seu
curso e sendo ofertada quase que exclusivamente para estes
estudantes, ja que normalmente essas disciplinas ndo estéo
presentes nos cursos de engenharia e outros afins.

Assim, a abordagem didatica a ser aplicada nesta
disciplina deve ser bem elaborada, de modo a permitir que o
estudante explore completamente a riqueza do conteldo a ser
trabalhado. Pois a Mecanica Classica, junto com a Teoria
Eletromagnética, a Mecéanica Estatistica e a Mecénica
Quantica, constituem o eixo principal da formagdo em
Fisica, necessario a todas as areas que se desejar seguir na
pos-graduacao.

Tendo em vista este panorama, elaborou-se uma
estratégia de aula com o objetivo de dinamizar o ensino das
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oscilacBes mecénicas, utilizando para isto, uma aplicacdo em
fisica da matéria condensada -mais especificamente- em
microscopia de forca atbmica.

Neste artigo, abordaremos os conceitos fundamentais
envolvendo a equacdo de movimento do cantilever do AFM
no capitulo Il, e em seguida, discutiremos as solucBes da
equacdo para cada um dos casos diferentes de oscilacéo.

I1. O MICROSCOPIO DE FORCA ATOMICA

A microscopia de varredura por sonda (SPM) é uma familia
de técnicas de microscopia amplamente utilizadas
atualmente em investigacdes na area de nanociéncia e
nanotecnologia.

Essas técnicas consistem em medir a intensidade das
interacGes entre uma sonda (Fig. 1) e uma amostra de modo
a determinar a variacdo na distancia ponta-amostra em cada
ponto da superficie da mesma. Isto €, o microscopio funciona
montando uma matriz de pontos z(X,y), onde z representa a
distancia ponta-amostra, e x e y sdo as coordenadas ao longo
da superficie da amostra [1].

FIGURA 1. Haste (cantilever) de um microscopio de forca
atdbmica, com a ponta (sonda) montada em sua extremidade.
Imagem obtida com microscopia eletrdnica de varredura (MEV).

Os dados obtidos séo utilizados para montar uma imagem da
topografia (como montanhas e vales) da superficie, através
da conversdo dos valores de z em pixels, por um mddulo
eletrdnico acoplado ao microscopio, como mostrado na
Figura 2.

As imagens obtidas sdo uma representacdo do relevo da
superficie do material analisado, e fornecem muitas
informacdes importantes sobre sua estrutura. Isto permite o
estudo de propriedades como: rugosidade, adeséo,
hidrofilicidade, dureza e resisténcia mecénica, para citar
algumas [2].
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FIGURA 2. Topografia em escala manomeétrica de amostra padrao
de Si obtida com AFM.

Dentro da familia SPM, encontra-se o Microscépio de Forca
Atdmica (AFM), que funciona medindo as deflexdes do
cantilever, que é uma haste na qual ¢ montada a ponta que
interage com a amostra (Fig. 3).
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FIGURA 3. Esquema de um AFM. As deflexdes do cantilever
durante a varredura mudam o angulo de reflexdo do laser que é
detectado pelo fotodiodo. O controlador recebe estas informagoes e
gera um sinal para a ceramica piezelétrica que se move para ajustar
a distancia ponta-amostra. A cada movimento da ceramica o
controlador registra os dados e gera a imagem da superficie.

Entre a ponta do AFM e a amostra, assim como entre
quaisquer outros dois materiais em contato ou
suficientemente proximos, existem forcas de interacdo
intermoleculares, que sdo atrativas enquanto a ponta esta
afastada da amostra e repulsivas quando a ponta se aproxima

ou toca a amostra.
Este aparelho pode ser operado em trés diferentes modos

de funcionamento.
O primeiro é chamado de “modo de contato”, no qual a
sonda mantém-se continuamente na zona de forcas
http://www.lajpe.org
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repulsivas com a amostra. Outro modo de funcionamento do
AFM ¢é o modo de ndo contato, em que a ponta ndo toca a
amostra durante toda a varredura e as interacdes existentes
sdo essencialmente atrativas.

H& ainda o modo de contato intermitente, ou modo
tapping, no qual um sinal de excitacdo é aplicado a haste
fazendo com que ela vibre, tocando a superficie da amostra
uma vez a cada oscilacdo.

O cantilever, neste Gltimo modo de operacdo, tem sido
modelado como o um oscilador harmdnico amortecido e
forgado néo-linear [2], cujo movimento é governado pela
seguinte equacéo:

d?z

m-— = —kz

dt?

mwg dz

T + Fycos(wt) + F(z,z2.).

1)
Na equacdo acima, m, k, wo e Q representam
respectivamente, a massa, a constante de mola, a frequéncia
de ressonéncia e o fator de qualidade da haste, determinado
através de suas dimensdes e do material de que é composto.

. T d
O termo —kz é a forca eléstica, e o termo —m;"’d—i

representa o amortecimento do meio. O termo senoidal
F, cos(wt) € o sinal de excitagdo aplicado ao cantilever e
F(z,z.) é ainteracdo entre a ponta e a amostra na posicao de
equilibrio zc.

Diferentes modelos tém sido propostos para determinar
F(z,z.). Se as forcas de adesdo ou as forgas de interacdo tipo
Van der Waals entre a sonda e a superficie podem ser
desprezadas, produz-se no cantilever deformacdes
puramente elasticas. Assim, somente atuam entre a ponta e a
amostra a forga de deformagéo eléstica e a solugéo é dada de
duas maneiras distintas, separadas pela distancia ao (Fig. 3).

Para a zona de ndo-contato, a forma de F(z, z.) € obtida
considerando-se as interacdes de Van der Waals. Assim,
aproximamos a ponta de interacdo do cantilever com a
superficie por uma esfera presa a uma mola interagindo com
uma superficie plana, como indicado na Figura 4. Na zona
de contato a forca repulsiva é determinada pela forca de
indentacdo, obtida a partir do modelo de Hertz [3]:

AR

DY

Z +z< Ao, (Za)

A 4EVR 3/2
—+—(ag—z—2z
6a, 3—31/2( 0 DA

F(z,z.)=—

Z. +z < ay, (2b)
em que R é o raio da ponta, A é a constante de Hamaker, e E
e v sdo o0 mdédulo de Young e o coeficiente de Poisson da
amostra, respectivamente.

Entretanto, além das deformacgoes elasticas, o0 modelo
utilizado para explicar a penetracdo da ponta na amostra,
fendmeno denominado nanoindentacdo, deve levar em
consideracdo também as deformacdes plasticas, isto €, as
deformacdes permanentes no material. Para isso é necessario
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incluir alguns aspectos de andlise tensorial, como a equacéo
da Lei de Hooke generalizada e o tensor de deformagdes [4].

-
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FIGURA 4. Interagio ponta-amostra no modo de tapping. A
esquerda, a ponta estd afastada e, a direita, a ponta indenta
elasticamente a superficie.

Em todo caso, a existéncia do termo F(z, z.) na Equacédo (1)
é responsavel por inserir outros modos de vibracao da haste,
comparado aquele que esta teria caso o termo acima ndo
existisse [5]. No entanto, a resolucdo desta equagdo -nas
condi¢Bes acima determinadas- se da somente através de
métodos numéricos. Para os propoésitos deste artigo, a
interagdo entre ponta e superficie é desprezada, e as equagdes
diferenciais séo resolvidas apenas para o modo normal de
vibragdo do cantilever.

I11. EQUACOES DIFERENCIAIS

Desprezando-se a interagdo entre a amostra e a sonda, a Eq.
(1) fica:

d?%z
m— = —kz—

dt?

mwg dz
0 i@ + F, cos(wt).

®3)
Iremos agora estudar os métodos para se determinar a
solucdo geral desta equacdo considerando-se diferentes
situacdes fisicas.

A. 1° caso: Equilibrio Dindmico

Neste caso, a forga resultante sobre o cantilever é nula,
portanto a Eqg. (3) toma a forma:
mwg dz

kz + 0 @ F, cos(wt).

(4)

A solugdo desta equacdo pode ser obtida pelo método do
fator de integracdo. Este método se aplica a equacles
diferenciais da forma:

d
—tay=f),
http://www.lajpe.org
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e consiste em multiplicar a equacgao por uma fungéo h(x), de

modo que o lado esquerdo da equacéo se torne a derivada de

um produto. Este fator de integracéo é dado por e,
Reescrevendo (4) obtemos:

dz . kQ FoQ
— 4+ —z = - cos(wt).
dt mwo mwo

- KQ .
Multiplicando por em®o;

kQ kQ kQ
dz t . kQ t FoQ t
—emwo + ——emwo z = 2= cos(wt) emwo
dt mwo mwo

kQ kQ
d —t F —t
—(zemwo ) =52 cos(wt) emwo'.
dt mwg

Integrando em funcdo do tempo:

ko, Fo ko,
[d (zemwo )dt == [ cos(wt) em»o dt,
mawo
kQ kQ
zemwo' = ﬂf cos(wt) emeo' dt. (5)
mawog

Integrando por partes a integral do lado direito de (5), temos:

k2Q?2
k2Q2+mZw2wg?

[ cos(wt) e"’:—"(i)tdt = ( ) [cos wt +

mwwo m

wWo
kQ

. ——t
Sin (l)t] emwo

Substituindo em (5), temos

F sz FoQmww
z= 2 5 Cos wt + —— :
0

= B eteg? asinet. (6)

k2Q2+m?w?w

Esta solucdo mostra que o cantilever se comporta como um
oscilador harménico, uma vez que sua equacdo de
movimento é uma combinacao linear de termos harménicos,
isto &, termos senoidais.

B. 2° caso: Oscilagfes simples

Neste caso, considera-se que o cantilever ndo esta sujeito a
forgas de amortecimento e nem a forcas externas, de modo
que a forga elastica é igual a forga resultante. Assim, a Eq.
(3) toma a seguinte forma:

d?z
m— = —kz.
dt?

Ou ainda, considerando que wy? = k/m e reescrevendo a
equacdo acima:

2
% + we?z = 0. @)
Ao buscar a solucdo geral da equacéo (7), deve-se encontrar
uma funcdo da forma e, porquanto a segunda derivada
reproduz a funcdo original. Supondo entdo uma solugdo
deste tipo, chega-se ao seguinte resultado:

Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 9, No. 3, Sept. 2015 3501-4

z=Ce"t;
dz
— =Cre";
dt
@z _ o2t
dt?

O que, substituindo na eqg. (7), leva a:

2 4+ wy? =0,
O resultado expresso em (8) mostra que ha duas possiveis
solugdes para esta equacdo. E conveniente expressar uma
solucdo geral como combinacdo linear destas duas solucbes
mais simples, de modo que a funcdo assim obtida continua
sendo solucdo de (7).

z = Aje'®ot + A,e"wot,

z = A;(cos wyt + i sin wyt) + A,(cos wot —
i sin wyt),

z= (A; + Ay) coswyt + i(A; — Ay) sinwgt.  (9)
Se fizermos uma substituicdo conveniente, poderemos

expressar esta solu¢do na forma de uma amplitude A e uma
fase ¢ [60], da seguinte forma:

A+ A, = Acoso, (10a)
A, — A, = iAsin g. (10b)
Substituindo (10) em (9):
z = Acos ¢ cos wy — Asin @ sin w,
z = Acos(wyt + ). (11)

A equagdo (11) ¢ a solugdo geral de (7). As constantes A e ¢
devem ser determinadas através das condi¢Ges de contorno,
que normalmente sdo os valores da posicao (z, = z(0)) e da

velocidade (Z, = % (0)) no instante inicial t = 0.

C. 3°caso: Oscilacbes amortecidas

Neste caso, considera-se que 0 movimento da haste é
amortecido pelo meio, que pode ser o ar, agua, ou qualquer
outro fluido. Neste caso, a eq. (3) assume a forma:

d? d
_jz —fz — P 22 (12)
dt Q dt
Ou ainda
Lz 90z 2,20
datz2 ' Q dt -

http://www.lajpe.org
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Procede-se supondo uma solugdo da mesma forma que na
situagdo anterior, obtendo-se deste modo:

r2+%r+w2=0,

wWo wo?

Lo — 2
2Q — [ 4Q2 s

r=-

— _ @4 1 2 _ 4022
r= ZQiZQ wo? —4Q%w?.
Devem-se considerar trés diferentes possibilidades quanto ao
termo dentro da raiz [6,7]. Se wo> 4Q%w?, entdo o termo
dentro da raiz € positivo e a raiz ¢ um nimero real, portanto
a solucdo da Eq. (12) é:

_%o, L [ 0n2—402¢2
z=e ZQt(Cle(ZQ wot=4QRl)t +
C e—(%‘/m02—4-Q2m2)t)
2 .

Diz-se neste caso que o movimento do cantilever é super-
amortecido e o oscilador atinge, sem oscilar, uma posicao de
estabilidade determinada por C; e C,.

Outra possibilidade acontece quanto wo = 4Q%w? onde,
nesta hipétese, o termo da raiz € nulo e a solucéo geral de
(12) é simplesmente:

®Wo

-9t
z=~Ce 20,

Este € o decaimento de amplitude mais rapido que o objeto
pode executar sem oscilar, chamado movimento criticamente
amortecido.

O terceiro caso a se considerar se da quando wo?< 4Q%w?.

Neste caso 0 termo dentro da raiz é negativo e a raiz é um
nimero complexo. Chama-se a este movimento de sub-
amortecido, pois o0 decaimento da amplitude ocorre
gradativamente a medida que a haste oscila. A solugéo geral
de (12) neste caso é:

0, 1
z=e 20" (Clel(E woP=4gRl)t +
C e—i(%\/moz—uzzmz)t)
2

que, usando a equacdo de Euler, pode ser escrita como:

Z =e 2Q

)

oo 1 s
t(Cle(ZQ wo-4Q%a?)t

Esta é a situacdo tipica de operacdo do cantilever do
microscopio de forca atbmica experimentalmente. Uma vez
que, tipicamente Q?<~10%, temos, portanto:

00?-4Q%w*~-4Q%w? [7]:
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2 = e 20[(C, + C,) cos(wt) + i(C; — C,) sin(wb)].
Fazendo a seguinte substituicdo:
C; +C, =Ccosg,
C; — C, = iC sin ¢.

Logo

_@g
z = Ce 20" cos(wt + ). (13)
A Eq. (13) é a equacdo de movimento para o cantilever, com
movimento amortecido. O termo exponencial denomina-se
envelope, visto que ele determina o decaimento da amplitude
de oscilagéo.

D. 4° caso: Oscilagdes forcadas
Quando se aplica uma forca, através de um sinal de

excitacdo, ao cantilever e desconsiderando o amortecimento
do meio, a eqg. (3) fica:

d?z
m—=—kz+F, cos(wt). (14)
Esta equacdo pode ser escrita da seguinte forma:
d?z F
=T wy?z = ;Ocos(wt). (15)

As solucdes gerais de equacdes da forma de (15) sdo dadas
pela soma de uma solucdo complementar (solucdo
homogénea) com uma solugdo particular (solugdo né&o-
homogeénea), sem que esta perca generalidade.

zZ=2;+2,

A solucdo complementar é dada pela Eq. (11). Para encontrar
uma solucdo particular, supde-se uma fungdo harménica que
oscila em fase (¢ = 0) e com a mesma frequéncia w que a
fonte:

z, = B cos(wt). (16)

Substituindo (16) em (15), encontra-se
—Bw? cos(wt) + Bwy? cos(wt) = %cos(wt),

B=—2"> 17)

m(wo2-w?)’

Entdo, a vibracdo do cantilever é composta de combinacdes
lineares de modos normais, porém agora cada pequena
oscilacdo ocorre com a frequéncia da forca aplicada.

Como consequéncia do denominador da Eq. (17), quanto
mais proximo o estiver de wo mais intensa serd a excitagdo
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G. A. C. Lopes, E. A. Cotta and H. D. Fonseca Filho

sobre este modo de vibragdo. Aparentemente, a Eq. (17)
prediz uma amplitude infinita quando @ = wo. Porém isto ndo
é fisicamente plausivel, uma vez que a teoria por tras desta
equacdo esta fundamentada para pequenas oscilagdes em
torno da posicdo de equilibrio; de modo que (17) ja ndo é
valida se a amplitude se torna muito grande.

Portanto, a solugdo geral é dada por:

z(t) = Acos(wyt + @) + mcos(wt). (18)

As constantes A e ¢ devem ser determinadas através das
condicGes de contorno.

Se ® = wo entéo a suposicdo da Eq. (16) é uma solucdo
do problema homogéneo, e deve ser substituida por outra da
forma

z, = Bt cos(wyt).

Este termo apresenta um crescimento linear de amplitude a
medida que oscila, o que caracteriza o fendmeno de
ressonancia. O oscilador, desse modo, recebe continuamente
energia fornecida pela forga externa.

E. 5° caso: Oscila¢fes amortecidas e forgadas

Este é o caso mais geral em nossa descricdo, no qual a Eq.
(3) ndo sofre nenhuma modificacdo. A frequéncia de um
oscilador forcado é determinada pela frequéncia da forca
externa e ndo pela frequéncia de ressonancia [8]. Para estudar
qual seria a solugdo geral neste caso, se escreve a Eqg. (3) da
seguinte maneira:

d?z | wdz F
— + ——+ w?z = 2 cos(wt).
at2 ' Qat m

(19)
Assim como para a Eq. (15), a solucdo geral para a Eq. (19)
envolve uma solugdo complementar e uma solucéo
particular. Pelas mesmas razdes do caso anterior, a solugédo
complementar € a solucdo da equacdo homogénea, Eq. (13).
Para encontrar a solugéo particular de (19), supde-se uma
funcéo da forma:
zy(t) = Dy cos(wt) + D, sin(wt). (20)
Substituindo (20) em (19), e resolvendo o sistema linear,
obtém-se D; =0 e D, = FoQ/ w?. Logo a solucéo particular é:

FoQ .
z, = %sm(wt).

E, por sua vez, a solugdo geral é:

_®o
z(t) = Ce 20" cos(wt + Q)+ Z‘j—fsin(mt). (21)
Lat. Am. J. Phys. Educ. Vol. 9, No. 3, Sept. 2015
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IV. CONCLUSAO

Ao aplicar-se as equacles diferenciais a uma area de
pesquisa recente e instigante, o assunto passa a ser melhor
compreendido pelos estudantes, obtendo grandes resultados
de aprendizado. Isto evidencia também o carater pratico da
matematica que se estuda na graduacdo, assimilando-a a
conceitos fisicos e fazendo com que a aprendizagem seja
mais significativa.

Isto contribui também para a formacédo profissional do
académico, pois a disciplina de mecénica classica é essencial
para as outras disciplinas subsequentes da graduacdo e,
eventualmente, da pés-graduacao.
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