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Resumen 
En este trabajo presentamos un modelo dinámico para el comportamiento global de crecimientos naturales (plantas, 

animales, personas, poblaciones, etc.), basado en una generalización de la segunda ley de Newton y de la mecánica 

analítica de Hamilton aplicadas a crecimientos naturales. El modelo puede ser usado para describir la dinámica de 

crecimiento de plantas y tallos o tubérculos con simetría cilíndrica o cónica, y en frutos con simetrías esferoide y 

elipsoide (prolatos y oblatos). Aplicamos el modelo para frutos de simetría esférica y se presentan los resultados 

obtenidos para los coeficientes de estímulo y de impulso al crecimiento, así como el potencial de crecimiento para 

frutos de naranjo 
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Abstract  
We present a dynamic model for the overall behavior of natural growths (plants, animals, people, populations, etc.), 

based on a generalization of the Newton’s second law and Hamilton’s analytic mechanics applied them to natural 

growths. The model can be used to describe the dynamics of growth for plants and stems or tubers with cylindrical or 

conical symmetry, and fruits with spheroid and ellipsoid (prolate and oblate) symmetries. We apply the model to fruits 

with spherical symmetry and the resulting stimulus’s coefficient and boost’s coefficient to growth and growth potential 

orange fruits are presented. 
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I. INTRODUCCIÓN  
 

A. Geometría Dinámica 

 

Muchos frutos y tallos de plantas y árboles (incluso algunos 

animales) poseen simetrías en su morfología instantánea, de 

tal forma que ésta puede ser descrita por objetos 

geométricos conocidos, tales como elipsoides, esferas, 

cilindros, conos, etc. Entre más simétrico es un sistema 

físico o biológico, más sencilla es su descripción 

matemática, siempre que se elija el sistema coordenado 

adecuado. Los objetos geométricos son estáticos mientras 

que los crecimientos naturales son dinámicos. Si se supone 

que la simetría instantánea es mantenida durante el 

desarrollo de estos sistemas, es posible representarlos 

mediante sucesiones espacio-temporales de los objetos 

geométricos citados. Los diámetros, los semiejes, la altura, 

etc. de estos sistemas varían en el tiempo y dan lugar a este 

tipo de sucesiones espacio-temporales, desplegando así la 

geometría dinámica de la naturaleza. 

En la mayoría de los crecimientos naturales sus 

parámetros externos (alturas y diámetros de tallos, de 

frutos, altura y peso de animales y personas, poblaciones, 

etc.) pueden ser descritos mediante ajustes polinomiales o 

sigmoidales a los datos [1]. Las figuras 1, 2, 3 y 4 son 

algunos ejemplos de esto [2]. 

 

 
FIGURA 1. Ajuste cúbico para el diámetro del tallo en plantas de 

maíz. 
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FIGURA 2. Ajuste cuadrático para la altura en plantas de frijol. 

 

 

 
FIGURA 3. Ajuste cúbico para el peso infantil (kg). 

 

 

 
FIGURA 4. Ajuste cuadrático y sigmoidal para el número de 

habitantes en la población mundial. 

 

 

B. Descripción del Método 

 

En mecánica analítica el estudio de un sistema físico se 

inicia con el conocimiento del potencial de interacción del 

sistema, a partir del cual se construye la función 

hamiltoniana (o lagrangiana), que contiene la información 

del sistema. Enseguida se obtienen las ecuaciones de 

movimiento de Hamilton (o de Lagrange), a partir de las 

cuales se consigue una ecuación diferencial de segundo 

orden (segunda ley de Newton) para el sistema. Se resuelve 

esa ecuación diferencial y se obtiene la trayectoria 

(solución) del sistema [3]. En un trabajo reciente se 

desarrolló un modelo dinámico general para describir el 

comportamiento global de crecimientos naturales (plantas, 

animales, personas, poblaciones, etc.), como una 

generalización de la mecánica newtoniana o hamiltoniana. 

El procedimiento planteado para describir el 

comportamiento global de desarrollos biológicos es inverso 

al de la mecánica analítica. En estos casos se inicia con la 

“trayectoria” del sistema (ajustes a los datos), y se 

construye una ecuación diferencial de segundo orden 

(segunda ley de Newton) satisfecha por los ajustes. Esta 

ecuación diferencial de segundo orden se reduce a un 

sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden y, 

éstas, son identificadas como las ecuaciones de Hamilton 

para el crecimiento. Finalmente se obtienen los potenciales 

de crecimiento para los crecimientos naturales [4]. 

 

 

II. CRECIMIENTOS CON UN GRADO DE 

LIBERTAD 
 

A. Ecuación de crecimiento 

 

Los aspectos generales del modelo, que conciernen a este 

trabajo, son los siguientes. 

Un conjunto de datos acerca del desarrollo de un 

sistema biológico admite ajustes polinomiales en el tiempo, 

de la forma 

 

,)(
0 


n

k

k

ktaty                                (1) 

 

los cuales obedecen una ecuación diferencial lineal de 

segundo orden (ecuación de crecimiento) 

 

    ,)( mtfymbymay 


                (2)
 

 

con término de forzamiento también polinomial en el 

tiempo 
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en donde las constantes ck se relacionan con aquellas del 

ajuste polinomial (1),  

 

     ,112 12 kkkk abaakamkkc  
     (4) 
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con 0kc  si .nk   

La ecuación (2) es una generalización de la segunda ley 

de Newton aplicada al comportamiento global de 

crecimientos naturales. Ella contiene la suma de fuerzas 

externas (lineales) que actúan sobre el sistema. Existen sin 

embargo algunas diferencias importantes con la segunda ley 

convencional: 1) En la ecuación de crecimiento (2) m 
representa la inercia al crecimiento y sus unidades 

dependen del tipo de crecimiento que se analice. Si en (2) y 
es una longitud (diámetro o semiejes de frutos, o altura o de 

tallos, animales o personas) m posee unidades masa (kg). Si 

y es el peso de un fruto, planta, animal o persona, entonces 

m posee unidades de longitud (m). Si en (2) y representa el 

número de habitantes de una población, entonces m posee 

unidades kg m/hab. 2) La ecuación de crecimiento (2) 

contempla 0a  y 0b , por lo que aparecen 

contribuciones de impulso y de estímulo a los crecimientos:
 

  0,  bymbfimp
 (la fuerza va en la misma 

dirección del crecimiento);   0, 


aymafest
 (la 

fuerza va en la misma dirección de la velocidad de 

crecimiento) y un término de forzamiento externo 

mtfext )( .  

Al extrapolar los ajustes polinomiales (1), para tiempos 

grandes, éstos pueden ser divergentes o negativos, lo cual 

nunca sucede en los crecimientos reales.  

Considerando también la etapa de madurez de los sistemas, 

un ajuste más real (que considera el umbral del 

crecimiento) es el sigmoidal [5], cuya expresión es 

 

)/)exp((1
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,                    (5) 

 

en donde 
1A y 

2A son el crecimiento inicial y final del 

sistema, respectivamente.  es el tiempo de inflexión de la 

curva y D es una constante del crecimiento.

 Una curva típica de los ajustes sigmoidales se muestra 

en la figura 5. 

Este ajuste también obedece una ecuación de 

crecimiento de tipo (2), con término inhomogéneo (de 

forzamiento) dado por 
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en donde )./)exp(()( DttE   

 

B. Potenciales de crecimiento 
 

En esta sección usamos el hecho de que una ecuación 

diferencial lineal de segundo orden es equivalente a un 

sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer 

orden e identificamos estás últimas como el par de 

ecuaciones de Hamilton para los crecimientos. Construimos 

el hamiltoniano del sistema y, a partir de éste, obtenemos 

los potenciales generalizados de los crecimientos. 

 

 

 
 

FIGURA 5. Curva sigmoidal típica ).1(1 x

s ey 

  

 

Iniciamos haciendo el cambio de variable al espacio fase: 

 

 pymyyy 


21 ,         (7) 

 

con el que la ecuación de crecimiento (2) se reduce a 
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en dondeusamos )(tg  para representar a )(tf  ).(tF 

En las siguientes secciones se verá el argumento para 

considerar a m como constante.  

El sistema (8) y (9) puede ser visto como el par de 

ecuaciones de Hamilton del desarrollo biológico (y1 y y2 

son variables canónicas conjugadas), las cuales pueden 

escribirse como 
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en donde  H  es la función hamiltoniana del sistema: 
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Se observa que la ecuación de Hamilton (10b) proporciona 

la ecuación del crecimiento correcta (2). En (11) 

identificamos el potencial generalizado del crecimiento 

como 

 

)(
2

1
),,,,( 2 tygbyyaytbayyU 



    (12)

 

 

Si el sistema biológico posee más de un grado de libertad, 

como el diámetro y la altura de plantas o peso y estatura de 

personas etc., habrá tantas funciones hamiltonianas (11) y 

potenciales generalizados (12) como grados de libertad en 

el sistema. Sin embargo si las variables de interés no son 

independientes aparecen ligaduras entre ellas y esto reduce 

el número de grados de libertad y así mismo la cantidad de 

hamiltonianos y de potenciales de crecimiento en los 

sistemas.  

Algo importante de estos potenciales de crecimiento es 

que tienen la misma forma sin importar la naturaleza de los 

desarrollos biológicos estudiados (plantas, animales, 

personas, poblaciones, etc). Más aun, en la deducción de 

H  y de U  no nos hemos restringido a ningún ajuste o 

forzamiento en particular. )(ty  
y )(tg  

pueden ser 

polinomiales, sigmoides o de cualquier otro tipo. Esto 

significa que (11) y (12) son válidas para cualquier tipo de 

crecimiento y de término de forzamiento externo presente 

en estos sistemas. 

En algún intervalo del dominio de los datos ambos 

ajustes son muy próximos entre sí. Esto permite obtener 

una ecuación lineal, en cada tiempo de medición, para los 

coeficientes de estímulo y de impulso  

 

MmbBmaA  )/()/(                (13) 

 

en donde los coeficientes son dados en términos de los 

parámetros de los ajustes 
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con .1 EG   

Ambos ajustes (polinomial y sigmoidal) arrojan 

incertidumbres en los valores de sus parámetros, por lo que 

es posible obtener valores mínimos ( ) y máximos (+) 

para los coeficientes dados en (14). Esto conlleva a un 

conjunto de n (número de datos) pares de ecuaciones 

lineales, de la forma (13), que deben resolverse para 

obtener la dinámica de los coeficientes  ma  y  mb . 

Finalmente se investigan las posibles correlaciones entre 

estos coeficientes y los factores físicos que intervienen en 

los crecimientos. 

 

III. CRECIMIENTOS TRIDIMENSIONALES 

 
A. Grados de libertad 

 

En dinámica clásica, el estudio de un sistema de n grados 

de libertad se inicia con n ecuaciones diferenciales del tipo 

(2), las cuales generan n soluciones )(tyi
. Eliminando el 

tiempo entre pares de estas soluciones se obtienen las 

“trayectorias del proceso”, ejemplo y(x) las cuales reducen 

los grados de libertad del sistema.  

En el tratamiento dinámico del comportamiento global 

de los crecimientos naturales, con n grados de libertad, se 

inicia con n “soluciones” (ajustes a los datos) los cuales 

generan n  ecuaciones diferenciales de crecimiento del tipo 

(2). Eliminar el tiempo entre pares de estas “soluciones” 

reduce el número de ecuaciones diferenciales de 

crecimiento necesarias, por lo que también se reducen los 

pares de coeficientes de estímulo  ma  y de impulso 

 mb  requeridos en la dinámica de crecimiento del 

sistema. 

En este trabajo se describe la dinámica de crecimiento 

de plantas y frutos (tridimensionales), lo que significa que 

son requeridas tres ecuaciones diferenciales de crecimiento 

del tipo (2) y por lo tanto tres pares de coeficientes de 

estímulo  ma  y de impulso  mb . Sin embargo, 

debido a la simetría de algunos frutos y tallos de plantas o 

árboles, es posible reducir el número de ecuaciones 

diferenciales de crecimiento y de pares de coeficientes de 

estímulo  ma  y de impulso  mb  requeridos. 

 

B. Crecimientos esféricos. 

 

Algunos frutos como la naranja, la toronja y el limón, 

exhiben un desarrollo en sucesiones temporales con 

simetría esférica.  

La expresión matemática para cada término de estas 

sucesiones es 

 

.
2222

trzyx                          (15)  

 

Aunque estos cuerpos son tridimensionales es posible 

describirlos, debido a su simetría esférica, como sistemas 

de un solo grado de libertad (su radio). En coordenadas 

esféricas la ecuación de una esfera es .ctert   Si durante 

el desarrollo de estos frutos se realizan n mediciones del 

diámetro d  en el tiempo, éstos pueden ser descritos como 

n  esferas concéntricas sucesivas, con ecuaciones 

 

,2/tt dr                               (16) 

 

con nt ,...,2,1  (número de mediciones). 

Al llevar a cabo los ajustes (polinomial o sigmoidal) 

para el conjunto de datos, el diámetro pasa a ser la variable 

dinámica )( dy   por lo que es posible aplicar el modelo 

dinámico implicado en las ecuaciones (1) a (8) y obtener el 
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comportamiento de los coeficientes de impulso y de 

estímulo. 

En su investigación: Descripción del crecimiento de 

frutos de naranja dulce [6]…, Avanza et al muestran las 

curvas (no polinomial y no sigmoidal) de crecimiento de 

estos frutos, las cuales corresponden a los datos mostrados 

en la tabla I. 

 
TABLA I. Diámetro, en mm, de frutos de naranjo dulce, 66 días 

después de la floración al 80 %. 
 

Día Diámetro 

(mm) 

Día Diámetro 

(mm) 

66 23 182 58 

74 27.4 188 58.4 

86 31.7 196 60.6 

92 34.6 204 62 

98 36.7 210 62.7 

105 37.4 217 63.4 

115 41.8 226 64.9 

120 44.7 231 65.6 

127 46.8 238 67 

134 48.3 245 67.8 

140 50.5 252 68.5 

147 51.2 260 69.2 

153 53 266 69.6 

161 53.4 274 69.6 

168 54.8 282 70.7 

175 56.9 289 71 

 

 

Los ajustes polinomial y sigmoidal, en metros y segundos, 

se muestran en la figura 6. 

 

 

 
FIGURA 6. Ajuste polinomial y sigmoidal del diámetro del fruto 

de naranjo. 

 

 

A partir de los valores de los parámetros de los ajustes 

polinomial y sigmoidal y sus respectivas incertidumbres, se 

consiguen 33 (número de datos) pares de ecuaciones 

lineales de la forma (13), cada una con coeficientes dados 

por (14). Sus soluciones arrojan los valores mostrados en la 

tabla II para los coeficientes de impulso y de estímulo al 

crecimiento. 

 

 
TABLA II. Valores de los coeficientes de impulso (a/m) y de 

restauración (b/m) para el crecimiento del fruto de naranjo. 

 

Día  ma  

(1/s) 

 mb  

(1/s2).E-

7 

Día  ma  

(1/s) 

 mb  

(1/s2).E-

7 

66 -0.71 2.5 182 -0.71 0.90 

74 -0.71 2.23 188 -0.71 0.87 

86 -0.71 1.92 196 -0.71 0.84 

92 -0.71 1.79 204 -0.71 0.80 

98 -0.71 1.68 210 -0.71 0.78 

105 -0.71 1.57 217 -0.71 0.76 

115 -0.71 1.43 226 -0.71 0.73 

120 -0.71 1.37 231 -0.71 0.71 

127 -0.71 1.3 238 -0.71 0.69 

134 -0.71 1.23 245 -0.71 0.67 

140 -0.71 1.18 252 -0.71 0.65 

147 -0.71 1.12 260 -0.71 0.63 

153 -0.71 1.08 266 -0.71 0.62 

161 -0.71 1.02 274 -0.71 0.60 

168 -0.71 0.98 282 -0.71 0.58 

175 -0.71 0.94 289 -0.71 0.57 

 

 

El desarrollo del fruto se lleva a cabo, en este modelo, 

mediante un estímulo constante 

  ),0(),/1(71.0  sma  a la vez que con un 

coeficiente de restauración  0mb muy pequeño (E-7) y 

cada vez tendiendo más a cero. 

La figura 7, muestra el comportamiento del coeficiente 

de restauración. 

 

 

 
FIGURA 7. Comportamiento del coeficiente de restauración b/m. 
 

 

La figura 8 muestra el potencial de crecimiento para este 

sistema. 
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FIGURA 8. Potencial de crecimiento del fruto de naranjo. 

 

 

V. CONCLUSIONES 

 

El coeficiente  ma  proporciona un impulso constante al 

crecimiento, durante el desarrollo del fruto, mientras que la 

restauración debida a  mb  es pequeña (E-7) al inicio del 

desarrollo, pero tiende a desaparecer en la etapa de madurez 

del fruto. La energía potencial disponible para el 

crecimiento del fruto es de 140 pJ al inicio del desarrollo y 

desciende hasta hacerse nula alrededor de los 22.5 Ms (160 

días) del desarrollo. El potencial de crecimiento tiene un 

mínimo en 23.9 Ms = 276.32 días, a partir de entonces el 

desarrollo del fruto es prácticamente nulo.  
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